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TABLES DE CONTINGENCE 2x2

POUR LES PETITES ÉCHANTILLONS(1)

Gisèle MERSCH (*)

Dans le présent article nous proposons une méthode de programmation sur ordinateur
de l’épreuve d’homogénéité dans une table de contingence 2x2 dont les effectifs sont petits.
Cette méthode est basée sur la similitude qui existe entre cette épreuve d’homogénéité et le
problème de Wilcoxon des deux échantillons avec ex-aequo.Notre but est de permettre à
l’utilisateur de traiter un grand nombre de problèmes successivement avec un minimum
d’efforts.

1 - INTRODUCTION

Soient deux dichotomies 03C0A et 03C0B de proportions respectives PA et pB .
Pour éprouver l’hypothèse

à partir de deux échantillons simplement fortuits extraits des populations 7r A
et ?TB et d’effectifs m et n respectivement, on effectue généralement une épreuve
chi-carré d’homogénéité sur la table de contingence 2x2 suivante :

Succès Echecs

(*) Assistante, chaire de probabilité et statistique, Université de Liège.

(1) Article remis le 9/2/73, révisé le 25/4/73
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Cependant l’épreuve chi-carré n’est qu’une approximation valable unique-
ment pour les grands échantillons. En 1934 F. Yates calcule la probabilité
d’observer une table de contingence 2 x 2 donnée conditionnellement aux

totaux marginaux m, n, tl et t2. Cette probabilité est donnée par la loi hy-
pergéométrique, à savoir : 

La fonction de répartition de la variable aléatoire al est donc donnée par
la relation

Yates compare les résultats obtenus au moyen de la distribution exacte et
de l’approximation chi-carré, constate que cette dernière sous-estime la proba-
bilité de dépassement, et propose des corrections de continuité à appliquer à
l’épreuve chi-carré lorsque les effectifs sont petits. Il donne les conditions d’ap-
plication de la correction de continuité et conseille d’utiliser cette dernière si
la plus petite répétition théorique est inférieure à 500.

Cependant, même corrigée, l’approximation chiéarré ne donne pas tou-
jours une probabilité de dépassement très exacte, surtout lorsque les effectifs
m et n sont très différents.

Depuis cette époque des tables de la distribution exacte des tables de con-
tingence 2 x 2 ont été établies. Parmi celles-ci citons par exemple celles de R.
Latscha [voir 3], B.J. Finney, R. Latscha, B.M. Bennett et P. Hsu [voir 1], et
E.S. Pearson et H.O. Hartley [voir 5] dont les étendues sont respectivement :

Néanmoins ces tables deviennent rapidement encombrantes et sont encore
insuffisantes pour qu’on puisse se contenter de l’approximation chi-carré lorsque
les effectifs m et n dépassent leur étendue.

Aussi avons-nous pensé qu’un algorithme de calcul permettant une cons-
truction rapide d’un nombre quelconque de distributions exactes pourrait rendre
service à de nombreux utilisateurs en leur évitant des manipulations ennuyeuses.
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2 - RELATION EXISTANT ENTRE L’EPREUVE DE WILCOXON DES DEUX
ECHANTILLONS AVEC EX-AEQUO ET L’EPREUVE D’HOMOGENEITE.

Conditionnellement aux totaux marginaux, les variables aléatoires a1, a2’
bl et b2 peuvent toutes s’exprimer linéairement en fonction de l’une d’entre
elles. Par exemple, en fonction de a, on a :

Etablir la distribution exacte d’une table de contingence 2 x 2 revient donc
à établir celle de la variable aléatoire al .

En 1956 C. Van Eeden [voir 7] a montré que le problème des deux échan-
tillons avec ex-aequo est identique à l’épreuve d’homogénéité. Si l’on note

x1,..., x. et y1,..., yn les échantillons issus des populations ’RA et ir, res-

pectivement et (*)

on voit aisément qu’entre les variables aléatoires W et al on a la relation :

Par exemple, dans la table suivante

succès échecs

on a

(*) [~ A désignant le nombre d’éléments de l’ensemble A]
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Il est donc équivalent d’établir la distribution de W ou de al. Or, en 1956
également L.J. Smid [voir 6] donne des formules de récurrence permettant
d’établir la distribution des variables aléatoires W ou S, entre lesquelles on a la
relation :

ou encore

Appliquées au cas de deux dichotomies, ces formules se simplifient en la re-
lation ( 2).

3 - PROBABILITES DE DEPASSEMENT UNITALERALES ETBILATERA-

LES.

L’épreuve chi-carré est essentiellement bilatérale, c’est-à-dire qu’elle ne per-
met que d’éprouver l’hypothèse

vis-à-vis de l’hypothèse contradictoire

Cependant, en pratique, il est parfois intéressant de pouvoir considérer des
hypothèses contradictoires unilatérales. En effet, l’hypothèse sous épreuve peut
être fausse parce que le nombre a de succès observés dans l’échantillon extrait de
la population A est soit trop grand. soit trop petit par rapport au nombre total
tl de succès. Les probabilités de dépassement correspondant à ces épreuves d’hy-
pothèses unilatérales ne peuvent être calculées que si la distribution exacte de ai
est connue.

Elles sont respectivement égales à

et

D’autre part, dans certains cas pratiques, il est impossible de préciser si ce
sont les petites ou les grandes valeurs de a qui sont défavorables à l’hypothèse
sous épreuve. Il convient alors de calculer une probabilité de dépassement bilaté.
rale.
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Si la distribution de al est symétrique, c’est-à-dire

la probabilité de dépassement correspondant à l’épreuve bilatérale est :

Si, par contre, la distribution de al est dissymétrique, l’ensemble R des va-
leurs de al au moins aussi défavorables à l’hypothèse sous épreuve que la valeur
observée a, peut être défini de diverses manières. Mais, pour obtenir les plus
grandes régions critiques bilatérales à un niveau d’incertitude donné, il faut dé-
finir R comme étant l’ensemble de toutes les valeurs de ai dont la probabi-
lité est inférieure ou égale à celle de a.

Soient donc ai (1),..., al (p) les p valeurs possibles de al rangées par ordre
de grandeur croissante et soient f( 1 ),..., f(p) les probabilités correspondantes.
La valeur observée de a1, a, est évidemment l’une des valeurs al(i), disons a1 (q)

Trois cas peuvent se présenter (Fig. 1)

figure 1
Constitution de la zone critique R
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1) La probabilité f(p) de la plus grande valeur, al (p), de al est strictement
supérieure à chacune des probabilités f(1),..., f(q) correspondant aux q pre-
mières valeurs de a1. Dans ce cas, on a

2) La probabilité f( 1 ) de la plus petite valeur de al est strictement supé-
rieure à chacune des probabilités f(q), f(q+ 1 ), ..., f(p) relatives aux p - q + 1

plus grandes valeurs de a, .
Dans ce cas, on a

3) Il existe aux deux extrémités de la distribution de a1, des valeurs dis-
crètes dont la probabilité est inférieure ou égale à f(q). Dans chaque cas, il y a
des éléments de R à chaque extrémité de la distribution de ai .

Soient VI’ V2’ ..., vl les indices des 1 valeurs de al dont l’ensemble R est
constitué.

La probabilité de dépassement bilatérale est définie par

4 - EXEMPLES NUMERIQUES ET PROGRAMMATION.

Le seul algorithme de calcul pratique de la distribution de la variable aléa-
toire W qui ait été publié est, à notre connaissance, celui de J. Klotz (1966)
[voir 2] qui donne un procédé permettant d’énumérer directement les valeurs

discrètes de W. Cet algorithme, différent des formules de récurrence de L.J.

Smid, peut être utilisé pour les dichotomies.

Cependant, ayant programmé la construction des distributions de W suivant
les méthodes de L.J. Smid et de J. Klotz, nous nous sommes aperçus que la
première était beaucoup plus efficace que la seconde, qui est de toute façon trop
lourde pour un simple problème de table de contingence 2 x 2.

De plus, la version originale de la seconde méthode contenait une erreur
(corrigée l’année suivante par C. Odoroff [voir 4]), qui a dû contribuer à son
manque de diffusion.

Aussi avons-nous écrit un programme en langage Fortran IV, composé d’un
programme principal qui calcule les probabilités de dépassement exactes unila-
térales et bilatérales ainsi que l’approximation chi-carré avec la correction de
F. Yates, d’un sous-programme DIST qui construit la distribution dela variable
aléatoire S conditionnellement aux totaux marginaux, et d’une fonction COMB

qui calcule les combinaisons(ms).
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Notons que le sous-programme DIST peut servir de première étape dans
la construction générale des distributions de la variable aléatoire W relative au
problème des deux échantillons. Nous nous proposons d’ailleurs de reprendre
ce dernier dans un article ultérieur.

Siganlons enfin que le programme proposé ici (et dont l’état imprimé est
repris en annexe) est très efficace puisqu’il permet de trainter 40 problèmes
successivement en 3 secondes sur ordinateur IBM 360/65.

Nous donnons ci-dessous trois exemples numériques, un d’une distribution
symétrique et deux de distributions dissymétriques.

Premier exemple

NOMBRE DE CAS POSSIBLES: 2704156.00000000

A1= 1 . S= -72

ZONE CRITIQUE=PETITES VALEURS DE Al.. PO= 135.9537*10EXP-4
GRANDES VALEURS DE Al.. PD= 9993.2696*lOEXP-4

PD BILATERALE: 271.9074*lOEXP-4
APPROXIMATION CHI-CARRE PD BILATERALE= 303.8282*10EXP-4
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Deuxième exemple

DISTRIBUTION DE Al

NOMBRE DE CAS POSSIBLES= 348330136.000000

Troisième exemple

NOMBRE DE CAS POSSI8LES= 0.8349193223883260 20
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Les deux premiers exemples traités nous ont été proposés par un labora-
toire de botanique étudiant la floraison de Sinapis alba L. soumis à diverses con-
ditions de culture. En se basant sur son expérience, le botaniste détermine à
priori certains traitements susceptibles soit de réduire, soit d’augmenter la pro-
portion de floraisons survenant lorsque les plantes sont, soit placées dans des
conditions naturelles, soit soumises à un traitement dont les effets sont bien con-

nus.

Les hypothèses à éprouver sont donc de type unilatéral.
Par convention, appelons succès une floraison.

Dans le premier exemple repris ci-dessus, l’hypothèse à éprouver était : le
traitement A diminue la proportion de floraison par rapport au traitement B.
Etant donné que sur 24 plantes le nombre total de floraisons observées est égal
à 8, la probabilité d’obtenir 0 ou 1 floraison dans l’échantillon A d’effectif 12,
est égal à 0,0136, si elle est calculée au moyen de la distribution exacte de al’ et
à 0,0304 si elle est calculée par l’approximation chi-carré avec correction de F.
Yates.

Si le niveau d’incertitude choisi a priori est 2 %, nous voyons donc que si
l’expérimentateur utilise l’épreuve exacte de Fisher, il ne rejettera pas l’hypothè-
se que les conditions expérimentales qu’il a imposées à ses cultures entraînent
une diminution de la proportion de floraisons.

Par contre, l’usage de l’approximation chi-carré l’amènera à conclure que
son expérience n’a pas atteint l’objectif recherché.

Le deuxième exemple est semblable au premier ; il n’en diffère que par le
fait que le traitement A était destiné à augmenter la proportion de floraisons par
rapport au traitement B.

Sachant que sur 37 plantes 19 ont fleuri et que l’effectif de l’échantillon A
est égal à 27, les probabilités exactes et approximatives d’observer au moins 17
floraisons sont respectivement 0,0243 et 0,0510.

Si le niveau d’incertitude choisi est 5 %, les conclusions à formuler seront
identiques à celles du premeir exemple.

Quant au troisième exemple, il n’est autre que celui donné par F. Yates et
sort de la portée des tables.
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ANNEXE

Etats imprimés des programmes en langage Fortran IV

p. 79 - 80 : Programme principal

P. . 81 
: Fonction COMB

: Sous-programme DIST

(voir ci-dessus, parag. 4)
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TABLES DE LATSCHA
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