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ANAMORPHOSE LINEAIRE DE LA COURBE
D’EFFICACITE D'UN PLAN D’ECHANTILLONNAGE SIMPLE,
DANS LE CONTROLE PAR MESURE

J. STIFKENS

Ingénieur en Chef ~ Directeur des Ponts et Chaussées (Liege}

1 —INTRODUCTION

Le controle statistique de réception est suffisamment connu, de nos
jours, pour qu’il ne soit nécessaire d’en réexposer les détails. Le lecteur in-
téréssé pourra se référer, si besoin est, a I’excellent texte de la norme fran-
caise AFNOR NF X06-021.

Dans la présente note, on se propose de montrer que I’on peut traduire
facilement par une droite, une courbe d’efficacité d’un plan d’échantillonnage
simple et de signaler ensuite les avantages de cette transformation.

Celle-ci fait appel a un diagramme dont les axes rectangulaires portent
chacun une échelle fonctionnelle gaussienne (échelle fonctionnelle du papier
gausso-arithmétique utilisé pour le tracé d’une droite de Henry). Ce diagramme
reproduit a la figure 3, sera appelé en abrégé, dans la suite ‘“diagramme dou-
blement gaussien”. Il contient en plus, une horizontale d’ordonnée 50 % graduée
en échelle métrique. Un transparent a faisceau de droites rayonnantes peut
s’y superposer.

Dans le bulletin du Comité Européen du Béton n° 110 (mai 1975) était
présenté semblable diagramme mais il restait limité a I’aspect qualitatif, aucune
estimation du coefficient d’acceptation, ni de la taille de I’échantillon ne pouvait
étre déduite de la lecture du diagramme.

2 — THEORIE

2.1 — Courbe d’efficacité
Soit le cas ou la variable mesurée X est distribuée en L.N de moyenne u
et d’écart type o connu.

On désignera par u, le quantile de proportion p, autrement dit la valeur
u, de la variable réduite pour laquelle la fonction de répartition F(up) est
égale a p.

A partir des 4 données :

o risque du fournisseur, associé a4 une proportion p, de défectueux dans le lot ;
B risque du client, associé & une proportion p, de défectueux dans le lot ;

Mots-clés : Controle. Plan d’échantillonnage. Courbe d’efficacité.
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On peut calculer :
1) la taille de I’échantillon & prélever
n=[(uy g Fu gy )P M

2) Un coefficient k, correspondant a une condition de tolérance supérieure
(ou inférieure) et défini par :

k=@ _gu,_p, tu_, ul—pz)/(ul—a +uy_p) 0]

La probabilité P d’acceptation du lot, pour une proportion p vraie de
défectueux s’écrit :

P, = F [(u,_, — k) /il 3)

expression o F est la fonction de répartition en L.N.

La relation (3) est I’équation de la courbe d’efficacité du plan d’échan-
tillonnage correspondant aux 4 données. La courbe passe par les points

(p, ;1 —a)et(p, ;P (figure 1)

Elle doit étre tracée point par point sur un plan (p ; P,)

2.2 — Anamorphose linéaire

En posant le 1¢* membre de (3) égal a une fonction de répartition F(Y)
en L.N., on aura :

P=F () =FI[@_, - k+/n] 4)
et 'on en déduira
Y=—kyn+u _,n ()
—ps Y)

La figure 2 correspond & ces axes, ’axe des abscisses étant orienté po-
sitivement de la droite vers la gauche, pour les raisons pratiques qui suivront.

équation d’une droite dans un systéme d’axes (u,

Les échelles des axes sont métriques.
La droite (5) y apparait dans les 28me et 3éme quadrants ordinaires.
La pente est égale 4 4/n et lintercept sur 'axe horizontal est égal a k.

2.3 — Papier doublement gaussien

Aux échelles métriques du systéme d’axes (ul_p, Y) on peut subsituer
des échelles fonctionnelles gaussiennes. Leur avantage est d’étre graduées en %.
Les 4 données précipitées se reportent sur ce nouveau systéme d’axes en
2 points A(p, ,1 —a) et B (p,, B ). La droite AB est la droite d’effica-
cité.

La figure 3 correspond a ces résultats. Il s’agit de papier doublement gaus-
sien avec les trois échelles suivantes :

1) échelle gaussienne horizontale inférieure en % ou ’on reporte les pour-
centages de défectueux.
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Fig. 2

2) échelle gaussienne verticale, & gauche en % des probabilités P d’ac-
ceptation que I’on utilise pour le report de (1 — a) et 8

3) échelle métrique horizontale, d’ordonnée 50 %, ou sont inscrites
les valeurs de k positivement de la droite vers la gauche.

3 — APPLICATION

Soit les données de la page 32 de la norme AFNOR NF X 06-021.
p, =0,5% ;a=0,05s0it] —a =095
p,=3 %;B8=0,10
On reporte sur le diagramme doublement gaussien (fig. 3) le point A
0,5 % ; 0,95) et le point B (3 % ; 0,10).
On joint AB. Cette droite est la droite d’efficacité.

Elle coupe I’horizontale d’ordonnée 50 %, c’est-a-dire 1’axe des k, en
un point d’abscisse 2,185 d’ou k = 2,185.

On peut également tracer un nomogramme de droites passant par la
méme “origine et de pente /m, les unités des coordonnées X et Y de ce no-
mogramme étant, les mémes que celles de la figure 3.

En utilisant ce nomogramme (fig. 4) comme transparent on peut ob-
tenir par lecture directe la valeur de n (taille de I’échantillon) en procédant
comme suit :

Sur la figure 3 on fait coincider I’origine du transparent avec le point D
et I’axe horizontal supérieur du transparent avec ’horizontale DF, on lit la
valeur de n sur la droite du transparent qui coincide le mieux avec la droite DE.

Dans I’exemple choisi on trouve n = 18.
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D’autre part, si pour un échantillon de taille 18 on trouve que I’écart
entre la moyenne de I’échantillon et la valeur garantie vaut 2,185 fois la
valeur de P'écart type connu de la population, I'estimation du pourcentage
de défectueux se déduit de la caractéristique de qualité : produit du coef-
ficient k = (S — x)o par le facteur v =+/n/(n — I). Cet indice de qualité
est égal 4 u_ : quantile de proportion p

u, = 2,185 x+/18/(18 — 1) = 2,185 x 1,029 = 2,25

soit p = 1,22 %

p

a 'aplomb de cette valeur de p on lit sur la droite d’efficacité la probabilité
d’acceptation du lot soit p, = 62 %.

Remarque : on peut envisager la multiplication graphique de k par le fac-
teur v =4/n/(n — 1) 4 I'aide d’un monogramme 4 droites rayonnantes cotées
en “n” et dont l'origine coincide avec l'origine de I’axe de k ; on éléve a
Paplomb de k une verticale jusqu’a son intersection avec la droite “n” ; la
verticale intercepte cette droite 4 la distance k \/n/(n — 1) de lorigine, il
suffit de rabattre cette longueur sur ’axe de k ou 'on peut lire la valeur

de p, estimation du pourcentage de défectueux, et en déduire la valeur de Pa.

4 — CAS OU L’ECART TYPE o N’EST PAS CCNNU (estimé par s)

La procédure implique une série d’approximations successives. La premiére
approximation introduite par JENNETT et WELCH, suppose que x + ks
est normalement distribuée avec une moyenne

L+ ko

et une variance :
0?2 {1/n+[k2/2(n - 1]}

En utilisant cette approximation, I’équation de la courbe d’efficacité
devient

P,= (u_ -KA/TR+K/2m-1) (6)

La valeur de k est la méme que celle fournie par la relation (2), mais
la relation exprimant n est plus complexe.

[I/n +k2/2 (n — D] = [(u,_,, —uy_pp)u_, +u,_ g (7
En remplacant (n — 1) par n et en résolvant par rapport a n on obtient :
n= (1 + k2/2) [(ul—a + ul—ﬁ)/(ul—pl - ul—p2)]2 (8)

Cette simplification est exacte lorsque n est grand mais on constate
qu’elle est assez bonne pour n = 5 et qu’elle devient trés bonne pour n = 15.

-pP

Pour tracer la droite d’efficacité, il suffira de tracer a partir du point
(k, 50 %) une nouvelle droite, avec la pente corrigée.
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Sur le diagramme tracé en considérant la variabilité de la population
connue, on peut conserver les droites d’efficacité mais il faut modifier leur
cotation de la taille d’échantillon en multipliant le nombre n par le coeffi-
cient (1 + k2/2) ou k est la valeur propre a la droite d’efficacité considérée.

Lors d’un test de réception, on connait la taille n de I’échantillon et
I'on calcule la valeur de la caractéristique de qualité égale dans ce cas a la
valeur de k ; il suffit d’entrer dans le tableau B5 de la NF X 06-023 avec
cette valeur et de lire dans la colonne correspondant a la taille de I’échantillon
Iestimation du pourcentage de défectueux.

4.1 — Exemple

Les critéres de réception des armatures pour béton armé selon la norme
allemande DIN 488 fascicule 6 conduisent a4 la droite G H sur la figure 3

Cette droite exprime les conditions
X35 = x, + 1,65 5,4

=
et X,s=x, + 1,650

o

qui sont statistiquement équivalentes, car

35 =15 [1 + (1,65)%/2]

5 — AVANTAGES

Cette méthode délivre du calcul des nombreux points de la courbe
d’efficacité et assure une meilleure précision de lecture surtout pour les va-
leurs extrémes de la probabilité d’acceptation, valeurs pour lesquelles dans
le diagramme aux échelles métriques la courbe d’efficacité est assymptotique
aux horizontales P, = 0 et P, = 100 rendant illusoire toute lecture précise.

La résolution des équations (1) et (2) se fait en tracant la droite d’ef-
ficacité.

Le tracé de la droite fait appel aux conditions imposées : les points
tels que A et B (fig. 3).

ou les points tels que A et C.ou B et C
ou un des points A, C, B et la pente /n.

Les courbes d’efficacité des plans d’échantillonnage simples telles celles
de la MIL STD 414 (dont la traduction fait I’objet de la NF X 06-023) ou
de BOWKER et GOODE peuvent étre tragées sans difficulté car elles sont
caractérisées par k (point C) et n (taille de I’échantillon).

L’établissement de critére d’acceptation garantissant un risque imposé
soit du client ou du fournisseur est aisé ; il suffit 4 I’aide du nomogramme
de n de tracer a partir du point imposé un faisceau de droites, qui inter-
ceptent I’axe k aux valeurs correspondantes ; la précision du diagramme
est suffisante pour assurer la lecture jusqu’a la deuxiéme décimale, précision
habituellement utilisée pour ce coefficient.
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Il faut ne pas oublier que la taille de I’échantillon est donnée sur le
nomogramme de n (fig. 4) dans le cas ou I'écart-type o de la population est
connu ; dans le cas ou 'on doit se contenter de I’estimation s a partir de
I’échantillon, il faut modifier la cotation des droites en multipliant le nombre
n par le coefficient (1 + k2/2) ; comme les droites ont chacune un coefficient
k différent, il faut calculer la nouvelle taille d’échantillon propre a chaque
droite.

5.1. Exemple

Droite d’efficacité des plans d’échantillonnage selon lesquels le client
accepte un risque de 5 % pour une production contenant 5 % de défectueux
(fig. 5). Les droites d’efficacité sont cotées en taille d’échantillon, le premier
chiffre est celui dans le cas duo connu déduit du nomogramme de la figure 4,
le second lorsque I’écart type est estimé par s.

La justification de ce second nombre est reprise au tableau ci-dessous.

n k n =n (1 + k2/2)
5 2,38 19,17
6 2,32 22,10
7 2,27 24,98
8 2,23 27,83
10 2,17 33,44
12 2,12 38,96
15 2,07 47,12
20 2,01 60,51
30 1,95 86,76
60 1,86 163,48
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Addenda — Au moment de corriger les épreuves, je prend connaissance de
Particle de STANGE. Si la propriété mise en évidence est identique, la pré-
sente note se distingue essentiellement par la démonstration de cette propriété
et par le mode de représentation. En effet I’échelle des k est placée au niveau
de la probabilité d’acceptation de 50 % ce qui permet I’économie  d’une
ligne de rappel verticale, quant & l’estimation de la taille d’échantillon elle
se réalise a4 l'aide d’un transparent portant un faisceau de droites rayon-
nantes, il dispense de la courbe auxiliaire 1/2 /1 + (k?/2), du tracé de la
représentation triangulaire pour n et d’une ligne de rappel horizontale. Le
faisceau de droites rayonnantes est utilisable directement lorsque la variabilité
est connue et moyennant un rapide calcul dans le cas de la variabilité esti-
mée par s.

J.S.
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