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CHOIX SÉQUENTIEL DES POINTS ÉCHANTILLONNAUX
POUR RECONSTRUIRE UN SCHÉMA ORDONNÉ

Marc MOORE
Ecole Polytechnique de Montréal, Canada

RESUME

La notion de schéma ordonné sur [0, 1] et le problème de la reconstruction de tels
schémas à partir de points échantillonnaux sont introduits et motivés. Le choix des points
échantillonnaux optimaux pour les reconstructions bayesiennes est illustré. Devant la diffi-
culté de déterminer ces points optimaux une approche séquentielle pour localiser les points
échantillonnaux est suggérée et analysée.

1 - INTRODUCTION

Depuis quelques années plusieurs travaux portant sur les schémas (formes)
aléatoires sont apparus, GUILBERT [4], MILES [6, 7, 8], MATSCHINSKI [5],
CRAIN et MILES [1] pour en citer quelques-uns. Un problème récemment étudié
est celui de la reconstruction d’un schéma aléatoire non observable dans son entier,
ceci à partir d’observations ponctuelles de ce schéma (SWITZER [10], MOORE
[9]). L’exemple simple suivant illustre ce problème et aussi la source de motivation
pour les considérations qui suivent.

Considérons une lisière de terrain en bordure d’une rivière et supposons qu’en
cet endroit le sous-sol change de nature en s’éloignant de la rive. Plus précisément
supposons qu’il y a une bande sur la berge où le sous-sol est trop mou pour suppor-
ter une construction, celle-ci étant suivie d’une bande où le sol est propice à la cons-
truction et finalement d’une région où le sous-sol est constitué de roc. Ces subdi-
visions ne sont pas immédiatement apparentes en surface. Etant donné un segment
de droite L traversant la bande de terre en question dénotons par () 1 et () 2 les

points de division entre les parties (figure 1).
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Figure 1

Le problème statistique considéré est le suivant : à partir de certains forages
(points échantillonnaux) on désire localiser (faire l’estimation) e 1 et () 2’ Faisant de
même pour plusieurs segments de droite L, il serait possible d’obtenir une recons-
truction de la bande de terre solide (figure 2).

Figure 2

Le même genre de situation peut se rencontrer par exemple quand on veut
déterminer le contour d’une nappe de gaz à une certaine profondeur.

Le problème illustré ici peut être abordé à l’aide de résultats obtenus anté-
rieurement par l’auteur [9], dans ce travail nous introduisons ce qui est appelé
les schémas m, n sur [0, 1 ], décrivons ce qu’est le problème de reconstruction d’un
tel schéma, définissons les règles bayesiennes de reconstruction, obtenons une
classe complète de règles de reconstruction, celle-ci étant incluse dans l’ensemble
des procédures bayesiennes étendues ([3], page 50). Les règles bayesiennes de
reconstruction jouissent de propriétés très désirables mais souffrent d’un défaut
majeur au plan de l’utilisation : elles sont extrêmement difficiles à obtenir expli-
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citement. Cette situation, due ici essentiellement à la complexité de l’espace des
états de la nature, est assez fréquente en théorie de la décision (voir [2], page 102).

Dans le présent article nous voulons considérer une classe beaucoup plus
restreinte de schémas et proposer une approche ne conduisant pas à des résultats
théoriques aussi élégants, mais qui a l’avantage de pouvoir facilement être mise en
pratique. Plus précisément à la section suivante nous définissons le type de schémas
considérés, rappelons ce qu’est une reconstruction bayesienne et examinons la ques-
tion du choix des points échantillonnaux. Cet examen nous conduit à suggérer un
choix séquentiel de ces points et celui-ci est examiné en détail à la section 3. Finale-
ment nous apportons quelques renseignements sur la loi du nombre d’observations
requises dans l’application des procédures suggérées.

II - SCHEMAS ORDONNES ET RECONSTRUCTION BAYESIENNE

Définition : Etant donné un entier n &#x3E; 1 et un ensemble K = {kl , , * * kn }
de n couleurs distinctes, un schéma ordonné est une partition de l’intervalle [0 , 1 ]
en n sous-intervalles disjoints de longueur non nulle,

appelés cellules, la cellule Ci étant de couleur ki , i = 1,..., n.
Ce que nous voulons signifier par couleur est en fait un "état caractéristique",

le terme couleur n’est utilisé que pour simplifier. Ce type de schéma est qualifié
d’ordonné car les couleurs y apparaissent dans un ordre prédéterminé. Il est à

remarquer que chaque couleur est présente une et une seule fois. Ces conditions
sont des restrictions par rapport à la notion de schéma m , n introduite en [9].

Dénotons par A la classe des schémas dont il est question ici. Il est clair que
A peut être mis en correspondance biunivoque avec

Le problème statistique étudié est le suivant : étant donné un élément inconnu de A,
nous désirons à partir de r points y1,...,yr (r  1 ) appelé points échantillonnaux,
dont la couleur est observée, faire l’estimation de 91, ... , (J n -1 ’ c’est-à-dire recons-
truire le schéma inconnu. Désignons par n l’espace échantillon correspondant aux
observations effectuées. La nature des éléments de n dépendra du mode de sélec-
tion des points échantillonnaux (aléatoire ou non).

L’approche considérée sera celle de la théorie de la décision. Il nous faut
donc spécifier une fonction de perte et une loi a priori sur A. Pour fonction de
perte nous pouvons considérer celles qui sont de la forme -:

où (81, ... , 8 n _ 1 ) est l’élément de 8 associé à a E A, (Ô1’" .,80-1) est l’élé-
ment de 0 associé à b E A qui est la reconstruction de a et oui est une fonction de
[0, 1 ] dans Ruz U {0}, i = 1, ... , n - 1. Dans les exemples qui suivent nous
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considérons toujours le cas particulier Pi (x) = x2 , i = 1,..., n - 1. Une loi
de probabilité a priori X sur A est complètement déterminée par une mesure de
probabilité sur 8 et inversement.

Une règle de reconstruction Ó est une fonction de 03A9 dans A. Le risque corres-
pondant à la règle Ó pour reconstruire le schéma a est :

où Pa est la mesure de probabilité conditionnelle sur 03A9 étant donné a. Si À est une
loi a priori sur A alors le risque bayesien correspondant à 5 relativement à À est :

Nous disons qu’une règle de reconstruction 80 est une règle bayesienne de recons-
truction, relativement à la distribution a priori X, si :

Il est possible de démontrer (en procédant comme dans le théorème 3.1 de
[9]) que pour chaque choix aléatoire des points échantillonnaux, il existe un en-
semble de points échantillonnaux fixes tel que le risque bayesien correspondant à
la règle bayesienne pour ces points, n’est pas plus grand que celui correspondant
à la règle bayesienne obtenue dans le cas du choix aléatoire des points échantillon-
naux. En conséquence, il est suffisant de considérer les règles bayesiennes de recons-
truction basées sur des points échantillonnaux fixes. Dans ce cas l’espace échan-
tillon devient simplement 03A9 = {k(y 1 ), ... , k (y,) : k(yi) E K, i = 1,..., r}. Le
problème qui se pose alors est celui du choix des points échantillonnaux optimaux,
ceux-ci doivent être tels que le risque bayesien correspondant à la procédure baye-
sienne relativement à À soit minimal. Le choix de ces points dépendra en général
de À est ne sera pas facile.

Voyons d’abord comment peuvent être obtenues les règles bayesiennes.
La terminologie suivante sera utile : un vecteur observation Y = (k(y 1)’ ... , k(yr))
est compatible avec un schéma a si dans a les points yl, ... , yr ont respective-
ment les couleurs k(y 1 ), ... , k(yr). Nous écrirons l’expression (2.1 ) en termes des
éléments de 8. Dénotons par G la mesure de probabilité sur 8 correspondant à À.
Alors (2.1) s’écrit :

où : P8 (Y) = 1 si Y est compatible avec le schéma correspondant à e et 0
autrement :
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est la masse de probabilité portée par Y E f2, P(Y) = {O E 0 : Y est compatible
avec le schéma correspondant à 8 } ;

est la loi a posteriori sur 0 ; êi(Y) est l’estimation de fJi obtenue en utilisant l’infor-
mation Y. La procédure bayesienne est donc celle qui pour chaque Y E f2 rend
minimale :

Par exemple si ~i(x) = X2 , i = 1,...,n - 1, il faut minimiser :

par rapport aux 03B8i(Y), ceci pour chaque Y ~ 03A9 ; il est facile de vérifier que les
estimateurs bayesiens, 69(Y), sont dans ce cas :

Le problème de la recherche des points échantillonnaux optimaux se ramène
donc à trouver les points y 1, ... , yr tels que :

soit minimale par rapport à y 1, ... , y r’

Exemples :

1) Considérons le cas où n = 2, la loi de 91 est la loi uniforme sur (0,1),
~1(x) = X2 et trois points échantillonnaux yl  Y2  Y 3 sont utilisés. Il est

facile de vérifier que :

de là il découle que le choix optimal des points échantillonnaux est
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2) Considérons le cas où n = 3, la loi de (°1 ’ 02) est celle obtenue en ordon-
nant deux variables aléatoires indépendantes, chacune suivant une loi uniforme sur
(0 , 1 ), (j&#x3E;1 (x) == ’P2 (x) == x2 et deux points échantillonnaux y,  Y2 sont utilisés.
Il est possible de vérifier que :

Afin de trouver la répartition optimale des points échantillonnaux y , Y 2 il
faut minimiser cette somme d’intégrales par rapport à y 1 et y2. C’est un travail
très long et qui pourrait se compliquer si la loi a priori pour (e 1 . e 2) n’était pas
dérivée de la loi uniforme. Nous pouvons soupçonner ici, à cause de la loi uni-
forme, que le choix optimal des points échantillonnaux est 1/3 et 2/3.

Les règles bayesiennes obtenues dans les deux exemples précédents semblent
indiquer un lien entre celles-ci et la règle du point le plus proche introduite par
Switzer [10]. Dans le cas où la loi a priori est obtenue de la loi uniforme comme
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dans l’exemple 2, et où Oi (x) = x2 pour chaque i = 1, ... , n - 1, il est possible
de vérifier les faits suivants : si un point échantillonnal yt est de couleur ki et le
point échantillonnal suivant Yt +1 de couleur ki,+1, alors l’estimation bayesienne de
03B8i est (yt + yt+1)/2 (utilisant au besoin que 0 est de couleur kl et 1 de couleur

kn), ce qui est la règle du point le plus proche ; par contre si yt est de couleur ki et
yt +1 de couleur ki+s (s &#x3E; 1) cela veut dire que les points de division 03B8i,..., 03B8i+s-1
sont entre yt et yt+1; les estimations bayesiennes de 6i, ... , 03B8i+s-1 sont respecti-
vement yt + j (yt+1 - yt)/(s + 1), j = 1, ... , s, ce qui est une règle de partage
égal généralisant d’une certaine façon la règle du point le plus proche. De plus
dans ce cas nous pouvons montrer que :

pour chaque schéma a et chaque règle de reconstruction 5, 60 étant la règle baye-
sienne dont il vient d’être question, ainsi cette règle est minimax.

La recherche des points échantillonnaux optimaux bien que théoriquement
possible peut devenir très complexe à réaliser. Cette situation nous conduit à envi-
sager une méthode séquentielle pour le choix des points échantillonnaux.

III - ECHANTILLONNAGE SEQUENTIEL

Par échantillonnage séquentiel, nous entendons la procédure suivante : un
premier point échantillonnal est choisi et sa couleur observée, dépendant de celle-ci
la position d’un deuxième point échantillonnal est déterminée et la couleur de celui-
ci observée, dépendant de la couleur des deux premiers points échantillonnaux la
position d’un troisième est déterminée et ainsi de suite. Devant une telle procédure,
trois questions se posent immédiatement :

i) Comment ces points échantillonnaux sont-ils choisis ?

ü) Quand l’échantillonnage s’arrête-t-il ?

üi) Quand l’échantillonnage est terminé comment la reconstruction est-elle
faite ?

La réponse à la troisième question est immédiate, la règle bayesienne de
reconstruction basée sur l’information accumulée doit être utilisée.

Dans ce qui suit nous voulons présenter des exemples de réponses aux deux
autres questions. Notre souci premier est de faire des suggestions qui soient facile-
ment transposables en pratique. A travers les justifications données le lecteur pourra
voir les modifications à apporter à ces suggestions afin qu’elles s’adaptent mieux à
des situations particulières. Afin de simplifier la présentation nous nous restrein-
drons au cas où la fonction de perte est telle que ~i(x) = x2 , i = 1, ... , n - 1.

Considérons la deuxième question, il y a ici deux cas distincts à envisager :
celui où l’on tient compte d’un coût pour chaque observation et celui où ce coût
est négligeable. Nous commençons par traiter ce dernier cas. La réponse à la
deuxième question qui est principalement étudiée ici est la suivante.

"Des points échantillonnaux sont prélevés un à un jusqu’à ce que l’on ait
au moins un point échantillonnal de chaque couleur".
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De cette façon une précision raisonnable peut être obtenue en prenant un
nombre limité d’observations. Par contre il peut exister des situations où il est

impossible de prendre plus qu’un nombre fixe d’observations dans ce cas notre
suggestion est de les prendre séquentiellement suivant la procédure suggérée plus
bas. Dans le cas où il n’y a pas d’inconvénient à prendre beaucoup d’observations
et avantage à avoir une reconstruction précise, il pourrait être envisagé de prendre
des observations une à une jusqu’à ce que pour chaque couleur i, la distance entre
le plus grand point échantillonnal de couleur i et le plus petit point échantillonnal
de couleur i + 1 soit inférieure à une quantité pré-déterminée Si &#x3E; 0.

Une fois les observations faites les estimateurs bayesiennes sont donnés par :

i = 1,..., n - 1, yst étant le plus grand point échantillonnal de couleur d’indice
t (t = 1, ... , n - 1) et yQu étant le plus petit point échantillonnai de couleur
d’indice u (u = 2, ... , n).

Passons maintenant à la première question. Nous présentons deux suggestions
qui ne sont pas très différentes. Certaines comparaisons entre celles-ci seront faites
plus loin.

Première suggestion

Le premier point considéré est E [03B81] ; dénotons par Y 1 l’information obte-
nue en observant ce point. Si le premier point observé n’est pas de couleur k1 alors
le deuxième point considéré est E [81 10 E P(Y1)]. Dénotons par Y2 l’information
obtenue de ce deuxième point, si celui-ci n’est pas de couleur kl le troisième point
considéré est E [03B81 |03B8 ~ P(Y1 , Y2)]. Ce processus continue jusqu’à ce qu’un pre-
mier point de couleur kl soit obtenu. Rappelons que P(Y 1 ’ Y2) dénote l’ensemble
des 8 E e correspondant aux schémas a E A tels que (Y 1 ’ Y2 ) est compatible
avec a.

Dénotons par Y1,...,YN1 les pièces d’information accumulées au moment
où pour la première fois un point de couleur kl est obtenue, et par i2 (i2  n)
l’indice de la première couleur après k1 qui ne soit pas apparue dans les NI pre-
mières étapes. Alors le point échantillonnal suivant est E [8i 2 18 E P(Y1, ... , YN )].
Ce processus se continue jusqu’à ce qu’un premier point de couleur ki2 soit obtenu.

En continuant de cette façon au moins un point de chacune des couleurs
k1 ’ ... , kn - 1 est obtenu. A ce moment, si un point de couleur kn a déjà été
obtenu le processus d’échantillonnage est terminé, sinon le point E [on - 1 10 ~ P(Y)]
est considéré, Y représente l’information accumulée au moment où ce point doit
être choisi. Le processus est répété jusqu’à ce qu’un point de couleur kn soit
obtenu. 
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La motivation derrière cette suggestion peut s’énoncer comme suit. D’abord
l’estimation bayesienne de 01 est faite, ceci dans la situation où l’on a pas encore
d’information, cette estimation est E [01 ] (avec la fonction de perte considérée).
Le point obtenu est observé. Si ce point est de couleur kl alors l’estimation baye-
sienne de O2, étant donné l’information déjà disponible, est obtenue, sinon l’esti-
mation bayesienne de 01 est refaite en tenant compte cette fois de l’information
accumulée. Cela détermine le deuxième point échantillonnal. Ce raisonnement se
poursuit jusqu’à ce qu’au moins un point de chaque couleur ait été obtenu et alors
la reconstruction est exécutée.

Deuxième suggestion
Suivant l’approche proposée plus haut la recherche d’un point de couleur

ki se fait par l’estimation de l’extrémité droite de la cellule de couleur ki. En fai-
sant plutôt l’estimation d’un point à l’intérieur de la cellule, le point milieu par
exemple, il peut être intuitivement prévu que nous arriverions plus rapidement
à obtenir un point de chaque couleur. A cette fin il faut apporter les changements
suivants à la première suggestion :

1) Le premier point considéré est E [03B81]/2, s’il n’est pas de couleur kl le

point E [01 10 E P(Y1)]/2 est considéré et ainsi de suite jusqu’à ce qu’un premier
point de couleur k 1 soit obtenu.

2) Dans la recherche d’un point de couleur ki (1  i  n) le point

est examiné.

3) Afin d’obtenir un point de couleur kn lorsqu’un tel point n’a pas déjà
été obtenu le point {E [03B8n-1 10 E P(Y)] + 1}/2 est considéré.

Une propriété minimale d’une procédure séquentielle est qu’elle doit se

terminer après un nombre fini d’étapes. Relativement à la première suggestion
présentée nous pouvons montrer que si la loi de probabilité a priori G est du type

continu alors 03A3 Pa [N = j] = 1 pour chaque a E A, Pa [N = j] étant la proba-
j=n

bilité que le nombre N d’observations nécessaires pour terminer l’échantillonnage
soit égal à j lorsque le schéma est a. Si G est telle que certaines des composantes
de (03B81, ... , 03B8n-1) sont discrètes nous pouvons démontrer le même résultat sous
les conditions suivantes :

i) dénotons par j1,...,jt les indices des variables aléatoires discrètes avec

support non fini parmi 01, ... , 00-1’ alors pour chaque 1  s  t tous les points
d’accumulation 0o des éléments du support de 03B8js sont tels que P [Oj s = 03B80] = 0.

ii) Si 03B8n-1 est une variable aléatoire discrète alors son support n’est pas
fini.

Dans le cas de la deuxième suggestion nous avons le même résultat..

Il est à remarquer que la définition donnée pour un schéma est telle que
toutes les cellules sont de la forme (03B8i-1 , 03B8i] sauf la première qui est [0 , 01].
Si G n’a pas d’atome cette convention n’a pas d’importance tant qu’à la termi-
naison du processus d’échantillonnage décrit dans la première suggestion ; dans
le cas du deuxiéme processus suggéré la convention n’a pas d’importance quelle
que soit la nature de G.
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Exemple :

Nous allons considérer en détail le cas où la loi de (8 l’ ... , 03B8n-1) est celle
obtenue en ordonnant n - 1 variables aléatoires indépendantes, chacune suivant
une loi uniforme sur (0 , 1). Dans ce cas la fonction de densité de la loi à priori
est :

autrement

Dans le cas du premier plan d’échantillonnage suggéré la procédure s’énonce
comme suit :

1
i) Le premier point considéré est E [03B81] = -.

n

1
ii) Supposons que le point - est de couleur kj j &#x3E; 1, cela veut dire que

n

1
03B81  03B82  ···  03B8j-1  -03B8j  ···  03B8n-1  1 et, suivant le plan d’échan-

tillonnage, pour localiser le point suivant il suffit de calculer

1

Cela se continue jusqu’à ce qu’un point de couleur kl ait été obtenu.
iii) Considérons maintenant la recherche d’un point de couleur k., 1  j  n,

lorsque des points de couleur k1,..., kj-1 ont déjà été obtenus. Il se peut que
des points dont la couleur a un indice supérieur à j aient aussi déjà été obtenus,
dénotons par t le plus petit de ces indices. Ainsi il faudra considérer le point échan-
tillonnal :
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où comme précédemment ys. et y désignent respectivement le plus grand point
de couleur ki et le plus petit point de couleur kj déjà obtenus ; il est sous-entendu
que si de l’information supplémentaire sur les cellules de couleur ku , u &#x3E; t est dis-

ponible celle-ci doit être incorporée dans le bloc ys t  03B8t  ···  03B8n-1  1. Dans
le présent exemple il est facile de voir que l’expression qui précède se ramène à :

iv)-Finalement pour cherche un point de couleur kn, si un tel point n’a pas
déjà été obtenu, il faut considérer :

qui dans ce cas-ci est (1 + y g )/2.
Il est facile de vérifier que si le plan échantillonnal présenté dans la deuxième

suggestion est utilisé, les changements à apporter sont de remplacer en i) 1/n par
1 /2n, en ü) 1/jn par 1/4jn, en iii)

Nous voulons terminer cette section en présentant une suggestion dans le cas
où le coût d’une observation doit être pris en considération. Nous supposons que le
coût d’une observation est constant et indépendant des observations déjà accumu-
lées ; il peut être commode ici de considérer une fonction de perte où ~i(x) =
kx2 , i = 1, ... , n - 1, k une constante.

L’idée à la base de la procédure envisagée est que lorsque j observations ont
été prises, une observation supplémentaire sera prise seulement si le risque global
encouru en la prenant, étant donné les j observations déjà obtenues, est inférieur
au risque global encouru en arrêtant après les j observations disponibles étant donné
ces observations. Plus simplement, il s’agit d’arrêter l’échantillonnage dès que le
coût d’une observation supplémentaire est plus grand que le gain moyen enregistré
en prenant une telle observation. Il s’agit là en fait d’une modification aux règles-
d’arrêt déjà proposées. Les points échantillonnaux continuent à être localisés
suivant une des suggestions faites plus haut. Nous allons maintenant expliciter la
procédure envisagée. Dénotons par c le coût d’une observation.

Il doit d’abord être décidé si une première observation sera prise. Dans le
cas où aucune observation ne serait prise les estimations de 03B81,..., 03B8n-1 seraient
respectivement E [03B81 ], ... , E [03B8n-1] et le risque serait :
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Il faut comparer r 0 avec le risque global encouru en prenant une observation,
celui-ci est donné par :

où 03A91 est l’espace échantillon dans le cas où une observation est prise. Ainsi cette
première observation sera prise si r0 - r1 &#x3E; c.

Supposons que cette première observation fut prise en y 1 (par exemple en
E [03B81] suivant le premier plan d’échantillonnage suggéré) et que la couleur de ce
point est ki1. Alors avant de prendre une deuxième observation il faut calculer :

où 03A92(k(y1) = ki ) est l’espace échantillon correspondant à deux points échan-
tillonnaux le premier étant y 1 et de couleur ki1 , r1(k(y1) = ki1) est le risque
conditionnel encouru en prenant une observation, celle-ci étant en y 1 et de cou-
leur ki 1 , r2(k(y1)=ki1) est le risque conditionnel encouru en prenant deux

observations, la première étant en y1 et de couleur kil . Une deuxième observation
sera prise si : 

Ce raisonnement se continue, supposons qu’ayant pris t observations en y1,...,yt
et ayant observé les couleurs ki1,...,kit l’on doive décider si une (t + l)lem
observation doit être prise. Il faut alors calculer :

rt (k (y 1) = ki1, .... k (yt) = kit)

et une (t -t- 1)ième observation sera prise si :
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L’exemple suivant montre que cette procédure peut facilement être mise en
pratique.

Exemple :
Nous envisageons à nouveau le deuxième exemple mentionné à la section 2

et supposons que les points échantillonnaux sont localisés suivant la première
suggestion faite. Il est facile de vérifier qu’alors ro = k/9. Dans le cas où une

première observation serait prise celle-ci serait située en 1/3 et en arrêtant l’échan-
tillonnage après cette observation les estimations seraient :

et

Ainsi une première observation sera prise si k (0,067215) &#x3E; c. Supposons
que cette première observation soit prise et s’avère être de couleur kl. Alors :

Si une deuxième observation est prise elle doit être en :

Dans le cas où cette observation serait prise et conditionnellement à la pre-
mière observation, les estimations seraient après la deuxième observation :
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et il est facile de vérifier que r2 (k(1 3)=k1) = (0,008670) k. Une deuxième ob-
servation serait donc prise si (0,013278) k &#x3E; c.

Le traitement serait analogue dans les cas où le point 1/3 serait de couleur
k2 et k3. La procédure se poursuit de la même façon.

IV - LE NOMBRE D’OBSERVATIONS

Bien que nous ayons donné précédemment des conditions sous lesquelles
les procédures d’échantillonnage proposées se terminent avec certitude, il serait

souhaitable, comme c’est le cas dans toute procédure séquentielle, d’obtenir de
l’information sur la loi du nombre d’observations requises, N, pour que la procé-
dure d’échantillonnage se termine. En général l’obtention de la loi de N est très
difficile. Cependant dans le cas particulier où n = 2 et () 1 suit une loi uniforme
sur (0 , 1) le problème peut être complètement résolu et nous présenterons d’abord
cette solution.

Désignons par N1 (N2) le nombre de points à prélever pour obtenir un point
de couleur k1(k2). Les valeurs de ces variables sont les suivantes (rappelons que
l’échantillonnage se termine dès qu’au moins un point de chaque couleur a été
obtenu) :

Alors P [N = k] = P[N1 = 1, N2 = k - 1] + P[N1 = k, N2 = 0] , k  2 et

dans le cas où les points échantillonnaux sont localisés suivant la première
suggestion :

Ainsi dans ce cas il faudra prélever en moyenne trois observations. Le risque
bayesien correspondant à cette procédure peut s’écrire :
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Comparons cette procédure avec une procédure non séquentielle où trois
observations seraient prises. Il a été mentionné dans le premier exemple de la sec-
tion 2 que le choix optimal de ces points serait 1/4, 1/2, 3/4. Dans ce cas le risque
bayesien est :

et le rapport entre les risques bayesiens (non séquentiel/séquentiel) est 1.75. La pro-
cédure séquentielle est donc plus précise mais peut requérir plus d’observations,
en fait P [N &#x3E; 3] = 1/4. Considérons maintenant le cas où les points échantillon-
naux seraient localisés suivant la deuxième suggestion faite. Il est possible de vérifier
que P [N = k] = 12/22k, k &#x3E; 2, E [N] = 7/3 et le risque bayesien est 1/64. Tel
que prévu le nombre moyen d’observations requises est plus petit en suivant la
deuxième suggestion, par contre on constate que la précision de la reconstruction
est moins bonne. En fait, il peut facilement être vérifié que si les deux points fixes
1/3, 2/3 sont utilisés (choix optimal) pour effectuer la reconstruction, alors le
risque bayesien est 1/108, ce qui est inférieur à celui obtenu en suivant la deuxième
procédure séquentielle suggérée.

Passons maintenant à la loi de N dans le cas d’une valeur quelconque de n.
Si n &#x3E; 2, il n’est pas simple de dresser un tableau, comme celui donné pour n = 2,
présentant les différentes valeurs de N en fonction du nombre d’essais requis pour
atteindre chaque coùleur. En général il est donc difficile de procéder comme dans
l’exemple plus haut pour étudier la loi de N. Nous avons donc effectué une simu-
lation.

Pour une valeur donnée de n, (n - 1) copies indépendantes d’une variable
aléatoire suivant une loi uniforme sur (0 , 1) sont générées, celles-ci sont ordonnées
pour obtenir 03B81,...,03B8n-1. Suivant l’une ou l’autre des suggestions faites plus
haut, des points échantillonnaux sont localisés ceci jusqu’à ce qu’au moins un
point de chaque couleur soit obtenu. Alors le nombre d’observations effectuées
est enregistré, les estimations 1,...,n sont calculées ainsi que la quantité
n-1

03A3 (03B8i - i)2. En répétant ce processus un grand nombre de fois il est possible
i=l

d’obtenir une approximation de la loi de N et du risque bayesien. Les résultats
pour 10,000 répétitions du processus avec n = 3, 4, 5, 6 sont présentés dans le
tableau 1.
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TABLEAU 1

Loi a priori uniforme et application de la procédure correspondant à cette loi

Comme dans l’exemple plus haut il est constaté que la deuxième suggestion
est plus économique mais moins précise, bien que cet inconvénient semble s’atté-
nuer lorsque n augmente.

La simulation peut aussi être utilisée pour évaluer la robustesse de la métho-
dologie suggérée. Plus précisément, supposons que la procédure obtenue pour une
loi a priori correspondant à la loi uniforme sur (0 , 1) est utilisée, mais qu’en réalité
le schéma est engendré par une autre loi, quel sera alors l’effet sur N ? Dans le but
d’illustrer cette question nous avons substitué à la loi uniforme deux types de lois
triangulaires pour générer 03B81,...,03B8n-1, mais nous avons conservé la procédure
obtenue de la loi uniforme pour localiser les points échantillonnaux. les lois trian-
gulaires considérées sont :

Les tableaux 2 et 3 présentent les résultats.

TABLEAU 2

Loi a priori triangulaire (4.1) et application de la procédure correspondant
à la loi uniforme.

Revue de Statistique Appliquée, 1979, vol. XXVI I, n° 3



31

TABLEAU 3

Loi a priori triangulaire (4.2) et application de la procédure
correspondant à la loi uniforme

A l’examen de ces deux derniers tableaux nous constatons que l’utilisation
de la procédure correspondant à la loi uniforme dans les situations envisagées où la
loi a priori n’est pas obtenue de la loi uniforme ne pose aucun inconvénient.
Pour la loi triangulaire (4.2) nous remarquons encore que l’échantillonnage suivant
la deuxième suggestion est plus économique mais engendre une reconstruction
moins précise. La situation n’est pas aussi claire dans le cas de la loi (4.1).

En conclusion nous pouvons dire que l’échantillonnage suivant une des deux
suggestions faites est facile à implanter, économique et les reconstructions obtenues
sont assez précises. De plus la procédure correspondant à la loi a priori obtenue
de la loi uniforme semble robuste contre les autres lois a priori.
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matiques de l’Université de Montréal où cette recherche fut effectuée durant
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