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1. Introduction

La méthode de discrimination présentée dans cet article est basée sur la
construction d’un arbre de décision binaire. Cette approche est différente des
méthodes classiques parmi lesquelles :
- l’analyse discriminante linéaire ou quadratique et la régression logistique qui

fournissent des règles de décision sous la forme d’expressions algébriques pas
toujours faciles à comprendre, à analyser et à interpréter,

- la méthode de discrimination basée sur l’estimation des densités de probabilité
par groupe et la méthode des k plus proches voisins qui sont sensibles au
choix de la métrique et qui ne permettent pas de prendre en compte de façon
naturelle et simple les variables qualitatives et les données manquantes.

L’utilisation des arbres binaires remonte au programme A.I.D. (Automatic
Interaction Detection) proposé par J.A. MORGAN et J.N. SONQUIST [2] dans
les années 60. Les importants développements théoriques récents sont dûs à
L. BREIMAN et al. [1] qui proposent de construire un arbre binaire sans

s’imposer de règle d’arrêt de la procédure de division des noeuds. Une procédure
d’élagage astucieuse du grand arbre obtenu et l’utilisation d’un échantillon test
leur permet d’en extraire le « meilleur » sous-arbre, celui qui correspond à
l’estimation la plus fiable du taux d’erreur théorique de classement.

Cette méthode présentée dans le présent article est illustrée par un exemple
médical concernant le diagnostic de malignité en présence d’un nodule du foie
chez 382 patients divisés en deux groupes : 259 sujets présentant une tumeur
maligne et 123 une tumeur bénigne. Le Tableau 1 fournit la liste des 13 variables
qualitatives relevées sur chacun des sujets de l’échantillon.

Un problème de discrimination se pose quand on est en présence d’un
tableau de données contenant n sujets répartis en k groupes G,, G2,..., Gk. Il

s’agit alors, d’une part de sélectionner parmi les variables du tableau celles qui
sont les plus discriminantes, et d’autre part, de construire une règle de décision
permettant d’affecter un nouveau sujet à l’une de ces k classes.

Mots clés : Discrimination, Arbre de décision binaire, Elagage, Validation croisée, Echantillon
test, Données manquantes.
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TABLEAU 1

Variables de l’exemple médical

Dans la méthode présentée, les variables explicatives peuvent être de nature
quelconque, mais toute variable quantitative doit être préalablement transformée
en une variable discrète ayant suffisamment de modalités de sorte que la perte
d’information entraînée par ce codage soit négligeable.

IL Arbre de décision binaire
Notions requises et construction

Il.1. Arbre de décision binaire

Un tel arbre est construit à l’aide de diyisions successives de sous-ensembles
de l’échantillon en deux descendants. L’idée fondamentale est de sélectionner

chaque division d’un noeud de telle sorte que les noeuds descendants soient plus
« purs » que le noeud parent. Autrement dit, que le mélange des groupes soit
moins important dans les noeuds descendants que dans le noeud parent.

La figure 1 représente un arbre de décision binaire illustratif où l’on

distingue deux types de noeuds :
- les n0153uds intermédiaires (noeuds non terminaux) entourés d’un cercle; ce sont

les noeuds qui fournissent deux descendants immédiats : par exemple t3 qui
se divise en t6 et t, ;

- les n0153uds terminaux (feuilles de l’arbre) entourés d’un carré; ce sont les noeuds
qui ne sont plus divisés.

On distingue également :
- les descendants terminaux d’un noeud intermédiaire : par exemple les noeuds

t5, t9, t14 et t15 sont les descendants terminaux de t2 ;
- la branche Bt d’un noeud t qui est l’ensemble de tous les descendants de t, la

racine t de la branche n’étant pas incluse;
- un sous-arbre de l’arbre T est obtenu à partir de T après avoir élagué une ou

plusieurs branches.
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FIGURE 1
Arbre de décision binaire illustratif.

La construction d’un tel arbre nécessite la définition d’une règle de division
d’un noeud, ou plus précisément, la définition d’un critère de sélection de la
meilleure division d’un n0153ud.

IL 2. Divisions possibles d’un noeud

Le nombre de divisions d’un noeud t obtenues à l’aide d’une variable dépend
de la nature de cette variable :

- une variable binaire (0,1) fournit une seule division en deux noeuds tg et td :
tg contient l’ensemble des sujets de t présentant la valeur 0 et td l’ensemble
des sujets de t pour lesquels la variable prend la valeur 1;

- une variable qualitative ordinale à k modalités fournit (k - 1) divisions ;
- une variable qualitative nominale à k modalités donne lieu à 2k-1 - divisions.

Ce résultat est obtenu aisément en utilisant un raisonnement par récurrence.

Par exemple les divisions possibles d’un noeud t, à l’aide de 3 variables dont
une variable binaire (b, , b2), une variable ordinale (o,, 02, 03, 04) et une variable
nominale (n, , n2, n3), sont au nombre de 7 :
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IL 3. Division admissible d’un noeud

C’est une division de t en deux noeuds descendants contenant un nombre
de sujets supérieur à no qui est à fixer par l’utilisateur. Il est égal à 5 dans le cas
de notre exemple.

IL 4. Impureté d’un noeud t

A chaque noeud t de l’arbre est associé une mesure de l’impureté i(t) qui
représente le degré de mélange des groupes dans t. Dans le cas général de k
groupes, i(t) a la forme suivante :

où P(r/t) est la proportion de sujets du groupe Gr dans le noeud t.

En utilisant le résultat :

il vient :

Un noeud est dit « pur » s’il ne contient que des sujets d’un seul groupe :
dans ce cas i(t) = 0. Et plus i(t) est élevé, plus important est le mélange des
groupes dans t.

Dans le cas particulier de deux groupes (k = 2) :

IL 5. Meilleure division d’un noeud

Chaque division d d’un noeud t conduit à une réduction de l’impureté dont
l’expression est :

où pg et pd sont les proportions des sujets de t allant respectivement dans les
descendants tg et td.

Ai(d, t) représente la différence entre l’impureté du noeud parent et la

moyenne pondérée des impuretés de ses noeuds descendants immédiats.

La meilleure division d’un noeud t est, parmi toutes les divisions admissibles
de t, la division d* qui entraîne la plus grande réduction de l’impureté soit :

Remarques :

1) Ce critère de division, basé sur la réduction de l’impureté, est plus
approprié que celui basé sur la réduction du pourcentage de sujets mal classés
dans les deux noeuds descendants. En effet, l’examen de l’exemple de la figure 2
montre que, en utilisant un critère basé sur la réduction du nombre de mal classés,
le noeud ti serait un noeud terminal avec 20 % de sujets mal classés; en utilisant
le critère basé sur la réduction de l’impureté, ti est divisé successivement par di
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FIGURE 2

(bien que le pourcentage de sujets mal classés reste stable) puis par d2. A la suite
de ces deux divisions le pourcentage de sujets mal classés tombe à 15 %.

2) Dans un noeud t donné, quelle que soit la division d, la réduction de
l’impureté Ai(d, t) est toujours positive ou nulle.

En effet l’impureté i(t) = 2P(l/t) . P(2/t) est une fonction concave de

P(l/t) :

Soit m(t) la proportion de mal classés dans le noeud t

m(t) étant également une fonction concave de P(l/t) la réduction du nombre de
mal classés est toujours positive ou nulle, quelle que soit la division d du noeud t.
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11. 6. Construction de l’arbre, règle d’affectation,
taux d’erreur apparent

L’arbre est ainsi construit par divisions successives. La procédure s’arrête
quand tous les noeuds sont terminaux; un noeud étant déclaré terminal s’il est pur
ou s’il n’y a pas de division(s) admissible(s) pour ce noeud.

La construction de l’arbre se fait, en général, après avoir divisé l’échantillon
total en un échantillon de base (E.B.) et un échantillon test (E.T.) dont l’utilisation
particulière est fournie en IV.

Dans notre exemple médical, l’échantillon total de 382 patients a permis
d’obtenir, par tirage au sort équilibré, un E.B. de 255 sujets représentant 2/3 des
patients et un E.T. de 127 sujets correspondant aux 382-255 = 127 patients
restants. La figure 3 représente l’arbre T construit à partir de cet E.B.

Cet arbre T possède 16 noeuds terminaux, chacun d’eux étant affecté à l’un
des deux groupes bénins ou malins : un noeud est affecté au groupe des tumeurs

malignes si la proportion de ces tumeurs est la plus élevée dans ce noeud. On
définit ainsi une règle d’affectation RA(T) associée à l’arbre T.

FIGURE 3
Arbre T construit à partir de l’échantillon de 255 patients 2/3 de l’échantillon total

(tirage au sort équilibré) : E.B.
(TEAC = 8,63 %)
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Un taux d’erreur apparent de classement (TEAC) est associé à tout arbre de
décision binaire. Il représente la proportion de sujets mal classés dans l’ensemble
des noeuds terminaux. Dans notre exemple, le TEAC associé à l’arbre T est égal
à 8,63 %.

III. Originalité de la méthode présentée

Les méthodes de segmentation existantes sont basées sur la recherche d’une
règle, la plus appropriée, d’arrêt de la procédure de division des noeuds,
c’est-à-dire sur la recherche d’un critère permettant de déclarer un noeud terminal.

Si le critère de division d’un noeud est basé sur la réduction de l’impureté
Ai(d, t), une règle d’arrêt consiste à déclarer t noeud terminal si Ai(d, t) est

inférieur à un seuil fixé.

Or, un seuil 5 choisi trop petit conduit à de très nombreuses divisions : on
obtient ainsi un arbre très grand avec un taux d’erreur apparent TEAC associé
qui donne une estimation trop optimiste du taux d’erreur théorique de classement
noté dans la suite TETC.

D’autre part, si P est choisi trop grand, l’arbre obtenu est petit et ne tient
pas compte de toute l’information discriminante contenue dans l’échantillon; il
entraîne un TEAC qui, s’il estime correctement le TETC associé, est trop
important : en effet, supposons qu’un noeud t soit déclaré noeud terminal à cause
d’une réduction de l’impureté inférieure au seuil 5 fixé. Un seuil 5 plus petit aurait
pu permettre de diviser t en deux noeuds descendants immédiats susceptibles
d’être eux-mêmes divisés de telle manière que la réduction de l’impureté
correspondant à ces dernières divisions soit très importante. Ainsi, avec un seuil
P trop important on peut être conduit à perdre de bonnes divisions et à ne pas
utiliser toute l’information contenue dans l’échantillon.

Par conséquent, l’utilisation d’une règle d’arrêt de la procédure de division
des noeuds, principale faiblesse des méthodes de segmentation existantes, ne
permet pas d’obtenir un arbre de décision binaire « fiable ».

L’idée fondamentale de la méthode proposée par BREIMAN et al. est de
construire l’arbre le plus grand possible Tmax à l’aide d’un échantillon de base en
utilisant la procédure décrite en II, ce qui revient en fait à utiliser une règle d’arrêt
avec un seuil p fixé à zéro. Un échantillon test est ensuite utilisé pour sélectionner
le sous-arbre de Tmax dont le TEAC est le plus petit possible tout en fournissant
une estimation correcte du TETC ; on notera T* ce « meilleur » sous-arbre.

IV. Obtention du meilleur sous-arbre

La solution idéale est la suivante :

Soit H le nombre de noeuds terminaux de Tmax. Pour toute valeur h telle que
0  h  H - 1, on considère l’ensemble Ch des sous-arbres de Tmax ayant H - h
noeuds terminaux et on définit Th tel que :
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On obtient ainsi une séquence de sous-arbres de T max {To , TI, ... , Th, TH-1} dont
le premier élément est To = T max et le dernier élément est TH-1 = t, qui est le
sous-arbre de T Max à un noeud terminal, soit l’échantillon total.

Le TEAC associé à chacun des sous-arbres de cette séquence décroît avec
le nombre de noeuds terminaux, soit :

En effet (démonstration par l’absurde) : supposons qu’il existe h tel que 0  h
 H - 2 et vérifiant l’inégalité TEAC Th+1)  TEAC (Th).

On note T:+I un des arbres obtenus après avoir divisé un des noeuds
terminaux de Th+1. T+h+1 possède H - h noeuds terminaux et il appartient à la
classe Ch.

TEAC(T+h+1)  TEAC (T hl 1) puisque T+h+1 est un sous-arbre de Th+ 1
Or, d’après l’hypothèse, TEAC(Th+1)  TEAC(Th) donc TEAC (T’ 

TEAC (Th) et Th n’est pas l’arbre qui minimise le TEAC dans la classe Ch.
Le meilleur sous-arbre T* est ensuite choisi dans la séquence {To, T1,...,

TH-1} à l’aide d’un échantillon test de la façon suivante : pour chaque sous-arbre
Th de la séquence, la règle d’affectation RA (Th) est appliquée à l’échantillon test
et on obtient ainsi un taux d’erreur estimé de classement associé au sous-arbre Th,
noté TEEC (Th). T* est alors celui qui rend minimum le TEEC, soit :

Cependant, même dans le cas d’un arbre T max de taille modérée, il existe un
très grand nombre de sous-arbres. Aussi la procédure ci-dessus qui nécessite un
algorithme de programmation dynamique compliqué, entraînerait un coût de
calcul tellement élevé qu’il la rend prohibitive en pratique.

IV.1. Obtention d’une séquence optimale

En conséquence, Breiman et al. proposent d’utiliser une procédure d’élagage
permettant d’obtenir une sous-séquence de la séquence décrite ci-dessus et

appelée séquence optimale dans la suite.

Cette séquence optimale se construit, pas à pas, à partir de To = Tmax en
élaguant successivement certaines branches de Tmax. Ainsi au pas p le sous-arbre

T(p) à t(p) noeuds terminaux est obtenu à partir de T(p-1) à t(p-1) noeuds terminaux.

IV.2. Procédure d’élagage

On définit le critère d’élagage suivant :

où MC (t) est le nombre de sujets mal classés du noeud t, MCDT (t) est le nombre
de sujets mal classés dans les descendants terminaux de t, N (t) est le nombre de
sujets contenus dans le noeud t, et, NDT (t) est le nombre de descendants
terminaux de t.
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La valeur de ce critère 03C0 (t) est calculée pour chaque noeud intermédiaire de
T(p - 1) . Cette valeur est d’autant plus élevée que, d’une part la différence entre la
proportion de sujets mal classés dans le noeud t et la proportion de sujets mal
classés dans les descendants terminaux du noeud t est grande et que, d’autre part
le nombre de descendants terminaux du noeud t est faible.

On élague le sous-arbre T(p-i) en coupant la branche Bt* telle que t* soit le
noeud correspondant à la valeur minimale du critère. On obtient le sous-arbre T(p)
à t(p) = t(p-1) - NDT (t*) + 1 noeuds terminaux.

La procédure d’obtention de la séquence optimale {To, T(,), ... , T(p),...,
T(P)} en pas à pas est très rapide et on montre (BREIMAN et al.) que cette
séquence est bien une sous-séquence de la séquence idéale {To, Tl, ... , TH-1}.

Le meilleur sous-arbre T* est ensuite sélectionné à l’intérieur de cette

séquence optimale en se basant sur l’utilisation d’un échantillon test.

IV.3. Application à l’exemple médical

La figure 4 fournit les valeurs du critère d’élagage pour les différents noeuds
intermédiaires du grand arbre To = Tmax construit à partir de l’échantillon de base
de 255 patients. Les branches représentées en traits gras peuvent être élaguées
sans accroissement du TEAC. En effet, la valeur du critère associé aux noeuds
racines de ces branches est nulle puisque les descendants terminaux de ces noeuds
racines sont affectés au même groupe. Ainsi le TEAC associé au sous-arbre T(l)
comprenant les 5 noeuds terminaux numérotés 2, 12, 22, 23, 7 est le même que
celui de l’arbre To = Tmax.

La procédure d’élagage est alors effectuée à partir de T(,) et le Tableau II
fournit les résultats de cette procédure appliquée à notre échantillon de base.

La règle d’affectation associée à chacun des sous-arbres de la séquence est
appliquée à l’échantillon test de 127 sujets représentant le tiers des patients de
notre exemple médical. Les résultats obtenus sont résumés dans le Tableau III.
L’arbre sélectionné est T(,) qui correspond à une estimation du TETC égale à
7,87 %.

Remarque : Il est possible de fournir un intervalle de confiance associé à cette
estimation, en effet :

Soient n, et n2 les tailles respectives de l’E.B. et de l’E.T. qui sont

indépendants et qui suivent la même distribution. L’estimation du TECT est égale
à la proportion pt de sujets mal classés dans l’E.T.; et nous avons à résoudre le
problème simple de l’estimation d’une proportion pt et de sa variance qui est donc
égale ici à pt(1 - pt)/n2.

Dans notre exemple l’estimation du TETC, soit pt est égale à 7,87 %;
l’estimation de son écart-type est : 0,0787 (1 - 0,0787)/127 = 0,024. L’intervalle
de confiance à 95 % du TETC est donc de 7,87 % ± 4,68 %.
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FIGURE 4



29MÉTHODE DE DISCRIMINATION

TABLEAU II

Procédure d’élagage appliquée à l’arbre Tmax obtenu à partir de
l’échantillon de base (255 patients)

TABLEAU III

Sélection du meilleur sous-arbre à l’aide de l’échantillon test

(T(,) correspondant à une estimation du TETC égale à 7,87 % ± 4,68 %)
NNT : nombre de noeuds terminaux
03C0 : critère d’élagage
TEAC : taux d’erreur apparent de classement
TETC : taux d’erreur théorique de classement
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V. Validation croisée

L’utilisation d’un échantillon test n’est intéressante que dans le cas de

grands échantillons puisque la précision de l’estimation du TETC dépend de la
taille de l’échantillon test. Si l’échantillon est de taille moyenne, ce qui est le cas
dans notre exemple médical, il est conseillé d’utiliser une méthode de validation
croisée. Cette méthode permet de prendre en compte tous les sujets de l’échan-
tillon à la fois pour construire (échantillon de base) et pour tester (échantillon
test) l’arbre.

L’échantillon total L est utilisé pour construire l’arbre T et la séquence
optimale S = {T(j), J = 1,..., P} de laquelle sera extrait le meilleur sous-arbre.
Cependant, on ne dispose pas d’échantillon test pour le sélectionner; aussi

procède-t-on de la manière suivante :
- l’échantillon total L est divisé de manière aléatoire en k sous-ensembles

disjoints L1, L2,..., Lk de même taille. Ainsi à chaque échantillon L; est

associé l’échantillon L’ complémentaire de L; dans L.
- en utilisant la procédure décrite en IV et pour chaque i avec i = 1, ... , k,

l’échantillon de base L’ fournit un arbre Timax et une séquence optimale S; =
{T(j),i, j 

. 

= 1,..., Pi}.
- les règles d’affectation RA (T(j),i) sont alors appliquées à l’échantillon test Li

et on note nj,i le nombre de sujets mal classés par la règle RA (T(j),i) dans
l’échantillon test Li.

Les Tableaux IV et IV’ résument les résultats de cette procédure appliquée
à notre exemple médical dans lequel nous avons fixé k à 10.

Ces calculs vont nous permettre d’estimer le TETC de chaque sous-arbre
T(p) de la séquence S.

Pour cela, il faut donner une réponse à la question : quel est, pour chaque
i (i = 1, ... , k), l’arbre de la séquence Si le plus proche de T(p) ? BREIMAN et
al. proposent d’utiliser les valeurs des critères d’élagage : pour chaque arbre T(p)
de la séquence S on définit 03C0’p qui est la moyenne géométrique (l/03C0p 03C0p+1) de
l’intervalle [np, 03C0p+1[. Dans la séquence Si l’arbre T(j),i le plus proche de T(p) est
celui dont la valeur du critère d’élagage nji est inférieure ou égale à Tip tout en
étant la plus grande possible. Par exemple, dans les séquences S; (i = 1,..., 10),
les sous-arbres les plus proches de T(2) sont T(3),1, T(2),2, T(i),3. T(2),4, T(2),5, T(I),6’
T(l),7’ T(1),8, T(2),9, T(1),10. Les nombres de sujets mal classés par ces 10 sous-arbres
dans les échantillons test sont n3,, = 2, n2,2 = 2, nl,3 = 6, n2,4 = 7, n2,5 = 3, n,,6
= 5, n,,7 = 4, nl,g = 3, n2,9 = 1 et n,,,o = 4, ce qui entraîne un total de 37 mal
classés et une estimation du TETC de T(2) égale à 37/382 = 9.69 %.

Ainsi à chaque sous-arbre de la séquence S (Tableau V) correspond un
TEEC. Le meilleur sous-arbre est alors celui qui rend minimum le TEEC; soit,
dans notre cas, l’arbre T(3) à 5 noeuds terminaux qui correspond à une estimation
du TETC égale à 8,64 %.

Remarque : il est beaucoup plus difficile d’obtenir un écart-type de l’estimation
du TETC quand la validation croisée est utilisée : en effet il n’y a pas indé-
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TABLEAU IV

Séquences optimales des échantillons LJ,..., LS

pendance entre les k échantillons de base et les k échantillons test. Cependant,
si on accepte en pratique de ne pas tenir compte de cette non indépendance
comme le font BREIMAN et al., on obtient une formule semblable à celle
obtenue quand la méthode de l’échantillon test est utilisée. Si pc est l’estimation
du TETC obtenue à partir des n sujets de l’échantillon total, l’estimation de
l’écart-type du TETC est pc (1 - pc)/n soit : 0,0864 (1 - 0,0864)/382 = 0,0144.
D’où l’intervalle de confiance à 95 % du TETC égal à 8,64 % ± 2,82 %.

Application à l’exemple médical.

La figure 5 représente le meilleur sous-arbre sélectionné en utilisant la
méthode validation croisée appliquée à notre exemple médical. La règle de
décision est donnée sous la forme de cinq chemins dont 2 en faveur du groupe
G, (tumeurs bénignes) et 3 en faveur du groupe G2 (tumeurs malignes).
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TABLEAU IV’

Séquences optimales des échantillons L6, ... , L’o

Par exemple, un sujet avec des phosphatases alcalines (PAL) normales sans
hépatite (HEP) et sans perte de poids (PPO) est affecté à G, ; un sujet avec des
phosphatases alcalines normales et présentant une hépatite est affecté au groupe
G2 .

Dans la figure 5, les pourcentages indiqués sous chaque noeud terminal
représentent les fréquences respectives des sujets bénins et malins dans le noeud.

VI. Conclusions

Les idées qui font de la méthode présentée une méthode décisionnelle
intéressante et performante sont les suivantes :
- elle est valable pour discriminer entre deux ou plus de deux groupes à l’aide
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TABLEAU V

Détermination du meilleur sous-arbre

de variables qualitatives, ce qui nécessite le découpage en classes des variables
quantitatives s’il en existe;

- elle fournit une règle de décision simple proche en médecine, par exemple,
du raisonnement médical;

- elle est robuste vis à vis de données aberrantes ou de sujets mal étiquetés;
- elle tient compte naturellement des interactions qui peuvent exister dans les

données;
- le critère de division qui utilise la notion d’impureté d’un noeud est plus

approprié que le critère basé sur le pourcentage de bien classés;
- elle n’utilise pas de règle d’arrêt de la procédure de division basée sur des tests

statistiques comme c’est le cas, en général, dans les méthodes de segmentation
ou les méthodes de discrimination;

- l’échantillon test utilisé dans cette méthode sert à la fois pour déterminer le
meilleur sous-arbre et pour obtenir l’estimation la plus précise du taux
théorique d’erreur de classement;

- elle permet d’affecter à une classe un sujet présentant des données man-
quantes même si l’arbre a été construit à partir de données complètes, et ce
grâce aux divisions suppléantes (Annexe 1);

- elle permet des divisions d’un noeud suivant des combinaisons booléennes de
variables (Annexe 2) ;

- il est enfin possible de prendre en compte, dans la règle d’affectation, des
coûts de mauvaise classification et des probabilités a priori d’appartenance
aux groupes.
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FIGURE 5
Meilleur sous-arbre obtenu par la méthode de validation croisée

il noeud en faveur de G, (tumeurs bénignes)
É2 noeud en faveur de G2 (tumeurs malignes)
Estimation du TETC = (8,64 % ± 2,82 %)
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Annexe 1

Prise en compte des données manquantes dans la construction de l’arbre
de décision binaire et dans l’affectation d’un nouveau sujet à une classe.

Divisions suppléantes

L’idée est la suivante : on définit une mesure d’association entre deux
divisions quelconques d et d’ d’un noeud t. Si la meilleure division d* du noeud
t est obtenue à partir de la variable Vj, on définit pour chaque variable Vi avec
i = 1, ... , V (où V est le nombre de variables) et i =F j, la division di obtenue
à partir de la variable V; la plus semblable à d* ; di est la division suppléante de d*.

La meilleure division suppléante est, parmi les V - 1 divisions suppléantes
d, avec i 9&#x26; j, la division suppléante la plus semblable à d*.

De la même manière, on peut définir la seconde meilleure division

suppléante, la troisième, etc.

Si pour un sujet la valeur de la variable Vj est manquante, on décide de son
affectation à la branche gauche ou droite en utilisant la meilleure division

suppléante de d*. Si, d’autre part, la valeur du sujet est aussi manquante pour
la variable sur laquelle la meilleure division suppléante est définie, on utilise la
variable de la deuxième meilleure division suppléante etc...

Détermination des divisions suppléantes

Soit Vj la variable ayant permis de définir d* comme la meilleure division
du noeud t; on note A, et Aj les deux sous-ensembles complémentaires des
modalités de Vj qui caractérisent respectivement les branches gauche et droite de
d’. .

Vi étant une variable différente de Vj, pour chaque division di, où Bil et Bi,
caractérisent les modalités de V; qui définissent les branches gauche et droite, on
construit le tableau suivant :

où :

ngg et ndd sont les nombres de sujets classés respectivement à gauche et à
droite à la fois par d* et dil,

ndg est le nombre de sujets classés à droite par di, et à gauche par d*, tandis
que ngd est le nombre de sujets classés à gauche par di, et à droite par d*,
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ngm et ndm sont les nombres de sujets non classés par d* et classés

respectivement à gauche et à droite par di,, tandis que nmg et nmd sont les nombres
de sujets non classés par di, et classés respectivement à gauche et à droite par d*,

nmm est le nombre de sujets non classés ni par d* ni par di,.
Ce tableau permet d’estimer la probabilité pi, pour que la division di, prédise

correctement d* :

La division suppléante de d*, obtenue à partir de V, est d; = diq avec :

où L est le cardinal de l’ensemble des divisions possibles obtenues à partir de
la variable V ;.

Remarque :
Le nombre de divisions obtenues à partir d’une variable dépend du type de

la variable; il y a k - 1 ou 2’-’ - 1 divisions suivant que la variable est

qualitative à k modalités ordonnées ou non ordonnées.

Dans le cas présent de la détermination des divisions suppléantes, il y a

deux fois plus de divisions à considérer; en effet Aj peut définir soit la branche
gauche, soit la branche droite de d* de façon arbitraire, et, par la suite les branches
gauche et droite ne sont pas équivalentes. Si Bi, caractérise la branche gauche de
la division di,, on note dil la division dont la branche gauche est définie par Bi, ;
à chaque fois qu’une division di, est prise en compte, il faut également considérer
la division di,.

Annexe 2

Divisions d’un noeud à l’aide de combinaisons booléennes de variables.

Les combinaisons booléennes possibles à partir de plusieurs variables

peuvent être très nombreuses. Pour des raisons de temps calcul et aussi pour ne

pas compliquer la structure de l’arbre et son interprétation, on peut se limiter à
la détermination des combinaisons du type :

avec : tg définie par
et td définie par

où : 
- Aj1 représente un sous-ensemble des modalités de la variable Vjl et Al son

complémentaire. 
-

- Aj2 représente un sous-ensemble des modalités de la variable Vj2 et A,2 son
complémentaire.

- etc.
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Division admissible

Une division du noeud t est dite admissible si les nombres de sujets des
descendants immédiats tg et td de t sont supérieurs à no fixé.

Sélection de la meilleure division d’un noeud

Le choix de la meilleure division d’un noeud se fait par une procédure en
pas à pas ascendant.

On note Do l’ensemble des divisions admissibles, et, au premier pas on
choisit d*j1 E Do telle que :

avec tg définie par Vj, - {Aj1} et td définie par Vj, - {Aj1}
où Aj, représente un sous-ensemble des modalités de la variable Vjl et AI son
complémentaire.

On considère D, l’ensemble des divisions admissibles obtenues à l’aide des
variables Vj telles que j * j 1. Pour chaque division dj appartenant à D, on définit
la division d*j1 n dj qui fournit les branches

où Aj représente un sous-ensemble des modalités de Vj et A, son complémentaire.
Au deuxième pas on retient, parmi les divisions d;1 n dj avec dj E D, la

division d;1 n d;2 telle que :
d;1 n d;2 soit admissible

et

et

c’est-à-dire, telle que le rapport des deux critères au pas 2 et au pas 1 soit

supérieur à un seuil 1 + P fixé.
On considère l’ensemble D2 des divisions admissibles obtenues à l’aide des

variables Vj avec j ~ j 1 et j ~ j2, et on définit comme précédemment les divisions
d;1 n d;2 n dj avec dj E D2.

Au troisième pas on choisit d;3 telle que :

et

et

- ainsi de suite...

- la procédure s’arrête quand il n’y a plus de divisions admissibles susceptibles
de produire une augmentation suffisante du critère.


