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UN ÉLÉMENT DE COMPARAISON
DES TESTS DE KRAMER, FRIEDMAN,

ET DE LA DIFFÉRENCE DES EXTRÊMES
UNE ÉTUDE DE LA PUISSANCE
DANS UN CAS PARTICULIER

E. DEROBERT

(Laboratoire SOREDAB, La Boissière-Ecole, 78120 Rambouillet)

Rev. Statistique Appliquée, 1988, XXXVI

RÉSUMÉ

Nous avons effectué une simulation afin d’apporter un élément de comparaison de
la puissance de trois tests s’appuyant sur des méthodes de sommes de rangs, utilisées
notamment (mais pas seulement) en dégustation et en analyse sensorielle.

Ces trois tests sont :

- le test de KRAMER (utilisé avec les tables correctes calculées par THOMPSON et
WILLKE (1963))

- le test de FRIEDMAN
- le test de la différence des extrêmes.

Nous avons choisi d’étudier le cas de 5 juges et de 4 produits, qui avantageait (ou
plutôt ne désavantageait pas) le test de KRAMER au niveau des risques de première
espèce.

Malgré cette précaution, le test de KRAMER ne s’avère puissant que lorsqu’il s’agit
de séparer un seul produit de tous les autres. Le test de la différence des extrêmes se
comporte mieux; il améliore KRAMER en gardant l’avantage de la simplicité d’utilisation.
Le test de FRIEDMAN (le plus ancien), qui utilise le plus d’informations, donne, dans
l’ensemble, les meilleurs résultats.

Mots clés : Test de Friedman, Tests de rangs, Puissance
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Table II : Valeurs critiques des tests de KRAMER, de FRIEDMAN et de la
différence des extrêmes aux seuils de 5 % et 1 % (cas de 5 juges et 4
produits).

Table III : La puissance des trois tests (résultats de la simulation).

1. Rappel sur les tests de KRAMER, de FRIEDMAN, et de la différence des
extrêmes

Décider si certains produits sont préférés à d’autres, implique l’usage de
tests statistiques adaptés. Une procédure classique consiste à faire déguster P
produits par J juges et à demander aux J juges de classer par ordre de préférence
les P produits. On effectue alors, pour chaque produit, la somme des rangs que
lui ont attribués les J juges. Les tests de KRAMER, de FRIEDMAN et de la
différence des extrêmes sont basés sur ces sommes de rangs.

L’hypothèse nulle de ces tests est : « tous les produits sont équivalents » : 
c’est-à-dire que l’on considère, sous cette hypothèse nulle, que les P ! classements
possibles parmi lesquels choisissent de façon indépendante les J juges, sont
équiprobables. L’hypothèse alternative est : « il existe au moins un produit dont
la qualité est différente de celle des autres » (’).

1.1. Le test de KRAMER

La décision par le test de KRAMER s’effectue en considérant seulement la
somme des rangs la plus élevée et la somme des rangs la moins élevée. On rejette
l’hypothèse nulle si la première somme est plus grande qu’une certaine valeur ou
si la seconde est plus petite qu’une autre valeur. Si l’on appelle, R,, R2, ... , Rp,
les sommes des rangs de chaque produit, les deux valeurs limites sont fixées à
partir de la distribution conjointe (2) de max (R,) et de min (R,) sous l’hypothèse

i=I.P i=I.P

nulle. 

Une autre façon de formuler le test de KRAMER est de considérer

Les valeurs critiques pour K ont été calculées par THOMPSON et WILLKE
(1963) à 1, 3 et 5 % pour toutes les valeurs de J et de P inférieures ou égales à
15. Ces auteurs proposent aussi des résultats asymptotiques.

(1) Nous ne traiterons pas ici du test de KRAMER dans le cas où l’un des produits
est prédéterminé.

(2) C’est en oubliant cette notion de distribution conjointe que KRAMER a publié
des tables unilatérales au lieu de tables bilatérales (KRAMER 1960).
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1.2. Le test de FRIEDMAN

La statistique utilisée est ici :

avec

OWEN (1962) a calculé la distribution exacte de F pour J = 3, P = 2( 1 ) 15
et J = 4, P = 2(1) 8. Les tables d’OWEN ont été contestées par QUADE (1984)
qui en a proposé d’autres (1972) dans un rapport auquel nous n’avons pu accéder.
En tout état de cause, la prudence s’impose.

On trouve aussi les valeurs critiques de ce test - à 1 et 5 % - dans
HOLLANDER et WOLFE (1973) et dans la norme AFNOR NF V 09-018 (voir
Table I). Il y a rejet de l’hypothèse nulle lorsque F est supérieur ou égal à ces
valeurs critiques. Asymptotiquement la statistique F suit une loi du X2 à P - 1

degrés de liberté que l’on utilise dans les cas non tabulés. Cette approximation
aboutit à des tests conservateurs (FRIEDMAN 1940). Notons qu’il existe une
correction de F qui améliore la convergence asymptotique - voir BRADLEY
(1968).

1.3. Le test de la différence des extrêmes

Comme le test de KRAMER, ce test s’appuie exclusivement sur max R,
i=1,P

et min Ri. On prend en compte la différence W = max Ri - min Ri
i=I,P i=l,P i=I,P

(ou encore

Cette statistique a été tabulée par Mc DONALD et THOMPSON (1967) où elle
figure sous le nom de « Wilcoxon multiple comparaison method ». Des résultats
asymptotiques figurent dans WILCOXON ET WILCOX (1964). Bien entendu le
rejet de l’hypothèse nulle a lieu quand W dépasse les valeurs critiques de la
statistique.

2. Comparaison des trois tests

Nous avons voulu estimer la puissance de ces trois tests dans un cas

particulier. Nous avons choisi le cas P = 4, J = 5 qui présentait l’avantage que,
pour le test de KRAMER, les risques réels de 1 ère espèce sont peu éloignés des
seuils classiques de 5 % et 1 %. C’est en effet un défaut structurel du test de
KRAMER - que nous n’avons pas voulu prendre en compte pour notre

simulation - que le nombre de valeurs discrètes qu’il peut prendre est plus réduit,
ce qui implique qu’en général on serre de moins près des probabilités fixées à
l’avance et que, par conséquent, on perd automatiquement en puissance en se
voyant obligé de travailler avec un risque de 1 ère espèce plus petit que celui auquel



56 E. DEROBERT

TABLE 1

Valeurs critiques du test de FRIEDMAN
(seuils de 0,05 et de 0,01)

(extrait de la norme NF V 09-018 - janvier 1987, reproduit avec l’autorisation
de l’AFNOR)
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TABLE II

Valeurs critiques des tests de KRAMER (K), de FRIEDMAN (F) et de la
différence des extrêmes (W) aux seuils de 5 % et 1 %

(cas de 5 juges et 4 produits)

* La borne supérieure calculée par Mc DONALD et THOMPSON est plus
grande que le 0.01 théorique. Mais, à regarder le mode de calcul de cette borne,
on peut penser avec les auteurs qu’elle est large et que la valeur réelle se situe
aux alentours de 0.01.

on veut se référer (3). La table II présente les valeurs critiques des trois statistiques
ainsi que les risques de 1ère espèce correspondants.

2.1. La procédure de simulation

2.1.1. Les alternatives à l’hypothèse nulle

Par convention, nous utiliserons, pour l’écriture des hypothèses, la méthode
classique qui consiste à souligner d’un trait les produits identiques. C’est ainsi
que pour 4 produits, l’hypothèse nulle Ho s’écrit : 1 2 3 4.

Si on supprime les cas symétriques, on peut opposer, à Ho, cinq hypothèses
alternatives, de celle qui suppose qu’un seul produit est différent des 3 autres,
à celle qui suppose que tous les produits sont différents :

(3) On peut théoriquement randomiser la décision d’acceptation ou de rejet de
l’hypothèse nulle, mais, dans la pratique, cette solution est rarement adoptée.
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2.1.2. Le comportement des cinq juges

Pour chacune des cinq hypothèses alternatives à l’hypothèse nulle il s’agit
de simuler le comportement des juges.

Nous avons supposé le cas de figure suivant :
- Quatre des cinq juges dégustent convenablement, c’est-à-dire que leurs votes

sont compatibles avec l’hypothèse testée. Par exemple pour H4, ils votent (de
façon équiprobable) 1-2-3-4 ou 1-3-2-4.

- Le cinquième juge classe les quatre produits n’importe comment. Son vote est
considéré comme un tirage aléatoire (et équiprobable) parmi les 24 (4 !)
classements possibles.
Nous simulons, par ce biais, un « bruit » qui va nous permettre, de façon

tout-à-fait informelle, d’évaluer le comportement de nos trois tests.

2.1.3. Le calcul de la puissance

Nous avons considéré une à une les cinq hypothèses présentées ci-dessus,
et réalisé à chaque fois le calcul exact de la puissance des trois tests. Cependant,
l’hypothèse réellement testée à chaque fois est, elle, toujours la même. L’hypo-
thèse Ho étant «les produits sont identiques », l’hypothèse testée est son

complémentaire Ho, c’est-à-dire « il existe au moins un produit différent des
autres ». Il est clair que nous avons laissé de côté les éventuelles procédures de
sélection et de classification qui peuvent suivre la réalisation d’un tel test.

Quelle que soit l’hypothèse, la puissance est donc toujours la probabilité
pour que le test décèle la non-identité des quatre produits. Les résultats figurent
Table III.

TABLE III

La puissance des trois tests
(résultats de la simulation)

Pour chacune des hypothèses et chacun des niveaux de risque, le meilleur résultat
est en caractères gras.
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2.2. Les résultats de la simulation

Globalement, c’est le test de FRIEDMAN qui se comporte le mieux. Le test
de KRAMER se comporte très bien dans le cas où un seul produit est différent
de tous les autres (H,). C’est même, dans ce cas, le meilleur (sans que la différence
avec les autres tests soit énorme). Il se comporte à peu près honorablement dans
les cas H3, H4, Hs (encore que dans le cas H3, il y ait un écart de puissance de
presque 20 % avec le test de FRIEDMAN). En revanche, il s’écroule totalement
dans le cas H2 où il s’agit de distinguer 2 groupes de 2 produits. Le test de la
différence des extrêmes est en général intermédiaire entre FRIEDMAN et

KRAMER. Il utilise la même information que le test de KRAMER (le maximum
et le minimum) mais l’exploite mieux, au point qu’il fait jeu égal avec le test de
FRIEDMAN dans les cas H3, H4, Hs. Il s’avère tout de même un peu faible dans
le cas H2, même s’il s’en tire beaucoup mieux que KRAMER.
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