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RESUME

On considere le modele gaussien (My) d’analyse de la variance avec interaction
modélisée par d termes multiplicatifs. On montre que ce modele peut étre considéré comme
un modele linéaire généralisé et on étudie les propriétés asymptotiques des estimateurs du
maximum de vraisemblance d’une part lorsque le nombre de répétitions tend vers I’infini
et d’autre part lorsque la variance des résidus tend vers zéro. Ces résultats sont ensuite
appliqués a un probléme de choix de modele dans (My).

Mots-clés : Analyse de la variance, Interaction multiplicative, Modéle linéaire généralisé,
Distribution asymptotique, Choix de modéles.

SUMMARY

The ANOVA model with d multiplicative terms for the interaction effect (My) is
considered. It is shown that this model can be considered as a generalized linear model;
then the asymptotic properties of the maximum likelihood estimators are given firstly when
the number of replications goes to infinity and secondly when the variance function of the

observations tends to zero. The results are applied to solve a problem of model choice in
(Ma).

Key-words : ANOVA, Multiplicative Interaction, Generalized Linear Model, Asymptotic
Distribution, Model Choice.
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1. Introduction

L’objet de ce travail est I’étude du modele d’analyse de la variance a deux
facteurs avec interactions modélisées par d termes multiplicatifs. Si on note y;
I’observation de la variable aléatoire Y;;, relative a la kéme répétition faite pour le
niveau ¢ du premier facteur et le niveau j du second, le modele étudié s’écrit :

d
Yijk =p+a; +b; + Z As@i sBj.s + Eijk
s=1
(Ma) 1=1,...,p; 32'= 1,...,q<p; k=1,...,7;
Eijk ~ N(O, (& )
avec des contraintes d’identification sur les parameétres.

Ce modele d’analyse de la variance a connu différentes approches quant
a I’étude des interactions. Turkey [27] propose la modélisation des interactions
comme produit des effets différentiels a; par b; puis Williams [28] le modele
(M,). Depuis, ce dernier a fait I’objet de plusieurs travaux dont ceux de Mandel
[20, 21, 22], Gollob [13], Johnson [16, 17, 15], Corsten [8], Denis [9], Shuurmann
[26], Gabriel [6, 12], Krishnaiah [18], Robert [25], Boik [4, 5] sur I’estimation et
sur les tests d’hypotheses.

L’intérét d’un tel modele est, entre autres, I’interprétation aisée des interac-
tions et la représentation des niveaux de facteurs par des techniques d’analyse de
données.

Malgré une bibliographie enrichie par 1’analyse multivariée, principalement
I’Analyse en Composantes Principales, ce n’est que récemment et parallelement
a notre travail que des résultats ont été publiés sur la distribution asymptotique
des parametres multiplicatifs de (M;) par Chadceuf et Denis [7] puis Goodman et
Haberman [14].

Pour déterminer la distribution asymptotique des paramétres multiplicatifs de
(M), nous avons appliqué les résultats de Aitchison et Silvey [1] sur I’estimation
sous contraintes dans le modele linéaire généralis€é (MLG) (cf. Nelder et Wed-
derburn [24] puis Mathieu [23]) modéle dont nous montrons que M (d) est un cas
particulier.

La distribution asymptotique des estimateurs lorsque le nombre 7 des répéti-
tions tend vers l'infini permet d’approcher la distribution des estimateurs lorsque
r est grand. Mais nous nous intéressons aussi a approcher la distribution des es-
timateurs dans le cas ou r = 1. Une théorie applicable dans ce cas consiste a
étudier les propriétés asymptotiques des estimateurs maximum de vraisemblance
(MV) lorsque le parametre d’échelle du M LG tend vers zéro, ce qui correspond
A considerer le cas oll o2 tend vers zéro dans le modele (Mj).

Enfin, compte tenu du fait que le modele étudié peut comporter plusieurs
termes multiplicatifs pour modéliser 1’interaction, nous nous sommes intéressés
au probléme du choix optimal (M) en vue de la prédiction (cf. Allen [2, 3] et
Mallows [19]). Des exemples sont traités pour illustrer les solutions apportées a ce
probléme en comparaison avec les tests d’hypothéses proposés dans la littérature.
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2. Modeéle linéaire généralisé
2.1. Définition du modéle

Dans le modele linéaire généralisé (M LG) défini par Nelder et Wedderburn
[24], 1a moyenne de la i¥™¢ observation est une fonction numérique monotone
d’un prédicteur linéaire qui dépend des variables explicatives et d’un parametre
inconnu # de RP. On définit alors la fonction de lien comme I’inverse de cette
fonction numérique. Le M LG ainsi défini regroupe le cas d’observations issues de
v.a gaussienne, binomiale, de Poisson, gamma, gaussienne inverse, etc...

Dans une extension du M LG (cf. Mathieu [23]), on suppose que 1’espérance
mathématique des observations est fonction de plusieurs prédicteurs linéaires. La
formulation la plus générale du M LG pour les observations réelles est la suivante :

Soit y = (y1, - - - , Y») un échantillon tel que
— y; soit la réalisation d’une v.a réelle Y; et ces n v.a soient indépendantes ;

— il existe sur R une mesure par rapport a laquelle Y; possede une densité
fi(.,6,¢) non nulle sur une partie U de R, indépendante des paramétres inconnus
feté.

- fi(.,0,&) est définie par

VueUCR, [i(u,0,€) =exp{  [riw — u(v:) — mi(w)] + ¢ (u, )}

avec y; = ¢(t;0) o :
— 0 est inconnu et appartient 8 R?;
— & est inconnu et appartient 2 R} = R, — {0};
— t; est une application linéaire connue de R? dans R?;
— ¢ est une application numérique connue définie sur R?;
— u, ¥ et 7; sont des fonctions numériques connues.
Cette formulation du M LG peut se résumer par le schéma suivant :

tl ¢
PER? 5 0 e R° —— meR — u(v;) €R.

Le logarithme de la vraisemblance de y s’écrit :

n

Ln(y,0,€) = €7D lwews — () = m(wa)l + 3_ ¥ (5, €)-

i=1

Sous des conditions de régularités sur y et ¢, on montre (cf. [24]) la
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Proposition 2.1

V(6,€) € RP x R%
Eoe(Y:) = 1/ (%) = (i 0 §)(t:6)
Varg¢(Y;) = £(u” 0 6)(1:0) O

Remarque 1. Le paramétre & n’affectant pas la moyenne des Y; mais seulement
sa variance est appelé paramétre d’échelle du M LG.

Remarque 2. Le M LG de Nelder et Wedderburn correspond au cas ou le
prédicteur linéaire (t;0) est un scalaire; la fonction de lien est alors définie par
(4 o ¢)~L. Par contre, dans le modéle ci-dessus, il devient impossible de parler
de fonction de lien.

Pour montrer que (M) est un M LG, nous proposons le schéma suivant ot
0 désigne ’ensemble des parameétres du modele i.e. :

)2
a;
b
A1
tl]k a’i,l

¢ ko1
6 € RUHDETHD —, i1 | € R — Yijk € R — 5(%’1&)2 €R

Ad
044
Bj.d

d
avec vijk = p+a; +b; + Z As@i 55,5

s=1
Nous aborderons dans la suite le modéle (M) a travers I’étude du modele a
un terme multiplicatif (M, ). Dans I’immédiat, tout en restant dans le M LG, nous
étudions le comportement des estimateurs MV de 6 lorsque le parametre d’échelle
¢ tend vers zéro.

2.2. Distribution de ’estimateur MV de 0 lorsque le paramétre d’échelle
& tend vers zéro

2.2.1 Notations et hypotheses

On considere les notations suivantes :
— Soit @ la vraie valeur du paramétre 6.

— On note @, la mesure de probabilité de densité H fi(.,8,8).

i=1
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— On notera £(7,,/Qy) la distribution de la v.a T;, image de la loi Q,.
- Onnote ¢ = oty p; = pod; I'i(0) = (u'(n) o ¢;(0), $:(6)),
@'(0) désignant le vecteur des dérivées de ¢ par rapport aux composantes de 0,

u(v) = 1’ (¢:0) la matrice des dérivées secondes de u(p;0) par rapport aux
composantes de 0 et (,) le produit scalaire usuel; on pose alors :

n
I(6) =) _Ti0).
i=1
— On note avec une barre toute fonction prise en 8 par exemple I’ = I'(9).
— On pose

1
&E=— avec meN*
m

et on étudie le comportement de 1’estimateur MV de 0 lorsque m tend vers I’infini.
Pour cela on considere le M LG défini dans (2.1) out y = (y,- - -, Yn) désigne un
échantillon de taille n fixée. Le logarithme de la vraisemblance de y s’écrit :

Ln(y,0,m) = mZ[ym = p(y) = () + > w(yi,m).

i=1
Enfin, on suppose vérifiées les hypothéses (H) suivantes :
(Hy) : Les dérivées successives d’ordre trois de L, (y, 6, m) existent et sont
suffisamment petites en norme dans un voisinage de 6 défini par :

B(8,p) = {6 € R ]|0 - ] < p}.

(Hz) : Pour tout p positif, toutes les dérivées jusqu’au troisieme ordre de p
et ¢ sont bornées sur B(6, p).

2.2.2 Propriétés de estimateur MV (?m de 9

Pour caractériser la loi limite de [/m(6m — 8)/Qn], on considere la v.a
m~1/2L (Y,0,m) de RP o L!, est le vecteur des dérivées de L,, par rapport aux
composantes de 6 et on montre (cf. Dorkenoo [10]), les résultats suivants :

Proposition 2.2 Sous les hypothéses (H), U'estimateur MV 8., de 0 est tel que

LIVm(Brm - 0)/Qu] — L(L)
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ou L est la distribution limite de f_l[m_l/ 2L’ (y,0,m)] avec en particulier
E;,.(L)=0
1 O
Var, (L)=T

La loi de L n’est pas nécessairement gaussienne puisqu’'on n’a plus la
condition de Liapounov du théoréme central limite. Cependant, lorsqu’il s’agit
d’observations issues de v.a gaussienne, gaussienne inverse ou gamma, on vérifie
que L est gaussienne.

3. Etude du modéle (M)

Nous abordons maintenant 1’étude du modele d’analyse de la variance avec
interaction multiplicative a travers le modele & un terme (M) et nous verrons dans
quelle mesure les résultats du paragraphe précédent peuvent tre utilisés.

3.1 Loi limite des paramétres multiplicatifs de (M)

Le modele étudié est le suivant :

( ijk =+ a;+ b; + )\Oziﬂj + €ijk
i=1,...,p;j=1,...,¢<p; k=1,...,r
SUED S W SR

2 i J J
Za 25221; A>0;

EkaNN(O o )

(M)

D’apres Gabriel [12], I'estimation des parametres multiplicatifs A (aq), (B5)
peut se faire apres celle de g, (a,) et (b;). Ce qui revient a maximiser avec les
notations classiques 2z;; =¥;;, — ¥, —V; +7. .,

r
L,(2,86, 0)2 = ~5.7 (2i5 — /\ai,@j)Q.

tj

Soit E,, la matrice carrée d’ordre p dont les éléments sont égaux a (1/p)
et soit I, la matrice identité du méme ordre. Si on note | = (I1,la,13,14) les
multiplicateurs de Lagrange de I’estimation de § = (A, a;, ;) sous les contraintes

de (M) et b\r I’estimateur MV de 6, on montre (cf. [10]) la
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Proposition 3.1

] =23 )

p

avec
2
2 0 00
1 )\2 O O A2

A:P 0 I,—Ep,—ad 0 etR=| 0 4 00

0 0 Iq—Eq—ﬂ,B' 0 0 00

0 0O 0 O

d

D’apres les résultats sur le M LG lorsque le paraméetre d’échelle € tend vers
zéro, on déduit dans le modele (M;) avec une observation par cellule (r = 1), la
loi limite des paramétres multiplicatifs lorsque o tend vers zéro. D’ou le résultat
suivant :

Corollaire 3.2

o6 -8) 22 N0, A) O

Remarque 3. Des résultats similaires sont proposés dans [7], et [14] par différentes
autres approches.

L’extension au modele (M), avec 6 = (A, 21,851, - - )\d,ai,d,ﬁ;,d), est
donnée par le résultat suivant :

Proposition 3.3

~ —, T—00

A oo Arg
Vr(0, —0) — N |0;0° :

Adl Ad,d

g
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avec
1 0 0
1 )\kakﬂ
0 5plly = By —aua] 2\ kZ By
751
AR(3A — AD)akal
+Z )\2(}\2 _ )\2)2
A= ki i i
Ak Bra 1 /
0 2A; BYESLE solla = Ba = Bif)
30 B A5
2712 32
pa A% = AD)
et pour tout i # 7,
0 0 0
SRS IR R
A= A;l = (AF = A3) (A7 = A7) O
o “2AiBiai  —(N+ADBE
pi 3\2 p) PAV]
(A7 =A%) (A7 = A7)

Nous allons utiliser ces résultats pour résoudre un probleme de choix de
modele en analyse de la variance a deux facteurs avec interaction.

3.2 Choix du modéle (M;) en vue de la prédiction
Dans le modele d’analyse de la variance a deux facteurs avec interaction

(M) Ymk =M+az‘2+bj+77ij+5ijk
Eijk NN(O,O’ )

on recherche le modele (My)g<(q—1) qui prédit le mieux au sens de I’erreur
quadratique moyenne de prédiction (EQM P) les pq v.a :

Y9 =p+a;+bj +n;; + e

indépendantes des Y, les 5 . étant centrées, indépendantes et de méme variance

o?/r. Si on note Pg, le predlcteur de Yi(} associé a (M), considéré comme sous-

modele de (M), on a :

o~

d
Pl =f+a;+b+ Zxa,sﬁ],
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Avec les notations

d d

5= AsisBis G =Y AeisBiis
s=1 s=1
— d 0\2 _ d
EQMPSE =E(PL —Y9)? EQMPy;=) EQMP}
ij
on montre que
2

g iq
EQMPy=—(pg+p+q-1) +> " Var(@h) + Y (7 = i),

ij iJ

d
Lorsque r tend vers I’infini, on a nfj ~ E(Z AsQ; s0j,5) et donc
s=1

2 q—1
EQPMqy = [pq+(d+1)(1)+q—d—1)]%+ > /\§+0<%>.

s=d+1
Enfin, avec
q—1 q—1 N 82
5 -85 %-Zhn-wrnpra-a-y)
s=d+1 s=d+1
onala

Proposition 3.4 Lorsque r tend vers linfini, un estimateur convergent de
U'EQM Py est donné par :

g—1 ~2
~ o
Ci= 3 M4+2—(d+1)(p+q—d—1)
s=d+1 r
o 52 désigne estimateur usuel de o dans le modele (M) |

Remarque 4. D’aprés les résultas obtenus dans le M LG lorsque le paramétre
d’échelle { = o2 tend vers zéro, le critére Cy reste valable pour de «faibles
valeurs» de (0% /X2) =1, . (q-1)-

4. Application au choix de modéles

Nous proposons maintenant quelques exemples d’utilisation de la quantité Cy
pour le choix de modgles en comparaison avec des procédures de tests d’hypothéses
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proposées dans la littérature ([17] [18] [26]). Ces procédures consistent a donner
sous I’hypothese du modele additif (Mj) suivant

(M) YVij =M+ai+bj+€ij

9 L&y ~ N(0,0%) iid. od o2 est supposée connue.
et pour des couples (p,q) donnés, une approximation des quantiles de statistiques
de test dont les densités sont relativement complexes.

D’autre part, dans (M), le probleme fréquemment rencontré est I’estimation
de 2. Nous prenons, dans les exemples qui suivent, I’estimateur MV «corrigé»
en tenant compte du degré de liberté de la partie résiduelle i.e. :

g—1
> X

~2 s=d+1

T T o—d-Dg-d-1)

La seconde partie des applications est consacrée aux simulations. Elle montre
les résultats de notre critere sur des tableaux pour lesquels d est connu.

4.1 Exemple 1

On considere dans la table 1 le jeu de données de Hegemann et Johnson
[15] pour tester la dimension du modele d’analyse de la variance. Dans un premier
temps, nous avons congu un algorithme itératif pour I’estimation des paramétres
multiplicatifs de (M) avec le logiciel GLIM que nous ne présentons pas ici (cf.
[10] ou de Falguerolles et Francis [11]). Pour chacun des trois termes nous avons
les estimations suivantes :

A2 =366 A2=29.9 A2=1L5.

TABLE 1

Lap) [ 1 ] 2 ]38 [4]5 |
1 [[282]293]33.7]41.2]5039
2 || 235 | 24.8 | 24.1 | 34.7 | 32.8
3 |[174]152 | 178 | 147] 166
4 |[10.1] 115156 ] 9.9 | 47

On remarque déja une part importante au premier terme d’interaction, soit
90 %. Nous avons impliqué notre critére pour le choix de modeles et nous obtenons :

Co=518 C; =234 (=260 C3=276.
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D’aprés notre critére, le modele (M) se présente comme le meilleur pour la
prédiction. Il est & noter que ce choix n’est pas en contradiction avec les résultats
de Hegemann et Johnson qui retiennent le méme modele par leur procédure de test.

4.2 Exemple 2

On considere dans la table 2 le jeu de données de Krishnaiah et Yochmowitz
[18] sur des singes. Ce sont des mesures de cholestérol de 19 singes méles sur trois
périodes en 1977 et sur trois autres en 1978. L’étude consiste a analyser 1’effet
période X sujet et a choisir le modele d’interaction adéquat pour la prédiction.
Dans cet exemple, I’estimation des A\ donne :

22 =19519 A2 =5263 A2=2185 A2=1668 AZ=1256

TABLE 2

Périodes || 771 | 772 | 773 { 781 | 782 | 783
Sujets
1 125 | 105 { 106 | 107 | 130 | 158
2 122 1106 | 93 | 97 | 126 | 126
3 116 | 84 | 89 | 118 | 129 | 130
4 111 { 149 { 73 { 101 | 130 | 148
5 120 | 88 | 104 | 116 | 124 | 173
6
7
8

127 | 231 | 139 | 109 | 138 | 164
135 | 94 | 142 | 98 | 119 | 148
130 | 103 | 127 | 124 | 132 | 149
9 170 | 120 | 125 | 173 | 160 | 196
10 132 | 105 | 132 | 117 | 136 | 158
11 121 | 149 | 104 | 107 | 94 | 120
12 108 | 76 | 108 | 112 | 116 | 132
13 134 | 75 | 112 | 107 | 113 | 148
14 105 | 128 | 141 | 108 | 135 | 143
15 143 | 119 | 114 | 118 | 153 | 145
16 110 | 86 | 99 | 102 | 100 | 117
17 119 | 91 | 105 | 123 | 121 | 149
18 124 | 98 | 118 | 103 | 102 | 127
19 107 ] 99 | 98 | 77 | 110 | 125
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et les valeurs du critére sont, a une constante multiplicative pres (10%) :

Cp =372 C1 =244 Cy =252 Cs = 285.

Comme précédemment, nous retenons le méme modele que Krishnaiah et
Yochmowitz a savoir le modele (My).

4.3 Simulations

On résume dans les tables suivantes les résultats de simulations effectuées
avec le logiciel de calcul matricel GAUSS ou d* désigne la vraie valeur du nombre
de termes multiplicatifs et d le choix retenu par le critere Cy. Ces résultats donnent
pour différentes valeurs de (A\2/a?), le pourcentage d’obtention des modeles (M),
(My), (Mz) et (Ms3). Pour chaque couple (p,q), on a effectué 1000 simulations,
chac2une consistant en un jeu de données comprenant 50 observations par cellules
et o° = 10.

Afin de mesurer I’influence du second terme d’interaction, les résultats de la
table 5 ont été obtenus en fixant A\? = o2 = 10.

Les résultats présentés ci-dessous ne sont qu’une partie des simulations
effectuées pour le choix de modeles. I nous semble donc important de signaler
que les résultats obtenus avec 7 = 10 sont assez voisins de ceux présentés ici. Sur
I’ensemble de nos résultats, en dehors de I’influence du nombre d’observations par
cellule, nous remarquons que le critere Cy fournit des résultats d’autant meilleurs
que p est grand.

TABLE 3

(p,a) || d* | (A?/o?) |d=0|d=1|d=2|d=3

GA 0] 0 [80%[20%] - -
40| o0 [98%|7%]| - -
BAH[0] 0 |98%| 2% | - -
@[ 0] 0 (9% 1% | - -
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TABLE 4
(pa) || @* | (\?/o?) |d=0|d=1|d=2 d=3
Ga) [ 1] 01 |50% 4% [5% | -
GH T 1 186 % [11% | 2%
GAH 1] 2 88 % |12% | -
04 [ 1] 01 [74%]|23%][3% | -
a1 1 | 1% %% |[14%] -
w1 2 189 % |11% | -
54) | 1] 01 [84%[16%] - -
BHT 1] 1 T 9%6% | 4% | -
BH T 2 197 % | 3% | -
@n ] 1] 01 [B8%] 1% | - §
@aH 1] 1 | 2% |98% | - -
@)1 2 T {100% | - :
TABLE 5

(p.a) || d* | (2/0%) |d=0|d=1]|d=2|d=3
G 2] 01 | - [58%[42%]5%
GO 2] 05 | - | - [86%|14%
GoH 2 1 T [92% | 8%
04 2] 01 | - |[B%|[5%[1%
2] 05 | - |10%|%%]| 5%
(10,4) || 2 1 - - 9% % | 4%
(15,4) || 2 0.1 - 83 % | 17T % -
G 2] 05 | - |24%[7a%]| 2%
Ba 2] 1 1% (9% | -
@04 [ 2] 01 [ 2% [92%]6% | -
@042 05 | - |[5%[54%]| 1%
@42 1 A% |96 % | -

55
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5. Conclusion

La résolution de problémes concrets, comme le choix de modeles dans une
analyse de la variance avec une observation par cellule, pose souvent la question
de la validité des résultats asymptotiques. Sans perdre de vue la puissance de ces
derniers, nous avons réexaminé les hypothéses de la théorie asymptotique pour
proposer des solutions & ces problemes.

Tout en répondant & un besoin pratique, notre étude sur le parametre d’échelle
du M LG reste relativement pauvre quant a son champ application. Enfin, au dela du
modele (M) d’analyse de la variance, I’introduction du modele linéaire généralisé
au second paragraphe permet 1’étude asymptotique dans nombre d’autres modeles
et sans doute une ouverture a d’intéressantes autres investigations.

Nous remercions les rapporteurs de cet article et J.-B. Denis pour leurs
nombreuses remarques qui ont permis d’améliorer ce travail.
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