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RESUME

Les plans d’expériences sont de plus en plus utilisés pour étudier des phénomenes
physiques complexes mettant en jeu de nombreuses variables. Nous décrivons, dans cet article,
le logiciel VANED (Variance ANalysis of Experimental Designs) qui permet d’analyser tout
type de plans d’expériences orthogonaux ou non. Il réalise I’analyse de variance d’un modele
linéaire général, c’est-a-dire qui met en jeu a la fois des facteurs (variables discrétes ayant
plusieurs niveaux), des covariables (variables continues) et leurs interactions.

Comme ces calculs sont réalisés sur un ordinateur qui utilise une arithmétique approchée,
dite a virgule flottante, nous montrons I’intérét d’une validation numérique des algorithmes. En
effet, compte tenu de la propagation des erreurs d’arrondi dues a cette arithmétique, les résultats
fournis peuvent étre erronés. L’implantation de 1a bibliothéque CADNA (Control of Accuracy
and Debugging of Numerical Applications) a permis 1’étude, d’une part, de la sensibilité des
résultats aux arrondis de calcul et, d’autre part, de I’influence des arrondis de mesures sur la
précision des résultats fournis.

Mots-clés : Plans d’expériences, analyse de variance, validation numérique, propagation des
arrondis de calcul.

ABSTRACT

Experimental designs are more and more used in order to study complex physical
phenomena that can involve many variables. In this paper, the software VANED (Variance
ANalysis of Experimental Designs) is described. VANED is able to analyse any type of
experimental design (orthogonal or not) and implements a variance analysis of the general
linear model attached to the experimental design. In this way, factors (discrete variables),
cofactors (continuous variables) and their interactions can be taken into account.

As this variance analysis is performed on a computer, results may be influenced by round-
off error propagation. In order to validate results furnished by VANED, the CADNA library
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(Control of Accuracy and Debugging for Numerical Applications) has been implemented.
Firstly, the influence of round-off error propagation on the accuracy of results has been studied.
Secondly, the effects of the way of rounding-off data are shown.

Keywords : experimental design, variance analysis, numerical validation, round-off error
propagation.

Introduction

Les plans d’expériences sont de plus en plus utilisés pour étudier des
phénomenes physiques complexes mettant en jeu de nombreuses variables. En ef-
fet, aprés un nombre limité d’expériences, I’analyse de la variance résiduelle permet
de déterminer si telle variable ou telle interaction entre variables a une influence
significative sur le phénomene physique étudié et de quantifier cet effet.

C’est dans ce but que le logiciel VANED (Variance ANalysis of Experimental
Design) a été développé. 1l présente 1’ originalité de permettre I’analyse de tout type
de plans d’expériences. Les plans peuvent étre orthogonaux ou non et peuvent faire
intervenir :

— des facteurs (variables discretes ayant différents niveaux),
— des covariables (variables continues),

— des interactions entre facteurs,

— des interactions entre une covariable et des facteurs.

Dans la premiére partie de cet article, nous résumons les bases statistiques
de I’analyse de variance d’un modele linéaire général. Apres avoir construit le
modele complet, puis parcouru de maniere exhaustive le treillis de sous-modeles,
nous déterminons le modele de variance minimale ainsi que le meilleur parcours du
treillis pour atteindre ce modele. Nous dressons alors le tableau d’analyse de variance
et déterminons le modéle optimal, c’est-a-dire le meilleur modéle admissible du point
de vue statistique.

Comme nous le montrerons dans la derniére partie, une telle analyse est délicate
car la détermination du modele optimal repose sur le calcul des valeurs des variances
résiduelles. Le choix du meilleur modéle se fait alors par rapport aux valeurs des
différences entre ces variances. Or, ces dernieres sont calculées par I’ordinateur qui
utilise, non pas une arithmétique exacte, mais une arithmétique approchée dite a
virgule flottante. Ainsi, a chaque opération arithmétique, le résultat est entaché d’une
erreur d’arrondi qui, comme nous le verrons, peut nous conduire a des résultats
faux (variance négative!) et les conclusions qui en découlent sont erronées. Afin
d’étudier I’influence de la propagation des arrondis de calcul, nous avons implanté
la bibliotheque CADNA [4, 2, 8] dans le logiciel VANED. Dans la seconde partie de
I’article, nous présentons bri¢vement cette bibliotheque CADNA, ses fondements et
sa mise en ceuvre. Cette bibliotheque implante la méthode CESTAC [5, 7, 9]. Elle
permet ainsi de vérifier le bon déroulement des calculs et de connaitre la précision
des résultats compte tenu, d’une part, de la propagation des arrondis de calcul et,
d’autre part, des arrondis des données mesurées. Cette derniere possibilité est trés
importante pour I’analyse de la variance car les données expérimentales (comme
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les mesures des réponses et des covariables) sont toujours considérées comme des
valeurs exactes alors que, en pratique, elles sont recueillies et utilisées avec un nombre
limité de chiffres. Or ces arrondis de mesure peuvent aussi conduire & des conclusions
erronées.

La troisiéme partic montre un exemple d’utilisation du logiciel VANED et
illustre I’intérét d’implanter la bibliotheque CADNA dans ce type d’analyse. En
particulier, nous comparerons les résultats obtenus et leur précision associée lorsque,
d’une part, seule la propagation des arrondis de calcul est prise en compte et, d’autre
part, lorsque nous considérons les arrondis des mesures.

1. I’analyse de variance d’un modéle linéaire général

Un exemple simple et aisément généralisable suffit a illustrer les principes sur
lesquels est fondée 1’analyse de variance réalisée par le logiciel VANED.

Soit un phénomene physique Y sur lequel les facteurs A, B et la covariable
Z, sont supposés intervenir. La réponse d’une expérience doit alors pouvoir s’écrire
comme :

Yijr =M+ a; + bj +cij + (d + ei)z,-jT + Eijr (1.1)

ol ¢ est le ¢° niveau du facteur A, j, le j© niveau du facteur B et r, le r* essai.

Ceci définit un modele qui peut étre représenté symboliquement, en omettant
le terme d’erreur €;;, par :

Y =Zy(1+ A+ B+ AB)+ Z;(1+ A) (1.2)

Ce modele est considéré comme le modele complet.
11 contient les actions suivantes :
—d’ordre 0 : Zg = 1 (considérée comme covariable) et la covariable 71,

—d’ordre 1: ZgA = A, ZoB = B (les facteurs A et B) et Z1 A (I’interaction
entre Z1 et A),

— ZoAB = AB (Iinteraction entre les facteurs A et B).

Le but de I’analyse est de déterminer, parmi les sous-modeles du modele
complet (1.2), le sous-modele le plus simple qui permet une <<bonne>> estimation
des réponses y;;.. Les sous-modeles considérés par VANED sont ceux obtenus en
supprimant toutes les actions présentes jusqu’a 1’obtention du sous-modele vide
Yijr = €ijr, Teprésenté symboliquement par Y = 0. On obtient ainsi, dans I’ensemble
des sous-modeles du modele complet, une relation d’ordre qui lui donne une structure
de treillis. Le treillis attaché au modele complet (1.2) est représenté par la figure 1.
Pour construire ce treillis, on applique la régle suivante (dite «régle de hiérarchie
entre les actions») : une action d’ordre n impliquant une covariable n’est présente
dans un sous-modele que si toutes les actions d’ordre inférieur a n qui la composent
et qui impliquent la méme covariable y sont elles aussi présentes. Ainsi, Y = Z; A
etY = Zp(1+ A + AB) sont des exemples de sous-modeles non admissibles.
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F=%l+a)] [f=%0+8)]
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FIGURE 1
Schéma du treillis de sous-modéles

Chaque sous-modele i du treillis (i, numéro attribué a chaque sous-modéle
admissible) peut étre écrit sous une forme matricielle :

Y = XWAW 4 EO (1.3)

-X éi) est la matrice des actions (facteurs, covariables et interactions) codées
en disjonctif complet (pour les facteurs et les interactions) attachée au sous-modele 3
dont le nombre de lignes doit &tre strictement supérieur a son rang.

- Aﬁ') est la matrice colonne des coefficients inconnus,

— E® est la matrice colonne des termes d’erreur soumis aux hypotheses de
Gauss-Markov (normalité, Esp(E(®) = 0, Var(E")) = o2 I o o est la variance
d’erreur et I, la matrice identité).

Si M;, est sous-modele de M;,, 1) attachée au sous-modéle M;, est une

sous-matrice de X" attachée a M;,.
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Le probleme est que, en général, Xg) n’est pas de rang maximal. Cet état de
fait est di & deux causes possibles :

1) une confusion d’actions. Il faut alors déterminer et éliminer les actions
redondantes pour pouvoir faire 1’analyse.

2) une présence de facteurs. On introduit des relations de centrage entre les
éléments des facteurs de Ag’) pour rendre la matrice X () de rang maximal.

Ces relations de centrage conduisent 2 un modele équivalent :
Y = XWA0 4L O (1.4)

ou, maintenant,

— X est 1a matrice de rang maximal des actions codées en disjonctif réduit
(les covariables sont gardées telles quelles),

— A egt 1a matrice colonne des coefficients réduits inconnus.

Compte tenu des hypothéses de Gauss-Markov, I’application du principe de
maximum de vraisemblance conduit a la méthode des moindres carrés :

— I’estimation des coefficients est donnée par :
AD) = ((X®x@) T ex @y,

En utilisant les relations de centrage, on peut aisément calculer Ag).
— I’estimation des réponses est obtenue par :

YO = XDA0 = XO (txOx0) T txOy,

— les termes d’erreur sont évalués par :

B0 =y - YO = {1 - X® (t(xOx®) " exO1y.

—la somme des carrés des erreurs (somme résiduelle des carrés), R®, peut étre
évaluée par :

RO —t EO*E®* —ty { I- X0 (rX®XD) r X(i)}y
(d’autres expressions équivalentes sont données en annexe A)

Les formules précédentes s’appliquent a chaque sous-modele du treillis. Pour
déterminer le modele le «meilleur», nous allons rechercher le modele de variance
minimale. Pour cela, on calcule les R(*), sommes résiduelles des carrés correspondant
au 7° sous-modele. Connaissant le nombre N d’essais, le nombre yg) de colonne
de X® @ est le nombre de degrés de liberté (ddl) expliqués du modgle ),
N — Vg) = 1(;) est alors le nombre de ddl résiduels du sous-modele 7. La variance

_ (®)
résiduelle du i€ sous-modle est alors V(¥ = - On détermine alors le sous-modele
Vg
R(MR)

My, possédant la variance résiduelle minimale V(Mr) = -
Vr
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Ce modele de variance minimale n’est pas toujours le modele «optimal». Il peut
introduire des facteurs ou des interactions qui ont une probabilité faible d’intervenir
dans le processus physique étudié. Aussi on va chercher a établir un classement entre
les actions. Pour cela, on détermine le meilleur chemin dans le treillis pour aller
du sous-modele vide M(® au sous-modele My. Le sous-modele vide M(?) est tel
que le nombre de ddl résiduels est I/g)) = N et la somme résiduelle des carrés est
R =t Y'Y Sur ce chemin, choisissons les sous-modeles M (¥) numérotés de 0 2 m
dans I’ordre ol on les rencontre. Au sous-modele M (*), correspondent une somme

résiduelle des carrés R(*) et un nombre de ddl résiduels ug“).

Posons : ARy = R® — RO et Avgy = vl — vl (k # D).

Si k < I, c’est-a-dire M*) est un sous-modele contenu dans M®, on a :
ARy > 0et Avg > 0.

On a alors :

I/g)) = Avgy + Avig + - AVp_1)m + I/I(%MR) et

R©® = ARy + ARz + -+ AR(s—1ym + RMR).
Cette décomposition de la somme des carrés est indépendante des relations de
centrage adoptées.

11 résulte alors du théoréme de Cochran et des hypotheses de Gauss-Markov
que :

—les ARy, et R®Mr) sont stochastiquement indépendants,

— ARy, est distribué suivant une loi de 02x?(Avg, 6x1). Le parametre de
décentrement 6x; est nul si et seulement si les coefficients présents dans M @ et
absents dans M (¥) sont tous nuls.

Si on fait I’hypothése que la loi o2x2(v %) §(Mr)) selon laquelle R(M) est
ARk[ V%MR)
RMR) Avy
une loi de Fischer-Snedecor non centré F(Avy, y%MR), 0x1). Cette loi constitue une
fonction discriminante pour tester 1’hypothése de la nullité de 6k, c’est-a-dire la
nullité des coefficients présents dans M () et absents dans M (¥). En général, il existe
plusieurs chemins possibles dans le treillis pour aller du sous-modele M (9 au sous-

modele Mp. Or la décomposition de la somme des carrés dépend du chemin choisi
(sauf dans le cas particulier des plans orthogonaux).

distribué est telle que 8Mr) = (), alors ¢y = est distribué selon

Pour adopter le «meilleur» chemin, VANED procéde comme suit :

— dans le sous-treillis défini par M (®) et Mg, nous cherchons le sous-modéle
M tel que, F étant une loi de Fisher-Snedecor centrée avec VI({MO) — uf%Ml) ddl
RMo) _ p(Mi) VJ(QMR) .
I/;MO) _ V%Ml) R(MR) ’
probabilité P(F < ¢;) soit maximale (ou dans le cas oll les probabilités sont égales,
tel que ¢, ait la valeur maximale),

au numérateur et VI(%MR) ddl au dénominateur et ¢p; =
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—dans les 2 sous-treillis définis par M ) et My, puis M; et Mg, nous détermi-
RM) _ p(Mz) Vl(iMR)

VI(QMI) _ V;MZ) RWMR)

nons les sous-modeles M, et M3 respectivement tels que ¢po =

R(Ms) _ p(Mr) I/gMR)
o0 =m0

aient chacun la probabilité maximale.

— et ainsi de suite jusqu’a obtention du chemin choisi.

Ayant établi un classement entre les actions, on peut dresser un tableau d’ analyse
de variance du modele de variance minimale Mp. Les différentes actions apparaissent
dans I’ordre du chemin précédemment trouvé qui va des actions les plus probables
aux moins probables. Alors, en remontant le chemin depuis Mg, on adopte le modele
définitif, appelé modele «optimal» : celui pour lequel toutes les contributions des
actions ont une probabilité acceptable pour F compte tenu du classement des actions.

Pour le modele «optimal», VANED établit le tableau d’analyse de variance
correspondant, calcule 1’estimation 1/4\0 des coefficients non réduits (les estimations
de ces coefficients sont liées par les relations de centrage), I’ estimation Y des réponses,
I’évaluation E* = Y — ¥ des termes d’erreur, l’estimatigg de la variance de I’erreur
et la matrice des variances-covariances des éléments de A..

Remarque

On peut noter qu’il peut exister des sous-modeles plus complets que Mg,
compris dans le treillis de sous-modeles entre Mg et le modele complet.

Soit 2, un de ces sous-modeles. En comparant Mg 2 2, on a :

(Mr) _ p(@) (@)
¢= R(M ) R(m V?n) <1
vp ¥ —vp R

L’ adoption, pour les calculs, du modéle de variance minimale revient donc a
«pooler» avec le résidu tous les effets qui correspondent chacun & F inférieur a 1.

2. La bibliotheque CADNA : fondement et mise en ceuvre

Pour faire I’analyse de la variance avec VANED, comme lors de 1’exécution de
tout code scientifique, nous utilisons un ordinateur qui travaille avec une arithmétique
approchée, appelée arithmétique a virgule flottante. En effet, comme la représentation
des nombres en machine se fait avec un nombre fini de bits, tout résultat d’opération
arithmétique f € R ne peut généralement pas étre représenté exactement par
I’ordinateur. Le résultatinformatique, F' € F (F, ensemble fini des réels représentables
en machine) est un arrondi de f, arrondi obtenu arbitrairement suivant le mode
d’arrondi choisi (au plus pres, vers zéro, vers +o0o ou vers —oo). Du fait de cet arrondi,
I’arithmétique a virgule flottantte n’est qu’une approximation de I’arithmétique
exacte.
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Si, maintenant, f € R est le résultat exact obtenu au bout de n opérations
arithmétiques exacte, 1’ordinateur fournit un résultat ' € [F entaché d’erreurs
d’arrondi. Il a été montré [3] que tout résultat informatique F' peut se modéliser
au premier ordre en 2P par :

Frf+) gi(d)2™ o (2.1)

=1

p étant le nombre de bits avec lequel la mantisse du nombre réel est codée (24 en
simple précision, 53 en double précision), g;(d) étant des coefficients ne dépendant
que des données du calcul et de 1’algorithme de calcul et o; étant les quantités perdues
lors des arrondis. Cette relation est établie en supposant que les exposants et signes
des résultats intermédiaires étaient indépendants des «;, ce qui est vérifié dans la
pratique.

Ainsi, lorsqu’un programme de calcul est exécuté par un ordinateur, tout résultat
fourni par la machine est toujours irrémédiablement entaché d’une erreur dite «erreur
de calcul» résultant de la propagation des erreurs d’arrondi tout au long des calculs
effectués. Cette erreur peut étre telle que le résultat fourni soit faux.

La bibliotheque CADNA (Control of Accuracy and Debugging for Numerical
Applications) [4, 2, 8] est une bibliotheque au sens informatique du terme, c’est-
a-dire un ensemble de fonctions et de sous-programmes qui peuvent «équiper»
des programmes informatiques. Avec un minimum de modifications du code, cette
bibliothéque a pour but principal de répondre a la question suivante :

Quelle est ’erreur de calcul commise par I’arithmétique a virgule flottante sur
les résultats fournis par un programme quelconque exécuté sur ordinateur?

Pour cela, CADNA implante de maniére synchrone la méthode CESTAC
(Contrdle et Estimation Stochastique des Arrondis de Calculs) définie par M. La
Porte et J. Vignes en 1974, puis généralisée par ce demier [5, 7, 9]. 1l s’agit d’une
approche probabiliste du probleme de 1’estimation de la propagation des arrondis de
calcul.

On peut résumer trés simplement 1’idée majeure sur laquelle repose la méthode
CESTAC. Elle consiste a exécuter plusieurs fois en parallele le méme programme de
calcul en propageant différemment les erreurs d’arrondi a I’aide d’une arithmétique
aléatoire. On obtient ainsi, pour un méme calcul, des résultats différents. La partie
commune a tous les résultats représente la partie fiable, 1’autre étant la partie non
significative.

L’arithmétique aléatoire consiste a retenir aléatoirement pour tout résulat F,
’un des deux arrondis possibles F~ ou F'* (arrondis par défaut ou par exces) avec
la méme probabilité 0, 5. C’est le mode d’arrondi aléatoire.

Avec ce mode d’arrondi, on génere o; €] — 1, +1[. Comme ce nouveau mode
d’arrondi nécessite un générateur aléatoire, un méme programme supposé fournir un
résultat unique, exécuté N fois, fournira N valeurs différentes du résultat unique.

On obtient donc un échantillon de taille N de la variable aléatoire F' modélisée
par (2.1) ou les «; sont des variables aléatoires indépendantes équidistribuées. La
distribution des ; est uniforme sur | — 1, 4+1[ donc centrée.
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Les deux conséquences majeures sont :

1) I’espérance mathématique de la variable F' est le résultat mathématique
exact f,

2) la distribution de F' est quasi-gaussienne.

L’estimation de la précision de F consiste 2 estimer la variance d’une variable
aléatoire gaussienne. A partir d’un échantillon d’une variable gaussienne, le test de
Student fournit un intervalle de confiance pour I’espérance de cette variable avec un
seuil de probabilité donné .

Appliqué a notre probléme, on sait donc que :

VB € [0,1],3r3(N —1) e R telque:

P (|F— fl < 3’—(%—%}23> — (22)
avec
- 1 ¥ 1 u = 2
F==) F et s=-—3 (F-F) (2.3)
i=1 i=1

7(N — 1) est une variable de Student a (N — 1) ddl et 75(N — 1) le quantile d’ordre
(3 associé, qu’on notera aussi 7.

Sous une probabilité 3, le nombre de chiffres significatifs exacts de F', c’est-
a-dire le nombre de chiffres décimaux significatifs communs a F' et & f, est majoré
par:

VN.|F]|
R | — 1], 2.4
Cr 0910 ( 575 (24)
En pratique, ceci est fait automatiquement par CADNA avec N = 2 et

B =0,95.

Pour N = 2, 75(1) = 12, 706. Le choix de N = 2 correspond & un compromis entre
le temps de calcul et la précision des tests.

Le but de I’arithmétique aléatoire n’est pas d’améliorer la précision du résultat
mais seulement de faire propager différemment les erreurs d’arrondi pour ensuite, a
partir de N valeurs du résultat, pouvoir estimer son nombre de chiffres «significatifs»
exacts.

L’implantation de CADNA consiste en fait 2 remplacer I’arithmétique déter-
ministe de la machine par une arithmétique aléatoire et de faire effectuer chaque
opération arithmétique N fois (N = 2) avant d’effectuer la suivante.

Ainsi tout se passe comme si N programmes identiques se déroulaient en
simultanéité sur N ordinateurs synchronisés, utilisant chacun une arithmétique
aléatoire. Aussi a-t-on, pour tout résultat d’opération arithmétique, N représentants
a partir desquels on calcule la moyenne et 1’écart-type. En utilisant I’équation (2.4),



42 S. GUILAIN, D. BENOIST

on peut estimer le nombre de chiffres décimaux significatifs de tout résultat de toute
opération arithmétique et 1’on peut alors analyser, pas a pas, la propagation des erreurs
d’arrondi.

Cet outil d’implantation automatique de la méthode CESTAC permet a un
utilisateur de faire exécuter son programme de calcul scientifique en arithmétique
aléatoire sans avoir a réécrire, ni méme a modifier notablement son programme initial.
Un tel outil a pu étre créé grace au langage Fortran 90. Le Fortran 90 permet notamment
de créer des types nouveaux qui peuvent étre manipulés a1’aide d’opérateurs que I’on
crée également. De plus, le symbole représentant I’ opérateur créé, peut étre pris parmi
les symboles des opérateurs du langage. En d’autres termes, ce langage permet de
faire, ce que 1’on appelle la surcharge des opérateurs existants. Grice a ces propriétés
nouvelles du langage, la bibliotheque CADNA a pu étre développée et est actuellement
utilisable pour les programmes écrits en Fortran?® .

Ainsi un nouveau type, le nombre stochastique, a été créé : il n’est rien d’autre
qu’un N-uplet (N = 2) d’éléments en virgule flottante perturbés. Tous les opérateurs
arithmétiques (4, —, *, /) ont été surchargés de telle sorte que, lorsqu’un tel opérateur
est exécuté, les opérandes sont des N-uplets et le résultat rendu est un N-uplet
aléatoirement perturbé. Les opérateurs dits de relation (>, >, <, <, =) ont été
surchargés également. Toutes les fonctions utilisables dans des programmes écrits
en Fortran 77 (SIN, COS, EXP, ...) ont été également surchargées. De méme, les
instructions d’entrée-sortie ont été modifiées, notamment 1’instruction d’impression
qui fournit comme résultat la moyenne du NV -uplet écrite avec uniquement son nombre
de chiffres décimaux significatifs.

Par ailleurs, CADNA permet d’évaluer I’influence des erreurs de données sur
les résultats de programme de calcul scientifique. En effet, les données mises en jeu
dans les programmes proviennent de mesures expérimentales et, par conséquent, sont
entachées d’erreurs. Dans la pratique, nous pouvons distinguer deux types d’erreurs
expérimentales :

1) «les incertitudes de mesures» : ces incertitudes sont liées aux méthodes et
aux appareils de mesure et sont dues a des perturbations extérieures non maitrisées,

2) «les erreurs d’arrondi de mesure» : lors du relevé des mesures, 1’expérimen-
tateur est souvent amené a arrondir le résultat si bien qu’il ne mentionne sur la feuille
d’essai qu'un nombre limité de chiffres. Ce procédé engendre une perte d’information
que nous appelons «erreurs d’arrondi de mesure». De méme, lorsque la mesure est
automatisée, suivant le type de convertisseur analogique-numérique (16, 32 bits, ...)
et suivant le format d’écriture de la mesure sur les fichiers, une erreur similaire est
faite.

Ces deux types d’erreurs peuvent généralement étre considérées comme des
variables aléatoires centrées sur une valeur nulle.

Dans le cas général, il convient de tenir compte des deux types d’erreurs pour
étudier leurs effets sur les résultats et leur précision associée. Dans le cas particulier de
I’analyse de variance, le calcul des sommes résiduelles des carrés R(*) nous permet
d’estimer la variance de ces erreurs. En spécifiant les erreurs d’arrondi de mesure
qui sont connues de I’expérimentateur, nous pouvons étudier I’influence de ce type

1 Une version écrite en ADA existe aussi. La version en C' + + est en cours de développement.
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d’erreur sur les résultats et leur précision. Si ces erreurs sont suffisamment falbles
nous pourrons estimer la variance de I’incertitude de mesure.

Pour pouvoir estimer I’influence des incertitudes des données sur les résultats
fournis par les programmes de calcul, il a été montré que I’ approche stochastique est
utilisable. Nous résumons ici brieévement les principaux résultats énoncés dans [2].

L’erreur p; sur une donnée est considérée comme 1’écart-type de 1’arrondi
de mesure (dans le cas général, p; est I’écart-type de I’erreur globale de mesure).
I est démontré qu’un résultat informatique F' d’une suite finie et ordonnée de n
opérations arithmétiques a partir de d données entachées d’erreurs de mesure p; et
d’une stimulation aléatoire de cette erreur, v;, exécutée avec I’arithmétique aléatoire,
est formalisé au 1°* ordre par :

d

F o= f+) m(d)27?(pi+vi)+
i=1

zn: gi(d)2_p0li
=1

(2.5)

n;(d) est une fonction qui ne dépend que des données.

La premiere quantité sous le signe somme représente I’ erreur due a I’imprécision
des données, la seconde représente 1’erreur due a la propagation des erreurs d’arrondi
de calcul.

Dans la pratique, deux cas peuvent se rencontrer :

— on possede, pour chacune des d données, plusieurs valeurs différemment
entachées d’erreur de mesure. Dans ce cas, les N(N = 2) exécutions du programme
avec I’arithmétique aléatoire se font en prenant IV valeurs différentes pour chacune
des données;

—on ne poss¢de qu’un seul jeu de données. CADNA définit la fonction data_st
pour perturber chacune des données d (donnée issue de 1’expérience) d’une erreur
relative de mesure p connue. Dans ce cas, chacune des exécutions du programme se
fait avec des données D définies par :

D =d(1+6p) (2.6)

6 étant une variable aléatoire uniformément répartie sur I’intervalle [—1, +1].

Ainsi, en implantant CADNA dans un programme, on peut estimer, avec la
formule (2.4), la précision de tout résultat informatique, compte tenu, d’une part, de
la propagation des erreurs d’arrondi et, d’autre part, de ’influence des incertitudes
des données. Dans le cas oil un résultat est non significatif (aucun chiffre commun
entre le résultat informatique F' et le résultat mathématique f), le résultat est appelé
«zéro informatique» [6] et est fourni comme @.0.

De plus, CADNA permet, en cours d’exécution d’un programme de contrbler le
bon déroulement du calcul. En effet, dés qu’une anomalie numérique — multiplication
ou division de nombres non significatifs ou test de relation d’ordre avec une variable
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qui est un «zéro informatique» — se produit, un message est écrit dans un fichier
particulier cadna_stability_f90.1Ist. A la fin de I’exécution du programme, I’ utilisateur
doit consulter ce fichier. S’il est vide, cela veut dire que le programme s’est déroulé
sans probleme. Il est ainsi validé d’un point de vue numérique et les résultats
sont fournis avec leur précision associée. S’il contient des messages, 1’utilisateur,
avec l'aide du débogueur associé au compilateur, retrouvera les instructions qui
sont la cause de ces anomalies numériques et devra réfléchir afin, éventuellement,
de les corriger. L’implantation synchrone de la méthode CESTAC réalisée par la
bibliotheque CADNA permet donc de valider en cours d’exécution tout programme
de calcul scientifique.

Remarque :

Le temps d’exécution, ainsi que la place mémoire d’un programme utilisant la
bibliothéque CADNA sont respectivement multipliés par un facteur 3 et 2, ce qui est
tout a fait acceptable compte tenu de I’intérét majeur qu’est la validation des résultats
des programmes. C’est 1a seule bibliotheéque existante capable de telles performances.

3. Exemple d’utilisation de VANED

En nous basant sur un exemple, nous allons décrire :
— les fonctionalités de VANED,
—les apports de la bibliotheéque CADNA pour I’analyse des plans d’expériences.
L’exemple concerne un plan d’expériences factoriel faisant intervenir :
— le facteur F1 a 4 niveaux (0,1,2,3),
— le facteur F2 a 3 niveaux (0,1,2),
—le facteur F3 a 3 niveaux (0,1,2).
Par ailleurs, une covariable C1 est mesurée.
En faisant 6 répétitions, nous obtenons un plan de 216 essais.
Afin de simuler les réponses, nous les avons calculées ainsi :

5. 6
o 1.10
R1 =132+ . | F1+ 0. F3+3-1073C1 +¢ (3.1)
0.3 6
_t3 ~1.10

ot 1a covariable C1 est calculée comme C1 = 1000 -+ 100 - ©, le terme d’erreur
g =107 - © et © est la loi normale centrée réduite N'(0, 1).

3.1. Les fichiers de données

Le logiciel VANED demande deux fichiers de données :

donres.dat : fichier d’essais. Ce fichier texte fournit les niveaux des facteurs,
puis les résultats de mesure des covariables et les réponses.
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dongen.dat : fichier contenant :

— le nombre de facteurs présents dans le fichier donres.dat, le nom de différents
libellés et le nom éventuel d’un fichier contenant la matrice de codage du facteur.
En effet, dans le cas ot les nombres d’occurences des niveaux du facteur ne sont
pas égaux, la matrice de codage par défaut ne permet pas d’adopter les relations de
centrage les meilleures. Celles-ci peuvent étre fixées librement par 1’ utilisateur.

— le nombre de covariables fournies par le fichier d’essai, leurs libellés et la
précision relative de I’erreur d’arrondi qui s’y rapporte,

— le nombre de réponses fournies dans le fichier d’essai, leurs libellés et leur
précision relative de I’erreur d’arrondi de mesure,

— le modele complet que I’on veut étudier,

— le mode de calcul de la somme résiduelle des carrés R() et la probabilité
minimale acceptable pour le modele optimal,

— 5 options d’impression :
1) écriture sur fichier ou a I’écran,
2) détail des calculs nécessaires au choix du modele de variance minimale,

3) détail de la recherche du meilleur chemin pour aller du modele vide au
modele de variance minimale,

4) comparaison des réponses estimées et mesurées,
5) matrice de variances-covariances des coefficients estimés.

Un extrait du fichier donres.dat correspondant a notre exemple est fourni dans
le tableau 1, le fichier dongen.dat, dans le tableau 2. Ainsi, nous voulons tester le
modele complet suivant, écrit sous forme symbolique :

Rl = 1+ F1+F2+F3+ F1F2+ F1F3+ F2F3+
+C1-(1+ F1+ F2+ F3)

TABLEAU 1
Extrait du fichier donres.dat

Facteurs C1 R1

000 1.04782594606320675e+03 2.13434878540304247e+01
001 1.17746693493007638e+03 2.17324008332641476e+01
002 9.52945075486151381e+02 2.10588250735012465e+01
010 9.07472452613332848e+02 2.09224271208162804e+01
o11 1.00015466055242609e+03 2.12004637784501710e+01
012 1.06372992822301467e+03 2.13911799066939885e+01
020 8.43105172615442826e+02 2.07293254813678054e+01
021 1.07001812113904543e+03 2.14100543001409278e+01
022 1.09737546332768170e+03 2.14921163677276397e+01
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TABLEAU 2
Exemple de fichier dongen.dat

FACT
3

F1
F2
F3
COVA
1
ci10
RESU

1

R1 0O
MODE
1+F1#F2+F1*F3+F2*F3 &
Ci1*(1+F1+F2+F3)

CALC

0 0.95

IMPR

20001

STOP

Dans cet exemple, les données sont considérées comme exactes. Nous fournis-
sons 15 chiffres significatifs pour les mesures de la covariable C1 et de la réponse R1
et la précision des erreurs d’arrondis de mesures sont mises a zéro. Seule une pertu-
bation au dernier bit de ces données est effectuée. Ainsi nous étudions uniquement
I’influence des arrondis de calcul.

3.2. Déroulement du calcul

Apres avoir lu les fichiers de données :

1) VANED établit la liste compléte des facteurs, des covariables et des
interactions a prendre en compte. Dans I’exemple présenté, il ajoute les facteurs F1,
F2 et F3 qui apparaissent dans des interactions sans avoir été envisagés de maniére
isolée («regle de hiérarchie entre les actions»).

2) si un nom de fichier est specifié pour un facteur, VANED lit la matrice de
codage dans ce fichier. Par défaut, la matrice choisie correspond a des relations de
centrage équipondérées.

3) VANED calcule les matrices de codage des interactions a partir d’un produit
de Kronecker des matrices de facteurs ou des interactions.

4) en utilisant les matrices de codage précédemment déterminées, il calcule la
matrice d’essai X codée en disjonctif réduit du modeéle complet.
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5) il vérifie que le plan peut étre analysé en calculant (*X X )_1. Si la matrice
est rendue singuliére, par une confusion d’actions par exemple, les relations entre les
divers facteurs sont fournies.

6) il établit la liste exhaustive des sous-modeles inférieurs au modele complet
en respectant la «régle de hiérarchie entre les actions». Dans notre exemple, 171 sous-
modeles forment le treillis de sous-modeles.

7) il calcule la somme résiduelle des carrés R(®) pour chacun de ces sous-
modeles suivant le mode de calcul choisi. Trois modes sont disponibles :

— par pivotage successif des actions depuis le modele vide,

— par pivotage, puis amélioration systématique de la précision du calcul en
évaluant la matrice des résidus des facteurs non considérés par le sous-modele,

~ par pivotage, puis amélioration de la précision du calcul lorsque le résidu
évalué par le pivotage est un «zéro informatique».

Ces modes de calcul sont détaillés en annexe A.

Remarque :

Nous avons implanté, dans un premier temps, la méthode classique de
«pivotage-dépivotage» [1] pour calculer les sommes résiduelles des carrés R(). Or
CADNA nous a montré que, dans de nombreux cas, comme nous déduisons la valeur
R(® d’un sous-modele 2 partir des calculs effectués auparavant, nous avons une pro-
pagation des arrondis de calcul. Cela conduit a ce que, apres le calcul d’un certain
nombre de résidus, beaucoup de résidus n’ont plus de chiffres décimaux significatifs
(«zéros informatiques»). En ne faisant que des pivotages depuis le modele vide, nous
limitons la propagation des erreurs d’arrondis.

8) a partir des valeurs R® , VANED détermine le modéele de variance minimale.
Dans le cas ot des résidus sont des «zéros informatiques», cela veut dire que, compte
tenu de la précision des calculs et des mesures, le résidu ne peut étre calculé de
maniere fiable. En assimilant ce «zéro informatique» 2 un zéro mathématique, nous
considérons que le résidu calculé est nul. Alors, pour déterminer le sous-modele de
variance minimale, VANED choisit le sous-modele Mg le plus simple parmi les sous-
modeles ayant un résidu nul. Si I’option d’impression correspondante est mise a 1,
VANED fournit pour chaque sous-modele du treillis la somme résiduelle des carrés,
le nombre de ddl expliqué et la variance résiduelle résultante.

9) il détermine alors le meilleur parcours du sous-treillis de sous-modeles pour
aller de My a Mpg. Si 'option d’impression correspondante est mise a 1, VANED
indique a I’utilisateur comment ce chemin a été établi suivant les tests de F.

10) il dresse le tableau d’analyse de variance du sous-modgle de variance
minimale,

11) il déduit de ce tableau d’analyse de variance le modéle «optimal» compte
tenu du seuil de probabilité et fournit le tableau d’analyse de variance correspondant.

12) pour le modele «optimal», il fournit I’estimation des coefficients A..
13) suivant les options d’impression correspondantes,
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- ilA fournit les valeurs des réponses mesurées, Y, et calculées par le modele
optimal Y, ainsi que la différence entre la réponse et son estimation, c’est-a-dire
une évaluation de I’erreur E*. Il donne Ia liste des expériences pour lesquelles cette
différence est supérieure a deux fois I’estimation de 1’écart-type du résidu.

— il dresse le tableau des variances-covariances des coefficients du modéle
optimal.

3.3. Influence de la propagation des arrondis de calcul

Pour étudier I’influence de la propagation des arrondis de calcul, nous avons
utilisé plusieurs versions de VANED qui implantent CADNA ou qui utilisent
I’arithmétique a virgule flottante usuelle et qui effectuent les calculs soit en simple
précision, soit en double précision. En spécifiant que I’erreur d’arrondi de mesure est
nulle pour les covariables et les réponses, la précision fournie des résultats ne dépend
que de la propagation des arrondis de calcul. Nous présentons dans les tableaux 3, 4,
5 et 6, les résultats de 1’analyse avec les diverses versions de VANED.

Il apparait que :

—les résultats calculés en double précision avec CADNA (tableau 3) permettent
de retrouver le modele initial. Comme le résidu est faible, il ne peut étre évalué. 11
s’agit donc d’un «zéro informatique». Les valeurs de F et des probabilités associées
ne peuvent donc plus étre calculées. La précision des coefficients du modele est tres
bonne (15 chiffres significatifs). On peut néanmoins observer une précision moins
bonne pour les coefficients de F3 et pour le second coefficient de F1 (8 chiffres
significatifs).

— lorsque les calculs sont effectués avec 1’arithmétique usuelle de 1’ordinateur
(arithmétique a virgule flottante, arrondie au plus pres) (tableau 4), le modele optimal
trouvé est le bon modele. Cependant, on peut remarquer que la somme résiduelle
des carrés est négative. Le bon choix du modele vient du fait que nous avons traité
R® < 0 comme un «zéro informatique». Donc, au lieu de chercher le modele de
variance minimale, nous prenons le sous-modele le plus simple parmi les modeles
ayant R(Y) < 0. En utilisant I’arithmétique usuelle, nous n’avons pas d’information
quant 2 la précision des résultats.

—les calculs en simple précision avec CADNA (tableau 5) ne permettent pas de
montrer que F3 a un effet significatif. Cet effet est si faible (10~°) que la précision des
calculs ne permet pas de le distinguer des arrondis de calcul ; le modéle optimal trouvé
aun résidu non significatif. La précision de résultat est de 5-6 chiffres significatifs. Le
second coefficient de F1 est trouvé comme un «zéro informatique», correspondant
au zéro mathématique des réponses simulées.

— lorsque les calculs sont effectués avec I’arithmétique usuelle en simple
précision (tableau 6), le facteur F3 n’est toujours pas trouvé comme intervenant dans
le processus. Les résultats sont fournis sans leur précision associée.

Dans tous ces cas, le modele de variance minimale est aussi le modele optimal.

Cet exemple illustre les difficultés que I’analyse de variance rencontre lorsque,
soit le terme d’erreur est faible ou soit lorsqu’un effet d’une action est faible en
comparaison avec les autres. Dans le cas d’un plan d’expériences plus important,
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c’est-a-dire ayant un plus grand nombre de ddl expliqués, ces conclusions seraient
encore plus nettes.

Remarque :

En implantant CADNA dans VANED, nous avons pu montrer que la somme
résiduelle des carrés pouvait ne plus étre significative, voire étre négative compte
tenu de la propagation des arrondis de calcul. Cela nous a conduit, d’une part, a
modifier les versions de VANED utilisant 1’arithmétique a virgule flottante : lorsque
des résidus R sont négatifs, nous les considérons comme non significatifs et, donc,
nous choisissons comme modele de variance minimale le modele le plus simple dont
le résidu est négatif. Sur I’exemple considéré, cette modification permet d’obtenir
le bon modele. Cependant, cette modification n’est pas une solution stire dans la
mesure ol des valeurs positives calculées en arithmétique usuelle peuvent aussi étre,
en fait, non significatives. D’autre part, ces résidus non significatifs ont conduit a
proposer une autre maniére de les calculer de fagon a augmenter leur précision. Cette
amélioration est décrite en annexe A.

3.4. Influence des arrondis de mesure

Examinons maintenant le cas ou les mesures des covariables et des réponses
ont ét€ arrondies : seuls les 5 premiers chiffres sont conservés. Le tableau 7 présente
un extrait du fichier donres.dat. En utilisant I’arithmétique usuelle, 1’ordinateur lit
21.343 dans le fichier, mais, s’il effectue son calcul en double précision, par exemple,
il va affecter a la mesure la valeur 21.343000000000. Le fait de compléter par des
zéros la fin du codage est arbitraire. La valeur 21.343458927084 est aussi 1égitime.

TABLEAU 3
Résultats obtenus en double précision en utilisant CADNA

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

|
| FACTEUR | Contributions | dd1r | F | P(F) |
1
i1 | 0.569227031121041E+006 | 1| 0.100000000000000E+055 | 0.100000000000000E+001 |
| F1 | 0.287897207166284E+004 | 3] 0.100000000000000E+066 | 0.100000000000000E+001 |
| c1 | 0.20065134668211E+002 | 11 0.100000000000000E+066 | 0.100000000000000E+001 |
| F3 | 0.1439853E-007 | 2 | 0.100000000000000E+055 | 0.100000000000000E+001 |
|
| Residu | €.0 1 209 | 1 I
|

ECRITURE DU MODELE

1 * 0.13199999918106E+002

Fi* 0.500000000626360E+001 -0.16016272E-007 0.3000000202016567E+000 —0.530000001044898E+001
Ci* 0.30000000817839E-002
F3* 0.1000418354E-004 0.11998196E-007 -0.1001618174E-004

temps ecoule : 11.0000000 s
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TABLEAU 4
Résultats obtenus en double précision sans utiliser CADNA

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

|

| FACTEUR | Contributions | ddi | F 1 P(F) I
|

l1 | 0.569227031121043D+05 | 11 0.100000000000000D+66 |  0.100000000000000D+01 |
| F1 | 0.287897207156285D+04 | 3 | 0.100000000000000D+56 |  0.100000000000000D+01 |
1 c1 | 0.200651346681886D+02 | 1| 0.100000000000000D0+56 |  0.100000000000000D+01 |
| F3 | 0.143985410261394D-07 | 2 | 0.100000000000000D+65 |  0.100000000000000D+01 |
|

| Residu | -0.618882722847047D-11 | 209 | | |
|

ECRITURE DU MODELE

Ri=

1 % 0.13199999918108227D+02

Fi* 0.50000000052636020D+01 ~.16016282661761693D-07 0.30000002020166194D+00 -.53000000104489811D+01
C1* 0.30000000817826025D-02

F3* 0.10004183538291425D-04 0.11998198717641697D-07 -.10016181737008967D-04

temps ecoule : 4.0000000 s

TABLEAU 5
Résultats obtenus en simple précision en utilisant CADNA

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

|

| FACTEUR | Contributions | dd1 | F | P(F) |
|

I 1 | 0.6692269E+05 | 11 0.1000001E+36 | 0.1000000E+01 |
| F1 | 0.2878971E+04 | 31 0.1000001E+36 | 0.1000000E+01 |
| c1 | 0.2006E+02 | 11 0.1000001E+36 | 0.1000000E+01 |
|

| Residu | 0.0 o211 | 1
|

ECRITURE DU MODELE

Ri=

1% 0.131997E+02

Fi# 0.4999999E+01 .0 0.299998E+00 -0.5299998E+01
Cix 0.30002E-02

temps ecoule : 10.0000000 s

En perturbant les données mesurées en fonction de I’incertitude relative de
I’arrondi de mesure (10~°) avec la fonction data_st, CADNA permet de tenir compte
de ’'influence de cet arrondi.

Les résultats présentés dans les tableaux 8 et 9 montrent que :

— P'arrondi des mesures a 5 chiffres ne permet plus & VANED de déterminer
I’effet de F3 : cet effet est inférieur a I’influence des arrondis de mesure,

— suite & 'arrondi des mesures, la variance du résidu n’est plus un «zéro
informatique», mais est positive et significative,
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TABLEAU 6

Résultats obtenus en simple précision sans utiliser CADNA
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ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

FACTEUR |

Contributions

ddr |

F |

P(F)

1 |

0.5692269E+05
0.2878973E+04
0.2006320E+02

- W e

0.1883092E+10 |
0.3174698E+08 |
0.6637222E+06 |

o o o

.1000000E+01
.1000000E+01
.1000000E+01

0.6378174E-02

211 1

|
|
I
|
| Ft |
I
|
1
I

temps ecoule :

ECRITURE DU MODELE

1+ 0.1320008E+02
Fi* 0.5000001E+01
Cix 0.2999916E-02

3.0000000 s

0.7162667E-06

0.3000006E+00

-0.5300002E+01
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TABLEAU 7
1047.8 21.343 |
1177.5 21.732 |
952.9 21.059 |
907.5 20.922 |
1000.2 21.200 |
1063.7 21.391 |
843.1 20.729 |
1070.0 21.410
1097.4 21.492

Extrait du fichier donres.dat apreés arrondi des mesures

— le modele de variance minimale n’est pas le modele optimal : les tests de F
ont permis ensuite d’éliminer les actions qui n’étaient pas probables.

—les résultats fournis ont une trés bonne précision sil’on ne tient pas compte des
arrondis de mesure alors que, si on on en tient compte, les contributions des actions
sont connues avec 1 ou 5 chiffres significatifs suivant les actions et les coefficients des
actions du modele optimal sont connus avec 5 chiffres significatifs (sauf le second de
F1, qui n’a qu’un chiffre).

Conclusion

Cet article présente le logiciel VANED qui :
— analyse tout type de plan d’expériences orthogonaux ou non,

— tient compte de facteurs, de covariables et de leurs interactions éventuelles,
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TABLEAU 8
Résultats obtenus en double précision en utilisant CADNA,
les données étant arrondies, mais ces arrondis de mesure
n’étant pas considérés

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE DE VARIANCE MINIMALE

I

| FACTEUR | Contributions I dd1 | F | P(F) |
|

I 1 | 0.569226729511296E+005 | 1 | 0.650465E+012 | 0.100000000000000E+001 |
| F1 | ©0.287896108157406E+004 | 3 | 0.109661E+011 | 0.100000000000000E+001 |
| c1 | 0.200652062096E+002 ] 1 | 0.229289E+009 | 0.100000000000000E+001 |
I F3 | 0.48773655E-006 { 2 | 0.278672E+001 | 0.934627E+000 ]
| F2 | 0.13741211E-006 | 2 | 0.785118E+000 | 0.540016E+000 |
| F2%C1 | 0.411116877E-006 | 2 | 0.234895E+001 | 0.900111E+000 1
| F2#F3 | 0.396071716E-006 | 4 | 0.113149E+001 | 0.666774E+000 |
| F1%F2 | 0.5897679844E-006 | 6 | 0.112321E+001 | 0.648573E+000 |
I

| Residu | 0.170645E-004 | 195 | I |
|

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

|

| FACTEUR |  Contributions | dd1 | F | P(F) |
I

11 | 0.569225729511296E+006 | 1 | 0.629270E+012 | 0.100000000000000E+001 |
| F1 | 0.287896108167406E+004 | 3 | 0.106088E+011 | 0.100000000000000E+001 |
| c1 | 0.200662062096E+002 | 1 | 0.221817E+009 | 0.100000000000000E+001 |
|

| Residu | 0.190866E-004 | 211 | | !
l

ECRITURE DU MODELE

Ri=

1 * 0.1320005183587E+002

Fi* 0.499999270635939E+001 -0.1498991004E-004 0.30001319693862E+000 -0.529999091338797E+001
Ci* 0.299993042573E-002

temps ecoule : 12.0000000 s

— vérifie, avant ’analyse de la variance, qu’il n’existe pas de confusion entre
les actions,

— a partir d’une analyse exhaustive de 1’ensemble des sous-modgles inférieurs
au modele complet fourni par I’ utilisateur, détermine le modele de variance minimale
et en déduit le modele optimal,

— fournit les coefficients du modele optimal, ainsi que la matrice des variances-
covariances entre ces coefficients,

— permet la comparaison des réponses mesurées et résultantes du modele
optimal.

En implantant la bibliothéque CADNA dans le logiciel VANED, nous avons pu
mettre en évidence que la méthode classique de «pivotage-dépivotage» peut conduire
a une perte progressive et rapide de la précision des sommes résiduelles des carrés
sur lesquelles sont basées nos analyses. Aussi, compte tenu de ces conclusions, nous
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TABLEAU 9
Résultats obtenus en double précision en utilisant CADNA,
les données étant arrondies et les arrondis de mesure
étant pris en compte

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE DE VARIANCE MINIMALE

I

| FACTEUR | Contributions | dd1r | F | P(F) |
|

I1 | 0.56922E+006 | 1| 0.64E+012 | 0.100000000000000E+001 |
I F1 | 0.2B789E+004 | 3 | 0.10E+011 | 0.100000000000000E+001 |
I c1 | 0.20066E+002 | 11 0.22E+009 | 0.100000000000000E+001 |
| F3#C1 | 0.3E-006 I 2 | 0.2E+001 | 0.87E+000 1
| F2 | 0.1E-006 I 2 | 0.7E+000 | 0.5E+000 |
| F2¢c1 | 0.B5E-006 | 2 | 0.3E+001 | 0.95E+000 |
| Fisc1 | 0.3E-006 | 3 | 0.1E+001 | 0.TE+000 |
1

| Residu | 0.17E-004 I 202 | | |
|

ANALYSE DE LA VARIANCE DU MODELE OPTIMAL

|

| FACTEUR | Contributions | ddr | F | P(F) I
I

I1 | 0.56922E+006 | 1| 0.619E+012 | 0.100000000000000E+001 |
| F1 | 0.28789E+004 | 3 | 0.104E+011 |  0.100000000000000E+001 |
| c1 | 0.20065E+002 | 1 | 0.218E+009 | 0.100000000000000E+001 |
|

| Residu | 0.193E-004 1 211 | 1
|

ECRITURE DU MODELE

1 * 0.13200E+002
F1s¢ 0.50000E+001 -0.1E-004 0.30000E+000 -0.52999E+001

Cix 0.299993E-002

temps ecoule : 12.0000000 s

avons cherché d’autres méthodes dp calcul des sommes résiduelles des carrés R(®.
Ainsi VANED propose trois méthodes :

— le simple pivotage qui est un bon compromis entre précision et rapidité de
calcul,

—une méthode d’amélioration systématique de la précision qui est trés coliteuse
en temps calcul, mais qui permet d’améliorer dans certains cas la précision,

— une méthode conditionnelle d’amélioration de la précision qui est in-
termédiaire entre les deux premieres méthodes.

Ainsi, les versions du logiciel VANED qui implantent la bibliotheque CADNA
fournissent les résultats en tenant compte, d’une part, de la propagation des arrondis
de calcul et, d’autre part, des arrondis des mesures des covariables et des réponses.
Les résultats sont fournis avec leur précision associée. Sur I’exemple présenté, nous
avons mis en évidence que, lorsque les effets de certaines actions sont faibles par
rapport aux autres, ces actions peuvent apparaitre comme n’existant pas suivant la
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précision des calculs choisie (simple ou double précision). De méme, nous avons
montré I'importance des arrondis des mesures sur les résultats de 1’analyse de variance
tant au niveau de la précision des résultats que sur la capacité de VANED a trouver
le modele optimal. L’ensemble de ces résultats montre I’intérét d’implanter CADNA
dans les logiciels d’analyse de variance afin de qualifier les méthodes numériques
utilisées ainsi que de valider les résultats obtenus.
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Appendice
Modes de calcul des sommes résiduelles des carrés

Pour calculer les diverses sommes résiduelles des carrés R(¥), nous utilisons
une matrice W constituée de la maniére suivante :

XX tXY”

W =" || XY x | XY =
XY XY= 2y

dans laquelle la matrice X est la matrice des actions du modele complet codées en
disjonctif réduit et Y, la matrice colonne des réponses.

La méthode classique de calcul consiste a «pivoter et dépivoter» les colonnes
de cette matrice. L’introduction d’une action revient a «pivoter» les colonnes
correspondantes dans la matrice W, I’élimination d’une action, a «dépivoter» ses
colonnes.

Les formules de «pivotage-dépivotage» d’une colonne k sont les suivantes :

D pouriAkei Ak W)= W) - WK g

2) pouri=ketj=k W(k’k):_ﬁ/(lT,la

3) pourtouti # kouj #k W(i,k)zww"%
W(k,j)=w%%

w = +1, quand la colonne est pivotée,
w = —1, quand la colonne est dépivotée.

Lorsque une action est confondue avec une autre, le terme W (k, k) devient nul.
En vérifiant au préalable que W est inversible, nous vérifions que ce cas ne peut pas
se produire.

Posons X = || X1 X2||, X1 et X; étant deux sous-matrices de X. Alors :

tXle tX1X2 tX]Y
W = thXl thXz thY
'YX, 'YX, Y

On voit que, dans la matrice W, X5 joue vis-a-vis de X; le méme rdle que Y.
Lorsque I’on effectue les pivotages autour des termes diagonaux de ®X; X1, on peut
considérer les colonnes de X5 comme des matrices colonnes de réponses et, alors, en
posant Y* = || X2Y|,ona:

X1 X: 'XiY*

W et
tY*Xl tY*Y*
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Les colonnes de X; sont dites «colonnes exogénes», celles de Y*, «colonnes
endogenes».

Quand on a pivoté autour des termes diagonaux de ¢ X; X1, on obtient la matrice
suivante :

we=1 ~ (*X1X:)™! (‘X1 X1) XY
Y*Xl (tXIXI)—l ty*Y_Y*Xl (tXle)_l tX1Y*
Su S
_ ‘ 11 12 (Al)
So1 S22

L’estimation des coefficients relatifs a chaque colonne de Y* est donnée par :
Ax = (tXle)‘1 tX,Y*, c’est-a-dire dans la partie supérieure droite, S15 de la
matrice A.1.

On en déduit V* = X; A* = X; (1 X, X;) 7 tX,Y*

La «somme des carrés expliquée» est donnée par :

YAV = VX (PX X)X (X X)) EXL Y
Y X (X X)X Y

On a alors :

(P (o F) = "
= YV tyrX (PX X)X Y

Cette matrice dont les termes diagonaux sont les sommes résiduelles des carrés
pour les colonnes de Y* est donnée dans la partie inférieure droite, Syz, de la
matrice A.1. La détermination de Syo par les formules de pivotage — dépivotage
revient a calculer :

Spp =t Y*Y* LYY+ (A.3)

Pour obtenir les composantes de S5, on effectue la différence entre le produit -
scalalre de 2 colonnes de Y* et le produit scalaire des colonnes correspondantes de
Y*. Ces produits scalaires peuvent avoir des valeurs absolues trés élevées de sorte
que les composantes de S22 sont obtenues par différence entre deux produits scalaires
possiblement trés élevés. L’ erreur relative — due aux arrondis inévitables de calcul —
sur les composantes de Sa2 peut alors étre trés importante et conduire 4 des sommes
de carrés non significatives (voire négatives!)

On peut déterminer S22 d’une autre maniére puisque :

Spo =" (Y* - )/’\*) (Y* - 17'\*) (A.4)
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Cette facon de calculer Si; constitue le second mode de calcul de
VANED et est appelée «amélioration systématique de la précision». Pour cela,
on calcule systématiquement aprés le pivotage d’une colonne de !X X, v =
X1 (tXle)_1 tX1Y* = X;S)2. Les composantes de So» sont obtenues en ef-

fectuant le produit ! (Y* - )/’\*) (Y* - }/’\*), les éléments des colonnes Y* — 1/’\*

étant généralement assez petits. L’erreur relative sur les composantes de Sao est donc
moindre par rapport a celle du mode de calcul classique. Cette conclusion suppose ce-

pendant que les erreurs relatives d’arrondi sur Y* sont elles-méme faibles. Ce second
mode de calcul doit étre mis en ceuvre progressivement pour chacun des pivots diago-
naux de * X X;. Il nécessite évidemment, 3 Ia fois, plus de temps de calcul (multiplié

par 10 pour I’exemple proposé) et plus de place mémoire (stockage de )/’\*).

Le troisitme mode de calcul, appelé «amélioration conditionnelle de la
précision» constitue un mode intermédiaire entre les deux modes décrits précédem-
ment. Dans la mesure ou 1‘«<amélioration systématique» est trés coditeuse en temps
de calcul, nous allons Ia faire a partir du moment ol la somme résiduelle des carrés
calculée par la méthode de pivotage-dépivotage est un zéro informatique.



