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INFLUENCE DE LA MATRICE DES COVARIANCES
DANS DES MODELES DECRITS PAR UN SYSTEME
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

G. Ciuperca

Laboratoire de Modélisation Stochastique et Statistique
Bat. 425, Univ. Paris XI Orsay, 91405 Orsay Cedex, France

RESUME

Dans ce travail on présente quatre types d’estimateurs pour la matrice de covariances
d’un modele statistique paramétrique non linéaire. La forme analytique de la fonction non
linéaire n’est pas connue. On calcule des estimateurs des paramétres dans chacun des cas et on
propose des tests pour les parametres et pour la matrice de covariances.

L application étudie le métabolisme du glucose chez la chévre.

Mots-clés : modeéle paramétrique non linéaire, estimateurs de la matrice de covariances, test
sur paramétres, test sur covariances.

ABSTRACT

In this paper we present four types of estimators for the covariance matrix of a non linear
parametrical statistical model. The analytical form of the non linear fonction is unknown. We
compute some parameters estimators in any of the cases and we propose some tests for the
parameters and for the covariance matrix.

The application is made on the example of glucose metabolism for the goats.

Keywords : non linear parametrical model, estimators of the covariance matrix, test on
parameters, test on covariance.

1. Introduction

1l est important de modéliser le métabolisme du glucose parce que ce processus
physiologique consiste en un ensemble de transformations des substances de 1’or-
ganisme animal maintenant des caractéristiques plasmatiques constantes. Parmi ces
substances, il y a : le glucose, I’insuline, le glucagon, les acides gras et le 5-OH-
butyrate. Le glucose est produit dans I’organisme par trois voies : par synthése (sous
I’influence du glucagon et de I’insuline), par le foie et par le tube digestif. I est utilisé
pour I’oxydation qui a lieu dans I’organisme animal, pour I’entretien de la mamelle
et pour I’entretien des tissus périphériques non mammaires.
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Pour modéliser le métabolisme du glucose, on peut utiliser les modeles a
compartiments, qui sont décrits mathématiquement par des systémes d’équations
différentielles non linéaires :

dX

dt’“ = fi(t, X1,y Xm;0) , k=1,2,..,m (1)
Les variables X1, X5,...,X,, sont des concentrations de différentes sub-
stances (qui interviennent dans ce métabolisme) qui se trouvent dans le sang : glucose,
insuline, acides gras, 3-hydroxy-butyrate et glucagon. Le systéme différentiel dépend
des parameétres 6. Pour pouvoir résoudre le systéme différentiel (1) il est nécessaire
de connaitre les valeurs de toutes les variables au point initial to. Pour estimer les
parametres 6 on mesure une partie des variables X. Sans réduire la généralité, on sup-
pose que I’on mesure les n premiéres variables, n < m, aux points t;,  =1,..., N,
mesures notées y;;, ¢ = 1, ...,n. On peut considérer alors le modele statistique :

yij:Xi(tj;O)—ksij,i=1,...,n,j=1,...,N (2)
On suppose que les vecteurs aléatoires el = (€15 > €245+ - Enj )T suivent une
loi Normale centrée et de matrice de variances-covariances EJ, 7 =12,...,N.

Dans ce modele, X;(¢;;6) est la solution du systeéme d’équations dlfferentlelles ¢))
au point ¢; pour le parametre §. Cette solution est non linéaire en ¢; et 6, et on ne
peut pas calculer sa forme analytique. On utilise alors une méthode de résolution
des systemes d’équations différentielles, comme celle de Runge-Kutta, pour calculer
une estimation de la solution du syst¢me (1) au point ¢;, et pour une valeur § des
parametres (voir I’ Annexe).

On mesure les variables Xi, k = 1,...,n, aux temps t; < t2 < ... < ty,
pour 24 chévres. On fait une injection de glucose, pendant une minute, a toutes les
cheévres (apres I’instant ¢y, avant ¢;). On calcule la moyenne des concentrations de
glucose, d’insuline, d’acides gras et de S-hydroxy-butyrate des 24 chévres aux points
t;,j = 1,2,..., N. On considére qu’avec chaque individu on obtient des mesures
répétées de ces concentrations moyennes.

Dans cet article on étudie comment I’hypothese de la dépendance du temps de
la matrice de covariances X ; influence I’estimation des parametres et I’ ajustement des
concentrations. On donne quatre types d’estimateurs pour cette matrice : un estimateur
du maximum de vraisemblance et trois estimateurs empiriques. Pour chacun de ces
quatre cas on calcule les estimations de §. On compare les quatre estimations obtenues
pour 6 et X; en utilisant des statistiques de test appropriées, parmi lesquelles la
statistique de test de Wald pour .. La sensibilité des estimations des parametres est
étudiée pour des petites variations des données.

Avant toute chose, il a fallu résoudre le probleme du nombre insuffisant
d’observations par rapport au nombre des parametres a estimer : la solution choisie a
consisté en 1’ajodit d’ observations artificielles entre les vraies observations, en utilisant
une interpolation linéaire bruitée.

Pour le métabolisme du glucose, modélisé par un systeme différentiel du type
(1), Sauvant et Grizard ([7]) ont considéré un systeme plus simple, o les paramétres
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interviennent de facon linéaire, mais ces paramétres n’ont pas été déterminés d’une
maniére optimale. Donc, ils n’ont pas pu étudier I'influence de la dépendance du
temps de la matrice X; sur les paramétres du modéle.

2. Support théorique

2.1. Notations et hypothéses

T = (1, Z2,..., Tn) un vecteur ligne de n colonnes
0 = (61,62,...,0,) € © C RP,© compact
X (t,0) 0X(t,0 X(t,0)\"
VX(t,a) — 6 (t’ ),a (? )"..’a (’ )
00, 00, 00,

E(V)  — Tespérance de la variable aléatoireV’
Frn — la statistique de Fischer 2 m et n degrés de liberté

x*(q) — lastatistique x2 a g degrés de liberté
Pour y;;,i=1,...,n,5 =1,..., N on définit les vecteurs colonne :

; T
¥ = (Y17, Y255+ -+ » Ynj)

T
T T T
y= (y(” By )
Pour ¢;; on définit les mémes vecteurs colonne :
E(j) = (Elj,{Szj,...,En]‘)T,j = 1,‘..,N
T
e = (E(l)T, @7 ’S(N)T)

Notons les variables d’état X;, X5, ..., X,,. Elles satisfont au syst¢tme d’équa-
tions différentielles :

dXi(t) . . =
— = NEX0)k=12...m ®3)
X(t) = Xo

~ T
X = (X17X2a‘ . 'aX‘naXn-{-lw-' 7Xm)T = (Xan-O-l"”,Xm)

fr = fonctions non linéaires en § et en X .
X : Ry x © - R, deux fois continiment différentiable par rapport a 6
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L’ensemble © C RP est I’ensemble des # pour lesquels il existe une solution
au systéme d’équations (3).

On connait les valeurs de n variables (n < m) aux points (temps) ¢1,ts,...,tN
et de toutes les m variables au point initial £.

2.2. Estimation des paramétres et de la matrice &

Etant donné un ensemble de valeurs y;;,¢ = 1,...,n; 7 = 1,..., N nous nous
proposons d’estimer dans le sens des moindres carrés la valeur 0* du parametre 6,
telle que :

Xi(tj; 6*) est la solution du systéme (3) pour la variable X; au point t; de
parametre 6*. Le modele statistique (4) est une régression multidimensionnelle non
linéaire paramétrique, pour laquelle on ne connait pas la forme analytique de la
fonction non linéaire X;(t;; #), mais pour laquelle on peut calculer une estimation en
chaque point ¢; et pour un paramétre § donné.

Lanotation 6 est utilisée pour indiquer que le vecteur parametre est traité comme
une variable; 6* est la vraie valeur inconnue de 6.

On suppose que les erreurs €;; sont des variables aléatoires Normales :

el@) ~ N, (0, ¥;),j =1,..., N, indépendantes
13 NNnXN(07 Q)

la matrice (2 étant la matrice diagonale par blocs des ;.
On va distinguer deux cas :
— X; dépend du temps (X fonction de t;);
— X; ne dépend pas du temps .

2.2.1. Matrices X; indépendantes du temps

Onposealors: ¥; =3,7=1,2,...,N.
Supposons que 3 soit un estimateur consistant de S et 3 = ¥ @ I N-

L’ estimateur des moindres carrés généralisés Oyrc est la valeur de 6 qui
minimise la fonction :

S0.5) = [y -X@®y:0)] 07 [y-X(Py:0)] (5)
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T (2T T
y= (y(” Y ey )
S S 5T =T T
X(Pyi6) = (X7(6,;0), X (t30), - X (ty;6))

X (t;;0) est le vecteur de dimension n des seules variables qu’on mesure au temps
t; 7=12,...,N.

Pour trouver numériquement une estimation de 0 Mo on utilise 1a méthode
de Marquardt ([8]). A chaque pas de cet algorithme, il faut calculer une solution
du systtme (3) en utilisant une méthode de résolution des systemes d’équations
différentielles comme celle de Runge-Kutta (voir I’ Annexe).

Notations :
Zz0) = (VXl(tl;O),VXl(tg;O),...,VXl(tN;B),...,VXn(tN;G))lq;:m
« NoooL e T
Ymce = 71V > [Y(J) - X(tj;9MCG)] : [Y(J) - X(tj;oMCG)]

j=1
La matrice Z(6) a pour dimension (nN, p).

Théoréme 1 ([10]). Sous conditions de régularité pour la fonction X (t; 6) (voir [10]),

page 582-584), 6 Mcoq et by MCc sont des estimateurs fortement consistants de 0™ et
de X, respectivement, et :

Orce ~ Np(6*, V1) approximativement, pour N grand

avec V=27 (0*)- (X ®@1Iy)"!-Z(6).
Les estimateurs :
V = ZT(éMC(;') . (2 ® IN)_1 . Z(éMCG)
Viee = ZT (0rce) - (Emce®In) ™t - ZOmee)

étant des estimateurs consistants de 'V .

Choix de 3. :

1) Estimateur empirique L’ estimateur empirique 331 de X est obtenu en considérant
les individus comme des répétitions, relatives aux vraies observations : pour chaque
terme de variance ou de covariance il faut cumuler les (V + 1) sommes de carrés dues
aux répétitions en chaque instant et diviser cette somme totale (somme intra-classe)

N
. 1 . .
par le nombre de degrés de liberté correpondant : >y = Nl JE_O Y, avec X;
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estimateur empirique usuel de ; = ¥ aI’instant j, estimateur basé sur les répetitions
a I’instant j.

Notation: Q2 = X1 Q In

On prendra dans ce cas comme estimateur pour §*, 1’estimateur des moindres
carrés généralisés, avec 327 comme estimateur de X.

2) Estimateur du maximum de vraisemblance Pour déterminer I’estimateur du
maximum de vraisemblance pour 6* et ¥, on peut utiliser une technique itérative ([6]
et [3]).

On part avec un paramétre (1) et on calcule :

N
o) _ % > [yo) _ g(tj;@m)] . [yu) _ i(tjﬁ(l))]T
j=1

On calcule :
5(2) — § WY = ; (1)
0 Ovca ()3 ) arg 21235’(0, )

Pour le pas & on trouve :

N
209 = 3 [y - (e, 89)] - [y - K(e, 80 )]T
=1

(6)
8+D) = dyr0a (ZM) = arg znigS(H, (k)
€
Donc, nous avons une chaine du type :
o) — x5 9@ s mh) Gt (et (7)

Ce processus itératif converge indépendamment du vecteur initial (V) € ©

(feD.

Théoreme ([3]) Sous les mémes conditions de regularité du Théoréme 1 pourX (t; 0),
les valeurs :

- hlim n(h)
o = tim o ®)

sont des estimateurs du maximum de vraisemblance pour T et 6* - 0 est aussi un
estimateur des moindres carrés généralisés pour 6.

Test des hypothéses

¢ Pour le parameétre 0

Pour tester une hypothese de la forme :

H:g(0*)=0 contre H: g(6*)#0
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ol g : © — RY, avec le Jacobien continu :

G(0) = _8%9(0)’ G(6)(q,p)

on peut utiliser la statistique de test de Wald ([3]) :

¥ (G- C-GNHg
q2

W =

avec .
g=g00), G=G()
=27 0) Bet - Z(é)]_l

82 — S(é7 2)
nN —p

On rejette 'hypothése H si W est plus grand que Fi_, (g, nN

65

9)

— p), quantile

d’ordre 1 — « de la loi de Fisher-Snédécor a g et n NV — p degrés de liberté. Le nombre

entier positif ¢ représente le nombre de contraintes imposées au parametre 6.

Pour tester I’ hypothese H on peut utiliser aussi la statistique de test du rapport
de vraisemblance ([4]) Soit (0 2) I’estimateur du maximum de vraisemblance obtenu
sans contrainte et (6, Z) I’estimateur obtenu sous I’hypothése H. Alors, la statistique

de test du rapport de vraisemblance est :

L1 =N - [log(det($)) — log(det(5))]

On rejette ’hypothese H si L1 est plus grande que ¢ - F1_4(g,nN —

o Pour la matrice de covariances 2
Notations :

Y= [(aij)hgi,jgn

n(n+1

o un vecteur de longueur (T)
011 012 013 --.- Oin
099 023 ... O2n
033 ... O3n

Onn

composé du triangle supérieur de X :
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_ T
g = (0117012a022701370237033»~--a01n702n7---70nn)

et on écrit que ¥ est fonction de o par : X(0).
Soit vecE. un n2-vecteur obtenu 2 partir des colonnes de X :

e
: X(2)
si % = [E1), Z(2), - S(ny] alors vecy =
()
Alors :
veeX=L-o (10)

ou L( . n(n + 1)) est une matrice formée de O et de 1.
2 )

2
Sous la condition de normalité de e, pour tester I’hypothese :

H:g(c)=0 contre C:g(o)#0 (11)

avec g une fonction g : R™"*t1/2 — RY, on utilise la statistique de test de Wald

(3D :
W=N-g"-(G-V; - G")" -3 (12)
avec :
§=9(6),% = (635)
&= 2 g(0)ir=s
= (?G'g 0 )lo=6

. 1 P -1
i = §‘LT'(Z®E)”1-L

On rejette I’hypothése H quand W est plus grand que x2(q).

2.2.2. Matrices ¥; dépendantes du temps

On peut prendre comme estimateur de la matrice X5, I’estimateur empirique.

Le modele statistique est :
Yy = X(t;;0) +9, j=1,2,...,N (13)

avec e) ~ N, (0, ;).
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Soit €2 la matrice de covariances pour le modele :

y=X(Pn;0) +¢

L’estimateur des moindres carrés 0., est la valeur de § € © qui minimise la
fonction :

T(6) = [y - X(Pyi6)] -0 [y - K(Py:0)]

ol, la matrice {) est, rappelons le, la matrice diagonale par blocs des ;. La
minimisation de T'(0) se fait en remplagant les X ; par leurs estimateurs empiriques Y e

Si on veut tester I’hypothese (13) :

H: g =0 conre H:g0)#0

oll:g:0 — R, q < p, on peut utiliser, par exemple la statistique de test du
rapport de vraisemblance.

Pour le cas ¥; dépendantes du temps, on n’est pas capable de donner un
estimateur du maximum de vraisemblance de X;.

3. Application au métabolisme du glucose

On considere 24 chevres de méme poids (60 kg). Pour chacune de ces chévres
on mesure au temps zéro les concentrations du glucose, de I’insuline, du glucagon,
des acides gras et du (-hydroxy butyrate (noté BHB), qui se trouvent dans le
sang. Dans Dintervalle de temps [10~2,1+ 10~2) minutes on injecte 2 chacune
des 24 cheévres la méme quantité de glucose (12 g). Pour toutes les chévres, on a
mesuré les concentrations de glucose, d’insuline, d’acides gras et de BHB aux dix
temps suivants : 2, 6, 10, 14, 18, 22, 30, 46, 62, 88 minutes.

On utilise un modele a six compartiments. (voir figure page suivante)
Notations :

X3 —la concentration du glucose dans le sang

X5 —la concentration de 1’insuline dans le sang

X3 —la concentration des acides gras dans le sang

X4 —la concentration du BHB dans le sang

X5 —la concentration du glucagon du 1° compartiment

X — la concentration du glucagon du 2°™¢ compartiment
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Elimination

T kor
ACIDES
BHB GRAS TISSU
Elimi- &, X, o X, km | ADIPEUX
nation ML
Elimination : :
1 e
GLUCAGON2 : 1
Xs 1 : Elimination
17 : L 1 koa
GLUCAGON1 - - - = = - = = == = — ==} — _ —]INSULINE
Xs  pF------ I -1 -k - — X;
| r | L ____

—— - — - - - - - = - L - 7 | r - - - - - +
Synthése [T L | Synthese
(SGLA) L ooy X (SINS)

1 ]
[ ' i ! ¥
! Ll !
)
GLUCOSE * , (UTIS)
paro) 44 |5 |
GLTD - 1 (UTOX)
(GLTD) — —  (UTMA)
1
1JGLO
FIGURE 1

Schéma simplifié de la régulation du métabolisme du glucose.

—_—

- >
Légende.

pour symboliser le flux de la matiére

pour symboliser une régulation

on a un phénomene d’activation

on a un phénomene d’inhibation

«—— LJINS
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Le systeme différentiel est (les coefficients ont été pris de 1’article [7]) :

9 -1 41
(X, 0.75 - Xs(t ,
dX) — (333. [H( Xz(t)()) + Xl(t)so_ 200] ' [” (#(5::)) ] +
075 Xs -
+1200 - {1 (0. (t)> +x (t)50_ 200]

_hy 3250
( x )> ] — 3220 _160)/24

G - [ ()] o[+ (o)

—kog . Xz(t)

niq—1
d(X. 103X, ) .66 - 107
dXs) _ [1+ (0_k_z) ] (166107 _ k. X () — kor Xs(2)

-1

d(X.
%%4_) = k2 . XS(t) - k02 * X4(t)
d(X5 X, — 20017 : X X
( R T [1 + = 40200] + QO0ERT02 . (1) — 0.1459 - X5(1)

d(Xe) _ 0.1459 514 X (1) — 0.0089 - X(t) — 0.0342 - Xo(t)
(14)
ou

A={t/1072 <t <1+107%}

0 sit¢ A
1 site A

14(t)= {
Les parametres a estimer sont :
ki, k2, ko1, ko2, ko3, h1, h2, h3, ha, n1

Ces parameétres représentent :

— soit des taux d’écoulement de la matiére d’un compartiment vers un autre
(k2) ou vers I’exterieur (kq1, ko2, ko3);

—soit des paramétres d’une relation du type hyperbolique (b1, ha, hs, ha, k1, 71).
On va travailler sur les moyennes des concentrations pour les 24 chévres.
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Avec les notations précédentes, nous avons :
m=6,n=4,p=10, N =10
0 = (k1, k2, ko1, koz, kos, k1, ha, hs, ha, n1)"
X = (X1, Xo, X3, X4)"

X = (X’,Xg,,XG)T

Le nombre des observations est petit par rapport au nombre des paramétres a
estimer. On introduit alors des points artificiels : entre deux mesures consécutives on
considere trois points obtenus par interpolation linéaire plus une variable aléatoire
Normale ([1] et [2]). Cette variable aléatoire Normale a comme espérance zéro et

:

400 . .
X; a une variance indépendante du temps. On a considéré 1’écart-type de la variable
aléatoire fonction de 1’écart-type empirique de chaque variable X; pour prendre en
compte le facteur échelle mais divisé par vingt (un nombre choisi arbitrairement, ni
trop grand, pour tenir compte du facteur échelle, ni trop petit, pour qu’on n’ait pas des
grands écarts de la valeur obtenue par interpolation). On estimera alors le paramétre
0 en considérant connues quarante valeurs pour chacune des quatre concentrations
moyennes du glucose, de I’insuline, des acides gras et du BHB.

comme variance

, ol 2 est la variance de la variable X;, sous I’hypothése que

3.1. Matrice de covariances indépendante du temps

Estimation empirique obtenue sur les onze vraies mesures :

12581.439 CGLO
o _| 1885 01955 CINS
! 1414.08 —3.85 5386.38 CAGNE

121.53 —0.46 33437 45432/ CBHB

pour laquelle I’estimation de 6 est donnée dans le Tableau 1.

Estimation du maximum de vraisemblance pour 6 et & (Tableau 1).

Dans la procédure itérative permettant de calculer X et qui ne fait intervenir a
chaque instant que les concentrations moyennes des variables (cf. 2.2.1), on calcule
ces concentrations pour les points intermédiaires par interpolation des concentrations
moyennes obtenues aux points de vraie mesure. On obtient :

18689.507 CGLO
_ 2.134 0.0025 CINS
27| —-383.298 -0.160 32.723 CAGNE

—83.526 —0.007 4.527 1.726/ CBHB
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Puisque 331 et 5, sont deux estimations de la matrice ¥ on se pose la question
de savoir si elles ne sont pas égales, et dans ce cas s’il n’était pas inutile d’utiliser
tout le procédé itératif (6)-(7) qui, du point de vue numérique, prend plus de temps
et est plus difficile a réaliser. On teste I’hypothese :

8(22—21)——-0 contre Hl 8(22—21)#0

TABLEAU 1
Estimations/écart-types ( ET) de 0, pour les estimations suivantes de X :
maximum de vraisemblance 35, empirique ¥+, et dépendant du temps 215J
(par interpolation). Données en ajoutant des points artificiels
sur les moyennes des concentrations.

Parameétre ) PN ) ) AZA) 5
6§ ET 6 ET 6 ET
ky 0.034/0.018 0.038/0.243 0.006/0.042
ko 0.003/0.00037 0.003/0.0023 0.003/0.003
ko1 0.053/0.003 0.069/0.062 0.091/0.081
ko2 0.018/0.0018 0.017/0.011 0.019/0.015
ko3 0.301/0.016 0.371/0.181 0.132/0.063
hi 860.129/34.45 692.537/89.952 816.8/120.692
ha 0.558/0.03 0.701/0.273 0.732/0.249
hs 7778.539/343.2 7776.913/3360.1 3238/1119.5
hy 475.227/20.314 525.675/128.02 591.5/180.2
ny 1.215/0.069 1.191/0.818 0.995/0.630
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Soit la fonction g; : R'1® — R10 ;

o11 — 12581.43

15 — 13.55

33 — 0.1955
15 — 1414.08

023 + 3.85
o) =1 " 538638
014 — 121.53

o924 + 0.46
34 — 334.37
aq — 45.432

H;: gi(c)=0 contre H;: gi(c)#0

La valeur de la statistique de test de Wald, qui sous I’hypothese H; suit une loi
de x2(10), est W = 2790764.3 et I'hypothése H; est rejetée.

Les écart-types des estimations des paramétres sont plus petits pour 1’estimation
Y2 que pour ¥;. Les erreurs d’estimation des concentrations X5, X3, X4 ont un
écart-type plus grand pour ) que pour $25. Par contre, X est mieux ajustee quand
on considere 3, (voir Tableau 2). Ces raisons nous incitent a prendre 22 comme
estimation pour X, sous I’hypotheése d’indépendance du temps.

TABLEAU 2
Ecart-types (Et) et moyennes des valeurs absolues des erreurs(ABS (ERR))
de prédiction pour les estimations suivantes de Y. :
maximum vraisemblance, empirique et dépendant du temps (par interpolation).
Données en ajoutant des points artificiels
sur les moyennes des concentrations.

X1 Xg X3 X4
Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)

3o | 1244 883 0.051 0.04 5.539 4.656 1.210 1.203
>, [ 119.7  76.291 0.110  0.095 10.13 9.494 1.247  1.250

25j 119.9 70.94 0.140 0.132 9.531 8919 1291 1.322
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3.2. Matrice ) dépendante du temps

Comme on a construit des observations artificielles pour les concentrations
moyennes, pour calculer I’estimation empirique de X; en ces points, on dispose de
deux possibilités :

—soiten chacune des trente observations supplémentaires on calcule a partir des
valeurs obtenues pour les 24 individus la matrice de covariances empirique associée;

—soit :
— en chaque point de vraie mesure, on calcule I’estimation empirique 3;;

— aux points intermédiaires, on calcule ’estimation de ¥ par interpolation
linéaire entre deux X; vraies ([1]).

On utilise d’abord la premiere procédure et on construit dans un premier temps
pour chaque chévre trente points supplémentaires. On calcule la moyenne en chaque
instant t;,j = 1,...,40 des 24 individus, pour chaque concentration. Dans ce cas,
les moyennes des valeurs intermédiaires peuvent étre sensiblement différentes des
valeurs obtenues par interpolation des concentrations moyennes aux points vrais (cf.
calculs du 3.1). C’est la raison pour laquelle on a également refait 1’estimation du
modele par la méthode du maximum de vraisemblance en supposant ¥ indépendante
du temps. Dans le Tableau 3, nous avons donné les estimations des parameétres sur
ces nouvelles données avec :

— X estimée par le procédé itératif (6)-(7), notée f)g (¥ indépendante du temps);
— X; dépendantes du temps, f]j estimations empiriques 7 = 1,2,...,40,
notées 243-.

TABLEAU 3
Estimations/écart-types (ET) de 0, estimateur empirique
de la matrice ¥ dépendant du temps et du maximum de vraisemblance
(Données en ajoutant des points artificiels pour chaque individu).

Parameétre 24 ;i ‘23
6 ET 6 ET

kq 0.004/0.029 0.072/0.049
ko 0.003/0.003 0.003/0.0004
ko1 0.087/0.077 0.039/0.003
koo 0.019/0.014 0.016/0.002
ko3 0.131/0.062 0.288/0.013
h1 827/118 861/31
ho 0.707/0.230 0.584/0.033
hs 3233/1105 7313/265
hy 577/162 484/23
n1 0.965/0.623 1.344/0.105
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L’hypothése que les estimations de 8 obtenues pour le modele (13) sont égales
aux estimations obtenues par le procédé itératif (6)-(7) est rejetée. Les écart-types
plus petits des estimations des parametres correspondant a 33 sont favorables pour ce
type d’estimateur de .. En revanche, les erreurs de prédiction ne favorisent aucune
de ces deux prédictions (Tableau 4).

TABLEAU 4
Ecart-types (Et) et moyennes des valeurs absolues des erreurs (ABS (ERR))
de prediction pour les estimations suivantes de X :
dépendant du temps et du maximum de vraisemblance
(Données en ajoutant des données supplémentaires pour chaque individu)

X1 X2 X3 X4
Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)| Et ABS (ERR)

5343- 121.4 71.98 0.144  0.140 9.716 8.849 1261 1311
33| 128.0 90.350 |0.054 0.050 9351 8.678 1.237  1.272

On utilise ensuite la deuxi¢me procédure pour estimer 3;, estimation notée
Y5;. Dans le Tableau 1, on a les estimations et les écart-types des paramétres obtenus
en calculant les estimations de la matrice X; aux points artificiels par interpolation
des matrices de covariances empiriques aux points vrais. Les courbes d’ajustement
sont représentées sur la Figure 2. Sur ces données, c’est I’estimateur du maximum de
vraisemblance qui est le meilleur du point de vue des erreurs, face a I’estimateur de
3. dépendant du temps (voir le Tableau 2).

Dans la Figure 2 on a représenté avec une ligne continue, marquée avec un
triangle, I’estimation des quatre concentrations correspondant a 34, avec une ligne
continue simple, 1’estimation correspondant a 31 et avec une ligne en pointillés,
I’estimation correspondant 2 3.

4. Discussion

Dans cet article, pour un modele dynamique qui décrit le métabolisme du
glucose, on a étudié, sur des données réelles, quatre types d’estimations possibles
pour la matrice de covariances X ;. Dans chaque cas, on a calculé les estimations des
paramétres et les ajustements des concentrations : du glucose, de 1’insuline, des acides
gras et du BHB. Globalement, les estimations des parametres différent en fonction
du type d’estimation pour la matrice ;. Mais certains paramétres ont & peu pres la
méme estimation, quelle que soit ’estimation de X; : le taux de transformation des
acides gras en BHB et le taux d’élimination de BHB vers I’extérieur.

Le meilleur ajustement des quatre concentrations est obtenu sous 1’hypothese
que X; est indépendante du temps en utilisant I’estimation du maximum de vraisem-
blance.



INFLUENCE DE LA MATRICE DES COVARIANCES 75

TEMPS

s 88358

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
TEMPS

151
141
1.3;

sk

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

REESEEE 1R

TEMPS

NBBBa2RB8RE B

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
TEMPS

FIGURE 2

Sous I’hypothése de dépendance du temps de X, on ne peut prendre que des
estimations empiriques ou des combinaisons linéaires des estimations empiriques, ce
qui pourrait expliquer les résultats plus mauvais :

—soit il y a une grande variabilité individuelle,
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— soit il y a quelques chévres qui ont un comportement trés différent de la
moyenne.

Ces résultats ont été obtenus sur des données fournies par des biologistes, et a
I’heure actuelle ce sont les seules données réelles dont 1’on dispose. On répond ainsi
a la demande du biologiste qui nous parait satisfait des résultats. Si on veut faire une
étude plus approfondie du point du vue statistique en ce qui concerne la généralité de
ces résultats et de la stabilité des parametres, il faudrait faire une étude de simulation.
Le plus probant serait de faire 100 ou 1000 simulations qui permettraient :

— de comparer les méthodes et de déterminer la meilleure du point de vue des
erreurs d’approximations;

— de comparer les écart-types des estimateurs des parametres;

— de voir si 24 est un effectif suffisamment grand pour calculer I’estimateur
empirique.

Mais faire ne serait-ce que 100 simulations, sur les cinq méthodes entrainerait
un coiit de calcul trop grand, surtout pour déterminer I’estimateur du maximum de
vraisemblance pour lequel, dans I’algorithme (6)-(7), il faut s’assurer que I’on n’a
pas trouvé un extrémum local. Bien sir, les temps d’exécution sont fonction de la
proximité de (1) (la valeur de @ initiale dans chaque algorithme) avec la vraie valeur
0*. Pour chaque simulation, il faut s’assurer que les données obtenues ont un sens
réel ce qui demande 1’assistance d’un biologiste.

On a choisi une solution plus simple d’étudier au moins partiellement la stabilité
des résultats. Dans ce but nous bruitons les données dont on dispose :

y;] = Yij +0-£,k'5ija ie{1727'~~7n}7j6{1,2a"'7N}

y;; — les valeurs réelles mesurées
\/o?
7
ou:{ oip = -5 ke€{510,15}
o2est la variance de y; = (Yi1, Yi2, - - - YiN ) »

supposée indépendante dej

Un début d’étude a été faite quand on a introduit des observations artificielles
pour chaque individu et calculé I’estimation du maximum de vraisemblance de 6 sur
la moyenne des données (Tableau 3) : ces estimations appartiennent aux intervalles
de confiance des estimateurs du maximum de vraisemblance déterminés sur les
concentrations moyennes avec les observations artificielles construites sur la moyenne
(Tableau 1).

Les estimations, les écart-types des paramétres et les écart-types des erreurs
d’ajustement par les cinq méthodes pour les valeurs k € {5, 10, 15} sont données dans
les Tableaux 5-8. Seuls les paramétres k7 et 1 sont instables, dans le cadre de chaque
type d’estimateur de X, sous I’effet de petites variations de données. Cette instabilité
vient du fait qu’il y a une relation linéaire approchée entre ces deux parametres. Pour

I’estimateur f)z cette relation est :



77

INFLUENCE DE LA MATRICE DES COVARIANCES

CCLO/0'T | 661/L09 | I811/9C¢EE [ TITO/SLO | ¥CT1/618 | 890°0/P1°0 | 910°0/610°0 | +L0°0/80°0 | £00°0/€00°0 | LSO'0/800°0 .SN
S06'0/€'T | 6TT/LTS | SSEE/LLLL | ¥LTO/OL'O | T6/COL | TST'O/LEQ | T10°0/910°0 | 9S0°0/90°0 | T00°0/€00°0 | E1€°0/9%0°0 | '
TITO/S'T | vTvey | ¥81/¥109 | 1€0°0/29°0 | 1€/068 | 600°0/€C°0 | T00°0/910°0 | £00°0/#0°0 | S000°0/200°0 | 060°0/SH1°0 | °X ST
89°0/0°T | 86T/L6S | ¥OTT1/6€TE | 89C'0/SL'0 | £€CT1/008 | 890°0/+1°0 | 910°0/610°0 | 180°0/60°0 | €00°0/€00°0 | 9¥0°0/900°0 BM
0S8°0/C'T | STI/STS | OLVE/LLLL | 9LT0/69°0 | 16/¥89 | 881°0/8€°0 | T10°0/910°0 | T90°0/LO'0 | TO0'0/E00°0 | ¥9T°0/0¥0°0 | 'X
960°0/€°T | 0T/SSY | €81/8009 | LTO0/8S0 | €€/1€6 | 600°0/2C°0 | T0O0'0/STO0 | £00°0/SO°0 | SO00°0/200°0 | 9¥0°0/¥LO0 | ¢X OT
0SL°0/0°T | €2T/8T9 | 9CT1/8YCE | S8TO/6L0 | YEL/FT8 | S90°0/€1°0 | 910°0/610°0 | €L0°0/80°0 | €00°0/€00°0 | €50°0/L00°0 .SM
8S6°0/€'T | YWI/VYS | C6EE/LLLL | 98T O/PL'O | TO/L69 | T8T'0/LE0 | T1O'0/910°0 | ¥S0°0/90°0 | TOO'0/Z00°0 | 6LY'O/PLO0| 'X
6C1°0/S' 1| TT/66Y | ELI/VI09 | LTO'0/T9°0| 1€/S88 | 600°0/€C°0 | T00°0/STO0 | €00°0/€0°0 | S000°0/200°0 | €CT°0/€81°0| °X G
Tu vﬁ mﬁ NQ S* mo& Nov\ Ho& NQ S\

‘SUOHDLJUIIUOD SIP SIUUIKOW ] NS S]2101114D Sturod Sap JuvINofp Ua S2UUO(

‘(uoyvjodiayur avd) sduiay np juvpuadap 12 anbrirduid 2oUD]qUIZSIDAA P WNUIXDUL

: 3 ap saqupans suonvuilsa sa] anod ‘g ap sadK1-14v22 7 SUOUDWNSTT
S NVHTdVL




78 G. CIUPERCA

En ce qui concerne les erreurs d’ajustement, X; est de maniére générale plus mal
approximée pour X3 que par toutes les autres méthodes. Les concentrations Xz, X3

sont mieux ajustées pour X alors que pour X4 on a la méme qualité d’ajustement
pour toutes les méthodes.

TABLEAU 6
Ecart-types des erreurs d’ajustement de X, X2, X3, X4, pour les estimations
suivantes de ¥ : maximum vraisemblance, empirique et dépendant du temps
(par interpolation). Données en ajoutant des points artificiels
sur les moyennes des concentrations.

X; Xo X3 X4

k=53, 124.6 0.051 9.365 1.392
N 117.3 0.109 10.829 1.298

I 117.1 0.133 11.860 1.332
k=10%, 136.3 0.064 9.135 1.447
)N 119.1 0.118 10.519 1.319

Ss; 119.6 0.142 11.062 1.381
k=153, 128.8 0.057 9.048 1.432
) 119.2 0.109 10.614 1.334

Ss; 119.9 0.134 10.519 1.373
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TABLEAU 8
Ecart-types des erreurs d’ajustement de X1, X2, X3, X4, pour les estimations
suivantes de ¥ : maximum vraisemblance et dépendant du temps
(Données en ajoutant des données supplémentaires pour chaque individu).

X1 X2 X3 X4
k=53, 119.6 0.135 10.024 1.222
pIN 132.4 0.057 7.524 1.226
k=103 120.2 0.142 12.125 1.248
}IN 136.3 0.061 8.247 1.276
k=153%,; 120.2 0.141 9.970 1.248
pIN 137.1 0.060 7.706 1.296
5. Annexe

1) La méthode de Runge-Kutta utilisée pour résoudre le systéme :

d"(’igt) = f(t,v) testletemps
v(te) = o

v: R+—— R™, estitérative ([5]) :
Unt1 = Un + § - h- (By + 2K+ 23 + ka)
avee |
kv = f(tn,vn)
k2 = f(tn + 5h,vn + $k1R)
ks = f(tn + %h, Un + %kgh)
ks = f(tn + h,vn + ksh)

h est le pas d’intégration
tn, =to +nh

Up, R V(ty)
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2) Numériquement, pour trouver les dérivées partielles des variables d’état par
rapport aux parametres on résout le systéme des (p + 1)n équations différentielles :

dX

d (0X\ 0f ~~0f 0Xi.
E(a_ej)_ﬁ+i:16_)ﬁ.39jj_l""’p

ar rapport aux (p + 1)n inconnues : X 0X 09X 0X
p pp p . 76017 6027 760p‘
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