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MIGLIORAMENTO DELLA DISEGUAGLIANZA TRA
IL RANGO E IL TIPO DI UN GRUPPO FINITO

Nota di Guibo Zappa (@ Roma)

Una delle questioni rimaste sino ad ora aperte nell’elegan-
tissima teoria dei sottogruppi fondamentali di un gruppo, ideata
dal Creorra ('), & quella della diseguaglianza che lega il rango
e il tipo di un gruppo.

Lo stesso CreorLa, dopo aver dato la definizione di rango
di un gruppo, aveva notato, sin dal 1910 (*), quasi di sfuggita,
che se » & il rango e t il tipo di un gruppo, sussiste la dise-
guaglianza

(1) t+2=3r,

In epoca piu recente, lo Scorza (}) ha notevolmente miglio-
rato la diseguaglianza del Crpoira, sostituendovi 1’ altra

{2) t4+2=6r—3
€ successivamente 1’ altra

(3) t+2=Tr—5.

() M. CreorLa: Sulla struttura de: gruppi d’ ordine finito. [Rend.
Accad. Scienze], Napoli, Nota 1 e II (1909); Nota III (1911); Nota IV (1912).

(3) Op. cit. in ('), Nota III, pag. 128.

(3) G. Scorza: Suz sottogruppi fondamentali di wun gruppo. [Rend.
Accad. Lincei], Roma, vol. VI (1927): 2 note. Maggiore determinaxione
della relaxione intercedente tra il rango e il tipo di un gruppo. Id., vol.
VIII (1928).
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Ultimamente, ho dimostrato la diseguaglianza (*)

(4) T42=8r—17
che migliora lievemente quelle di Scorza.

D’altro canto I’ Amaro (°) ha mostrato, sin dal 1918, che il
tipo minimo dei gruppi di rango 2 & 7, cosicché per r = 2 nelle
diseguaglianze (2), (3), (4) vale qualche volta il segno =.

In questa Nota, dimostro che vale la disegnaglianza

(5) T+ 2=211—1

la quale, per valori piccoli di », & peggiore delle (2), (3), (4),
mentre, per valori grandi di », & decisamente migliore, in quanto
esprime t, anziché come funzione lineare, come funzione espo-
nenziale di r. Precisamente, la (5) comincia ad essere migliore
della (4) a partire dal valore » =5.

E evidente che la (5) non & una diseguaglianza definitiva,
perché gia pei primi valori di », essa non si verifica mai col
segno =, K cio risulterd anche dalla via tenuta nella dimostra-
zione; infatti in essa non si tien mai conto del fatto che, se G
& un sottogruppo fondamentale di H, un sistema fondamentale
di G pud esser costituito dalla somma di pit sistemi fondamen-
tali di H.

Ho delle ragioni per ritenere che sussista la formula

T +2=>3(2—1)

e che in essa, per ogni valore di », valga qualche volta il se-
gno =. Cid & vero senz’altro pei primi valori di .

Per le definizioni, come anche pei teoremi fondamentali
della teoria, di cui facciamo uso, rimandiamo alle Note citate
del CipoLra.

(*) Sulla relazione tra il rango e 7l tipo di¢ un gruppo. [Rendiconti
R. Accad. d’ Italia], Roma, serie VII, vol. II (1941).

(3 V. Amaro: Sul tipo minimo dei gruppt di rango 2. [Rend. Accad.
Scienze], Napoli, serie III, vol. 24 (1918).
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1. - L’intersezione di due sottogruppi A e B di un grupbo
H verra indicata col simbolo 4 /\ B. L’indice di un sottogruppo
G in un gruppo H verra.indicato con [H: G]. Inoltre H — G
indichera il complesso degli elementi di H che non appartengono
a G ~
Poiche, quando 1’ordine del gruppo & basso, la (5) & certa-
mente soddisfatta, faremo la dimostrazione per induzione rispetto
all’ ordine del gruppo.

Sia H un gruppo finito di rango », per cui vogliamo dimo-
strare la (5), e sia ¢ il tipo di H. Per definizione, H dovra
contenere un sottogruppo fondamentale @, di genere 7. Detti t’
ed 7' rispettivamente il tipo e il rango di @,, dovra essere, per
I’ipotesi a base del processo d’induzione, ' +2=2""1—1. Se
" =, essendo, come & noto t©>t', segue subito la validita
della (5) per H. Possiamo pertanto supporre 7' <7

Ma G,, esseiido di genere 7, contiene un sottogruppo fon-
damentale di H di genere r— 1, che & anche sottogruppo fon-
damentale di G, di genere r — 1. Onde 7" =r—1, e pertanto
esattamente ' =r—1. Sara quindi © +2=2"—1. '

Per dimostrare la (5) basterd allora provare che & t—1t' =
=2+ 27 =2".

2. - Avendo G, genere 7, esiste almeno una catena di sot-
togruppi G., G,_,, G.s,..., Gy, Iy, Jo,..., Jos, Joy s,
ciascuno contenuto nel precedente come sottogruppo - proprio, ad
eccezione di J;, che pud-eventualmente coincidere con @,, ove
@G, & un sottogruppo fondamentale di H di genere ¢ (¢ =1,...,7),
Ji & il sottogruppo abeliano fondamentale corrispondente a @,
e J, & il centrale di H. Indichiamo poi con I, I,,..., I, i si-
stemi fondamentali relativi a G, G,,.. , G,.

Sia ora I un sistema fondamentale di H, non contenuto in
G,; siano G e J rispettivamente il sottogruppo fondamentale e
il sottogruppo abeliano fondamentale relativi ad I. Poiché I non
e in @, Z; non & in @, n® quindi in J. '

Diremo ora che J, I e G sono di stadio s, se J ha ele-
menti a comune con s, e solo s, dei 2r—1 complessi G,— G,_,,
G —Ggyery Go— Gy, Iy — Sy ooy Joy— ., J,—J,. E mo-
striamo anzitutto che I’ indice di J in H non é inferiore a 22—,
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Abbiamo infatti, per una nota proprieta dei gruppi, che
[H:J]=[G.:J A\ G,]. Inoltre, poichd J A\ G,_,.=J /\ G, )\ G,-,,
si ha anche [G.:J AN G1=I[G,...:Jd )\ G. )\ G.] =
= [G,_,:J /\ G...]; e se poi J non ha elementi a comune con
G,—G,,,si ha J\G.=J\G,_,, e quindi [G,:J\G.]=
=[G, : ING.L]=[G,:G,_1] - [G._: I\G._.]]=2[CG._: J\G,_,]-
E similmente [G,._,:J A\ G.]=[G.s:J N\ G.,]; e
se poi J non ha elementi a comune con @,_,— G,_,, & anche

2 J NG L] =2[Gy: JN\ G,s). Onde [G.:JN\G]=
=¢[G,5:J/\ G.—s], ove e=1, 2 o 4 a seconda che J ha
elementi a comune con ambedue, con uno o con nessuno dei
complessi G,— G,_,, G, —G,_,.

Cosi seguitando, e ricordando che J ha elementi a comune
con s, e solo s, dei 27 — 1 complessi G, —G,_,,.G,_, — G,_,,...

G —Gy, 1 —yy ooy J.—J,, si oftiene [H:J]=
>[C JNG]=2" "[Jy:J \J,). E poiché J;, quale cen-
trale di H, appartiene a J, e pertanto [J,:J A Jy] =1, si ha

[H:J] =21,

come si era affermato.

3. ~-Mostriamo ora che,.d’altro canto, !’indice di J in H
non ¢ inferiore a 2%

Si indichino con K, Ka, .., K, quelli tra i complessi
G, —Goyy Gy — Gy .., G,, Jy— «vy J,—Jy, che
hanno elementi a comune con J. Sia poi Ié‘ un sastema fonda-
mentale comune a Je a K, e Gg il corrispondente sottogruppo
fondamentale (§=1, 2,..., s).

Sia, pil precisamente, K, =G, _Gi,—l’ Ky=G;— Gy gy

y K, =Gi¢_Git—1’ K‘+1=Jl't+l—Jl't+l+1"." !=Ji"'—"
—-J,-‘ +1» OVe %, ..., ¢, sono alcuni dei numeri 1,..., r posti

in ordine decrescente, e 7,.,..., ¢, alcuni dei medesimi numeri
posti in ordine crescente. Inoltre, quando #,=r, ¢ 4 1 indichi
lo 0. Puo, in particolare, essere ¢ =0, o t=s.

Si noti ora che se §>¢, I emJH_ dJ, J. , ma

v Ty T
nonin J, . J. ... onde G* contiene G, , G

FE ) o e Gagwn G
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lg +2
/\G* & un sottograppo propno di G¥ NG, N\...\G T

in quanto questo contiene, e quello non contiene G, . Se poi
) Ig 4

ma non G.E , G, G . Da cid segue che G* N\ G¥*,
+1

E<14, Ig' & in Gii’ Gl.?,..., G‘.E, ma non in Gl. yoovy O,

§+1 &
onde G* contiene I. L, .., I, mann I ..., 1I.
! iE+1 i

Da cio segue, anche in questo caso, che G¥ /\GX, /\ A\ GE

& un sottogruppo proprio di G¥* /\ G*, A\ ... \ GE 41 1D quanto
questo contiene, e quello non contiene Ii+1' In conclusione,

nella catena di sottogruppi H, G¥, G¥ \G¥%, ..., G¥*/\G%,

.. /\ G¥ ogni sottogruppo & contenuto nel precedeute come bOttO'
grappo proprio, 2 pertanto ha in esso indice =2. D’altra parte
ognuno di essi contiene J, perché G contiene I*,..., I*; quindi

P’indice di J in H non & inferiore a 2, come si era affermato.

4. - Dai nn. 2 e 3 segue che [H:J] non & inferiore al
maggiore dei numeri 2¥~'=, 2¢; e poiche, se s<r, si ha
2r—1—s 2.7‘, otteniamo che :

L’indice di J in H mon é inferiore a 2.

Si ponga ora per brevita [H:J]=, e si indichi con »
1" ordine di H, e con g quello di G,. Allora [G,:JA\G]<

<[H:J]=u, onde l'ordine di J /\ . & = % E poiche I

appartiene a .J, ma non a G,., e J ha ordine —, si ha che
n

Pordine di o <—— 4 =214
"
dine di H— G,, si ha che il numero dei sistemi fondamentali

di H non contenuti in G,, ciod t—=r', soddisfa alla disegua-
glianza t—t' = . Essendo inoltre, come s’¢ visto or ora,
n=2", segue

. Essendo poi n —g¢ Vor-

t—1t =2"

e poiché per ipotesi ' +2=2"—1, si ottiene T4+ 2=2"+
27— 1=2"*—1, ciog¢ la (5).

(Percenuto in Redaxione <l 13 Maggio 1942 - XX)



