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SULL' EQUILIBRIO DI UN CORPO ELASTICO,
ISOTROPO E OMOGENEO (')

Memoria (*) di¢ Gaerano Ficrera (a Roma)

Le ricerche del Prof. Picone hanno posto su nuove basi i
problemi relativi all’integrazione delle equazioni lineari alle de-
rivate parziali. Egli introduce fra 1’altro un nuovo generale pro-
cedimento per la risoluzione dei problemi al contorno per dette
equazioni, che, fondato essenzialmente sull’uso della formula di
Green, conduce alla effettiva determinazione numerica delle solu-
zioni, previa la conoscenza di taluni sistemi di funzioni verifi-
canti certe condizioni (2).

L. Axgrio, in alcuni recenti lavori, perviene alla costruzione
di tali sistemi di funzioni per le equazioni del secondo ordine di
tipo ellittico, per 'equazione del calore e per ’equazione Ay, u=f(2).
Egli si fonda su un notevole teorema, da lui dimostrato, che as-
segna le condiziont di compatibilita fra i valori al contorno delle
soluzioni delle equazioni che si considerano.

(*) Pervenuta in Redazione il 20 gennaio 1947.

(1)} Lavoro eseguito nell’ Istituto per le Applicazioni del calcolo.

(2) Cfr. M. Picone, Appunti d’ Analisi superiore [Rondinella (Napoli),
1940] pagg. 752-765, e cfr. anche dollo stesso A.: Nuowt metods risolutive per
¢ problemi d’ integraxione delle equaxioni lineart o derivate parxiali e nuova
applicaxione della trasformata multipla di Laplace nel caso delle equariont
a coefficienti costanti. [Rend. Accad. delle Scienze di Torino, 1940] pagg.
413-426.

(3) Cfr. L. Aumrio, Sull integraxione dell’ equazione Asu — A2u = f

tn un dominio di conmessione qualsiasi [Ist. lombardo di Scienze e Lettere,
Rend. Cl. di Scienze, Vol. LXXVIIL, 1944-45] pagg. 1-24, Sul calcolo delle

soluxtoni dei problems al contorno per le equaxtoni lineart del secondo or-
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In questo lavoro ho ricercato se tali procedimenti d’integra-
zione siano applicabili ai sistemi di equazioni lineari alle derivate
parziali e precisamente ho preso in esame quello classico, relativo
all’equilibrio di un solido elastico, isotropo e omogeneo. Quan-
tunque taluni dei problemi al contorno, che si pongono per tale
sistema, siano di natura diversa di quelli, che si considerano per
le equazioni su menzionate, sono pervenuto ad estendere i risul-
tati, stabiliti per tali equazioni, al suddetto sistema, dimostrando
che la risoluzione di ciascun problema al contorno relativo all’e-
quilibrio di un solido elastico & sempre equivalente a quella di
un sistema di equazioni integrali di Fiscmer-Rigsz, con che & da
ritenersi acquisita la conoscenza numerica delle soluzioni (%).

, Tale risultato si basa su un fondamentale teorema, il quale -
credo — oltre che per questo, offre interesse anche da un punto
‘di vista puramente fisico- matematico, in quanto, in virtu di esso,
si viene ad ottenere una nuova e pill compatta traduzione ana-
litica delle condizioni necessarie e sufficienti per I’equilibrio di
un corpo elastico. Detto teorema & da riguardarsi come un’esten-
sione alle equazioni dell’ elasticitd di quello, su ricordato, che
I’Amerio dimostra per le equazioni da lui considerate.

*
* %

Sia C un corpo elastico tridimensionale, isotropo e omogeneo.
Indichiamo con Fde la forza di massa agente sull’elemento di
volume de¢ e con 7'ds, quella che agisce sull’ elemento di super-
ficie do. Introdotto un sistema di assi coordinati ortogonali zy z,
siano X, Y, Z, le componenti secondo detti assi del vettore F
e Tz, T,, T, quelle di 7. E ben noto dalla teoria matematica

dine di tipo ellittico [American Journal of Mathematics, Baltimora (1947)]
pagg. 447-449, Sull’ equaxione di propagazione del calore [Rend. di Mate-
matica e delle sue applicazioni, 1946] pagg. 84-120, Sull’ integraxzione del-
Vequaxione Agy = f [Annali di Matematica pura ed applicata, Serie IV,
Tomo XXIV, 1945] pagg. 119-138.

(4) Cfr. M. Picose, Vedute unitarie sul caloolo delle soluzioni delle
equaxions alle derivate parzialy della Fisica—matematica [Atti del I. Con-
vegno di Matematica applicata, Roma, 4 -6 giugno 1936] pagg. 1-36.
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dell’ elasticita che indicate con i; (', j =1, 2, 3) le nove ca-
ratteristiche di tensione, con ?, =1¢;, le condmom d’ equilibrio
nell’interno di C sono espresse dalle seguenti equazioni:

Oty | Oty | Ol _
az T dy P +Xx=0,
Bt,, Oty Bt,x

(1 3. 7y + + Y =0,
am + 9% +Z=0,

mentre indicata con » la normale in un punto della superficie
del corpo, rivolta verso I’interno del corpo stesso, le condizioni
d’ equilibrio sulla superficie sono le seguenti:

S tucos(n, x) + by cos (m, y) +t,cos(n, 2) + T, =0,
008 (N, x) + s cos (n, y) 4ty cos (n, )+ T,=0,

(@)
? g 008 (n, x) + lgg cOS(n, Y) + lgy cOs (n, 2) -+ T, = 0.

Indichiamo con 8= (u, v, w) il vettore che indica lo spo-
- stamento di un punto P di C m uno stato di deformazione del
corpo Posto

ou

0=6x+8y+6x’

riesce, com’® noto:

t,,_Le+2K-‘3i t,,.-=L0+2K-g—:-'
t,,,_LO-l-ZK%D—'

@ ' louw @ P 9
(22 v w u
tn'—tﬂ—K<ay+ax) t!s—tsl—K(ax +W);
ov aw)

t23=t32'"K(az +—a—? L]

i

essendo L e K costanti elastiche del’ corpo stesso (costanti di
Laug), aventi valore positivo.
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Dalle (1) e (2) si perviene, tramite le (3), alle equazioni

dell’ equilibrio nelle componenti di spostamento.

4)

Si ottiene nell’interno di C-

KA.u—|—(L—|—K) +X-—O,
)

Ko+ (Lt K) 5ot ¥ =0,

KAw+ (L T1()_—+z~0

mentre sulla superficie del corpo abbiamo:

6]

\
\

/

(L+ K)®cos (n, x) + Kdu —l—K(—cos( n,y) -—g-z;-cos(n,x)) +

—|—K( eos(n,z)——%cos(n,x})—k—T =0,
(L+ K) 8 cos (n, y)+Kdn—|—K( cos (n,z) — %%cos(n,y))—}—

(0 u ou
+ K (5; cos (n,x) ——5;(303 (n, y)) +T,=0,

(L4 K)Bcos (n,x) + K;%+K(%Z ¢os (n,x) —%cos(n, z)) +

ov ow
_i_K(‘-a—xcos(nﬂ) ——‘—9—?7003(71, z)) +T,=0,

I tre problemi fondamentali, che si pongono per la determi-

nazione delle configurazioni d’equilibrio di un corpo elastico
consistono nella integrazione del sistema di equazioni alle deri-
vate parziali (4), assegnando sulla superficie esterna X del corpo
uno dei seguenti tre tipi di dati:

10) le componenti di spostamento u, v, w;
20) le componenti della forza superficiale T,, T,, T,;

30) su una parte della superficie «, v, w, e sulla re-
stante parte T,, T,, T,.



13

Chiameremo il primo problema degli spostaments, il secondo
problema delle forxe superficiali, il terzo problema misto.

Indicati con F e T e F' e T due differenti sistemi di forze,
agenti sul corpo, e detto 8 lo spostamento di un punto di C,
dovuto alle forze del primo sistema ed 8 quello relativo al se-
condo, sussiste, com’® ben noto, il seguente teorema di recipro-
cita di Berm

!(F*S’)dc +zf(r>< s) fle:()f(FXS)dc—kEf(T’XS)dc.

Considerati i due punti M = (z, y, 2) e P=(§,7,0) e
posto

L+ K

r=MP=yE—8 +—1'+(E—0, a=grop,

indichiamo con 8, (M, P), 8 (M, P), S (M, P) i vettori di
componenti cosi definite

azr 2 N agr
WM, P)=—agort o wll P)=—agr,
o' r
Wy, (M’P)__aa_m’
9% ot r 2
u’(M’P)L_:_ oz ou '’ 772(M’P)=—aay2+7’
%
102(M1P) a’ayaxv
*r o%r
u (M, P)= —a g w (M, P) = —a o0,
or 2
wa(M)P)_—'-a ax2+T

Si constata che ciascun vettore per ogni fissato P & una
funzione (vettoriale) di M soluzione del sistema (4) e viceversa.

Indicate con 7, 7'®  7'® Je forze superficiali (per unita
di superficie) ‘rispettivamente competenti, in virtu delle (5), agli
spostamenti 8;, S;, S;, le componenti di ciascuno di tali vettori
sono rispettivamente date da

2
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d &r 9 1 d 1
(1) — a or / 91\ ,rad 1
TG 2Ka(dn Fp 2cos\n,x)axr) 2 in s
d §r o 1
- 6 1)\
TW=2K (d 32y — 2 cos(n :::)am7

—2 K(cos (n,z) %

d oér
dn 0z g

T —2Ka(

—2K (cos (n,z)

da or

' o 1
7 9oy — 2 cos (n,y)ﬁT)_

=2Ka(

8 1. 1
__2K(cos(n,y)a—5 —i--—-cos(n,z.)% —r-);

d dr g 1 d 1
® — gr 8 1 a4 1
( T¢ 2Ka(d I 2 cos (n ,y)a r) 2K — -
d or g 1
® _ _
T¢ _2Ka(d e LI CRP T)
_21((cos(n J)-—-..;]:__OOS( x)%/-});
d o&r d 1
)= — —
T¢® 2Ka(dn Frr 2 cos (n ")_axT )-—
d 1 a 1
2K o0 2) 3 oo (m, ) 37 ),
a &r . a 1
”‘— p — e—— —
T¢ —2Ka(d 7 3y o 2cos(n,x)ax r)
2 R(oon 17 o) 35 ),
‘ . :
ar d 1 da 1
¥ = — ) — ———— s
™ =2Ka (d Fr 2003(n,x)ax r') 2Kdn -
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Con procedimento classico dal teorema di Betr: si deducono
le seguenti tre formole dovute a Somiariana, valide.in ogni punto
P interno a C ().

8 K u(P) =f[P(M) X 8.<M,P)]dc(M>+me) X
. ]

C

X & P)]do(M)-—fLS(M) X T (M, PY]do (M),
3

87 Ko (P) =j'[F(M> X 8, (M, Plde (1) +[[r<M) X
6) {

X 8, (M, P)}do (M f[S(M 7o (M, P)] do (M),

8«Kw(P)=[[F(M) X ss<M,P>]de(M)+[[r<M>><
c 3

X 83 (M, P)] do (M) —j[sum X T® (M, P)] do (M
2 .

Detto poi P’ un punto esterno a C si ha:

f [F (M) X 8, (M, P')]de (M) + [ (7 (M) X
C >

X 8, (M, P')]do (M) — ﬁ8<M) X T (M, P'j]do (M) =0
3 .

f [F(M) X S, (M, P')] de (M) + [ [7() %

c

[ X 8, (M, P)]ds (M j[S(M X (M, P')]ds (M) = 0,

OX

JiE iy x sy o, 0 ae ) + [ [
c 3 :

X Sa (M, P))ds (M) — [(S(M) X T 0t, Pl do (M) = 0.
z

|

(% Cfr. C. SomiaLiana, Sulle equaxioni dell elasticita [Ann. di Matem.,
t. 17 (I889)] pagg. 37-64. Per una trattazione d’insieme possono consultarsi
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Per dimostrare il teorema di Berm € quindi le (6) e le (7)
si suole fare I’ipotesi della continuitd in tutto C (frontiera in-
clusa) delle funzioni u, v, w e delle loro derivate parziali prime.
Noi invece ricercheremo le soluzioni del sistema (4) nella classe
pit generale dei vettori S per cui valgono le (6) e le (7), classe
che verremo a ben precisare.

‘Supporremo intanto che il solido C sia schematizzabile in un
dominio limitato dello spazio = y %, la cui frontiera ¥ sia costi-
tuita da un numero finito di superficie chiuse %,, £,,..., 2, a
due a due prive di punti in comune, essendo Z, il contorno
esterno e X,, Z,,..., I, quelli interni.

Ciascuna superficie Z; sia decomponibile in un numero finito
di porzioni di superficie regolari (}) ed ognuna di queste goda
della proprieta, che, fissato quasi ovunque su di essa un punto
M ed assunto il piano tangente come piano zy e la normale in
esso come asse z, la superficie ammetta in un intorno di M la
rappresentazione xz = % (x,y), essendo la funzione z (z,y) continua
assieme alle sue derivate parziali prime e seconde.

Supporremd inoltre che le tre funzioni X, ¥, Z siano hol-
deriane in C.

Indichiamo con |8| la classe dei vettori S, definiti in C,
di componenti n,. v, w, per ciascuno dei quali sono verificate le
seguenti proprieta :

I) le funzioni u, », w sono continue in € — ¥ assieme alle
derivate parziali prime e seconde e verificano ivi le equazioni (4);

IT) fissato quasi ovunque su X un punto M, condotta la nor-
male » a £ in M, detto P un punto di essa, contenuto in C, e
considerati i due vettori S(P) e 7'(P), essendo quest’ ultimo de-
finito dalle (5), sussistono le due relazioni

(8) lim S(P)=8(M) , lim T(P)=TM),;
P—>M (sun) P—y-M (sun)

essendo inoltre i due vettori S(M) e 7'(M) sommabili su X;

E. Trerrrz, Mathematische Elastixitiitstheorte [Handbuch der Phisik., Bd. VI,
Springer (Berlin 1928]. R. Marcorongo, Teoria matematica dell’ equilibrio
det corpt elastict [Hoepli (Milano) 1904].

(8) Cfr. M. Picone, Lexioni di Analist infinitesimale [Circolo Matema-
tico di Catania (1923)} pp. 228-232.
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III) in ogni punto P interno a C sussistono le (6) mentre
per P’ esterno sussistono le (7).

Porremo al modo seguente per i vettori della classe jS} i
tre problemi fondamentali dell’ equilibrio del solido elastico C:

problema degli spostamenti :

determinare un vettore di 33} avendo assegnato su X il vettore
S(M) ivi sommabile;

problema delle forxe superficials :

determinare un vettore di %S! avendo assegnato su X il vettore
7(M) ivi sommabile;

problema misto :

determinare un vettore di 'S! avendo assegnato su una parte X'
di ¥ il vettore sommabile S(M) e sulla restante parte X il
vettore sommabile 7'(M).

Il teorema che veniamo ad enunciare e dimostrare ci per-
metterd di far vedere come la risoluzione di ciascuno dei pro-
blemi posti & equivalente a quella di un sistema di equazxom
integrali di Fiscuer-Riesz.

TeoreMA. - Se 8(M) e T (M) sono due vettori di compo-
nentt sommabili su X verificanti le equazioni (7), il vettore

S(P) le cur componenti u, v, w sono definite dalle (6) appar-
tiene alla classe fS} .

Alla dimostrazione del teorema enunciato premettiamo una
osservazione, di cui c¢i varremo costantemente nel corso della me-
desima. Sia f(M) una funzione sommabile su ¥ e g (M,P) una
funzione definita per tutte le posizioni di M e di P nello spazio
per cui non sia M= P, e che risulti funzione continua di M e
di P, se questi due punti variano in due insiemi senza punti
in comune.

Sia M, un punto di Z nel quale la superﬁcxe & dotata di
piano tangente unico e, assunto questo come piano ry e la nor-
male in M, come asse z, si determini su detto piano un intorno
circolare I'y, di raggio R, del punto M,, tale che la porzione
di superficie regolare X, appartenente a ¥ e passante per M,
che si proietta ortogonalmente sul piano xy nei punti di detto
intorno, abbia equazione z = x (r,y) essendo la fanzione z (z,7)

2 *
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continua in I'; assieme alle sue derivate parziali prime e seconde.
Perchd cid sia possibile basta, per le ipotesi ammesse su 3, pren-
dere M, al di fuori di un certo insieme N’ di misura superfi-
ciale nulla, Introdotto nel piano zy un sistema di coordinate po-
lari con polo I’ origine, poniamo :

® (p0) = | f[pcosh, psend, x (peost, psen )] — £(0,0,0)],

‘P(R)=//?(p,0)pdpd6.
Tz

A meno che M, non appartenga a un certo insieme N’ di
punti di ¥ di misura superficiale nulla, riesce

$(R)

lim —— =20,
. R—0

Supporremo allora che M, non appartenga all’insieme di
misura nulla N = N' -+ N,
Si ba poi
2%

¢'(R)=R[9(R,6)d0.
[\]

Siano Pe P i due punti di coordinate (0,0,¢) e (0,0, — ¢),
essendo §{ >>0. Facciamo 1’ipotesi che comunque si assuma il
punto M su X, si abbia

Hy ¢
ly(MP)—Q(MaP')|<('T_F°c,—)-,,—,

con H, costante positiva. Dimostriamo che &

lim [ [F (M) — 7 (Mo)] [g (M, P) — g (M, P')] d (M) = 0.
C-_H)E .

Dato ad arbitrio ¢ >0, si assuma R abbastanza piccolo da
riuscire ' -
$(R)<sR.
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Abbiamo, detta H, una cestante positiva

[ureon — 1ot ,7) g o1, P d s 30) <
Zr .
SHlf? (Pa‘”W{Ml{MO: H1/¢'(p) @ché)_./._dpg
T'r ' 0

<H$(B) g

R
Cp
———.,—,+3H1f«1»(p)——dp<
o J ¢

+ &)
R

. ¢ Cdp 3
<171>.-LR2 (—RZ__F—Cz)—./‘:+3H1efm<(l +—2'R)Hle.

1]

D’ altronde poiché si ha

tim [ (70 — £ (M) (g O, P) —g (M, P))da () = O,
0 o '
si determini {, in modo che per { <¢{, sia

| f [ () — £ (M) Lg (M, P) —g (M, P)] do ) | <
Z—32r

ne segue, per §{<Z¢,:

| [t — M) 1o (04,2) —g (0, PY)da 30) | < (245 ) Hoe.
p

Data I’ arbitrarieta di e resta provato quanto volevamo.
Passiamo adesso alla dimostrazione del nostro teorema. Il vettore
S (P) definito dalle (6) verifica la I proprieta che definisce i
vettori di | S}.

Infatti le tre funzioni definite da dette formole sono continue
nell’interno di C assieme alle derivate parziali prime e seconde,
ci6 segue per l’ipotesi fatta della holderianeita di X, Y e Z in
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C, com’s noto dalla teoria del potenziale di volume (7). Risul-
tano inoltre verificate le equazioni (4). La proprieta III viene
soddisfatta per le ipotesi stesse del teorema. Resta allora da pro-
vare la II. Fissato M, su ¥ - fuori di un certo insieme N di
misura nulla - assumeremo il piano tangente in M, a X come
piano xy e la normale in M, come asse z diretto come la nor-
male interna a C. Dette U,, V,, W, le componenti del vettore
8y = 8 (M,), cominciamo col dimostrare che &

(8)) lim w(0,0,0) = U,.
{0+

Assunto comunque il punto P nell’interno di C e P’ all’e-
sterno si ha:

8 KU, = —][so X 7% (M, P)]d s (M),
2

9)
0= f[sox 7O (M, P')]d o (M) .
z
Otteniamo, tenendo presenti le (6), le (7) e le (9):
( 8K (u(P)— Uy =
= [P X 18, 4,2 — 5,01, P de(a0) +
c

’

) 4 [ |7 (M) X (S, (M, P)— S, (M, P')] | do (M) —
z

— f ([S(M) — 81X [T (M, P) — T (M, P')]| do ().
)]

Supporremo che P abbia coordinate 0,0,{ >0 e P’
0,0, — ¢ e che { sia abbastanza piccolo da risultare P interno

a C e P esterno.

(") Cfr. 0. D. KrLroee, Foundations of potential theory [Springer
(Berlin) 1929] pp. 150 - 156.
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Per dimostrare la (8,) faremo vedere che ciascuno dei tre
integrali al secondo membro della (10) ha per limite zero quando
£—0. Cid & intanto evidente per il primo di essi dato che la
funzione potenziale

[[F(M) X 8, (M, PY] dc (M)
c

& continua in tutto lo .spazio.

Introduciamo il cerchio I'y e la funzione x (z,y) gia dianzi
considerati e poniamo, dette z, y, x le coordinate di un punto
M variabile su T

r=MP=|2+ ¢y +x— =Vl +&—02,
r=MP=Va +y2 + (x + O =Vp*+ (z + 0)*.

Sia poi H una costante positiva per la quale si abbia
in T'p

2@y | <, |x@y)|<Hp , | (=y)|<Hp.
Poiché si ha, in Ep, 0 << p << R, otteniamo :
|22 C|<<2Hp < HR(p* + 1)
W< Hepb < H2Re g2 < H? B2 (2 + 7).

Supponiamo di assumere R in modo tale sia HR< 1.
Si ha:

P — <@k HRR (g 1)+ HR (R + ) =
— (L + HR + HE) (¢* + 1)
P+ — 2> (L— HB) (@ +07).
Detti allora p e ¢ due numeri positivi, si ha in Iy:
P +0)<<q(®+ 0,

e, analogamente :

PP+ 83 <r'2<q(p® + 7).
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Avvertiamo che d’ora in avanti con H; (¢=0,1,2,...)
indicheremo sempre una costante positiva avente volta a volta
un conveniente valore.

Posto Ty = T'(M,), abbiamo

|[ im0 x (s, 0, P — 5, 01, PY) s )| <
2
<[1700) — 7115, (4, ) — 5, (8, P |0 () +
2 .
+ [17118, 00, P) — 8, (4, Py o 1)
J ~

Poiché risulta in I'y, com’é facile constatare :

18, (M, P) — 8, (M,P')|s%
ne viene

tim [172]18, O4,P) — 8, M, P da (1) = 0.
c—>o+z

D’altra parte riesce in [y

| S (M, P) — S, (M, P) | <

2 2 1 1 zy =yl (x+10)= (x—c).zl
7—;'-—’4_3 r l+ » s r |<
1 1 1
<3]T — + H,¢ T+;'§<
r*— [ 72— (P 7 4 )
<NeFaw| T T e T

¢
+ H, ¢ r’+ ,3’<Ho—‘;+—czf—,‘~

Segue da cid, per I’ osservazione premessa,

lim /|7’(M) — Tl Si(M,P) — S, kM,P’) |do (M)=0.
l;—+o+z '
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Veniamo adesso a dimostrare che

(11) lim fg[s(M) — SIX [TV (M,P) — 7O (M, P')]|do (M) = 0.
g—ot

Poniamo intanto
K __ 'K

$x (7‘, T') =rr_ 7

r

E ovvio che riesce
. K—1

px(rr)<Hg P+ 0. °
Si ha:

VTF & F 2 | 70 (M,P) — T (M,P')! <

— (| 4 (r Or r a*r
_L 2 — _—
Hy1+ 4+ 2 dn(ax’ 8:1:’) (axay 8x8y)+
otr o r' [ 8 1 a1
T’&Z(W_W) T Ta +lag7—
o 11,181 41
T8y r +'azr 9z 7 +‘dn( H
D’ altronde abbiamo
T a+a| Ll =) | SV T T 3|~
dn& 9t * dn\ r
tx, + Y%, —x+0

d (a? x* =
+}i7z('r’“_7"'l

_x3, + vz, —x—tl+

r

— _lh)
¢ r
(2 x 3:) 2|+

+l3 zxxa:'*'y’:s'—x"l_c 3z zxzx"l"y:ls_x_ClS

r—r (ryr' 1 1
e ERED e )4
+2|z2, B“j,:l?ﬁam_r“)+3x’lz—xx,—yx, ‘
|7 —7" @ (r,r") 1 ¢
B S i e



24

e in modo analogo

T

——E_("—r’ _—c
dn dxdy o)

i+ +5 ddnazax( r—r) <H'—+C"C’)T’

s =) ()
HEE T < e

Ne segue

VTFZ 2| wp)- rm(Mp)j<H( L

e quindi la (11). Resta cosi dimostrata la (8,). Con eguale pro-
cedimento si dimostra che
limv(P)=1V,, lim w (P) = W,,
P—> M, (sun) P—> M, (sun]
con che rimane provata la prima delle due relazioni (8).
Veniamo alla dimostrazione della seconda.
Riesce intanto /

98, (M,P)
—8xT,(0,0,0 = §F<M)>< "oy
[tron= 25

383(Myp)
o€

+ 28000 ‘do(M)—fgS(M)X A
z

43S, (M,P)Jr

+ at

Hdc (M) +/, T(M)X{

“___37‘8’8(?’ P ] ‘dc (M.

0=ﬂ”M)X[asl(M,P')_633(M P) ”d M) +

” [aS,JICIP') asagng'P)”do(M)_

[ _zﬂs(M)x[ar gﬂcl,P)_armzAg,P)Hdc(M).

(12)
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Diciamo P,, €,, R, le componenti del vettore 7, e indi-
chiamo con A il vettore le cui componenti sono cosi definite

A= L pox, 4,— 1

V74 KQox A,

L+2K

" Sia Bdo la forza superficiale che per le (5) compete allo
spostamento /. Si ha allora per le componenti di B

L
— B, = L+2KRocos(n z) + Pycos (n,z),
—B = Ryes( Q cos (n, %)
Tl Y o cos (n,z) + Qycos (n, z),

— B, = R,cos (n,z).

Applicando la (12) otteniamo

81:Po=[38>([68';l?’1))+683 MP)Hd (M) —

-—];HX[M”)(M P)+ar<3>(M,p)

ot J de (M),

(13)

0 _fiax[" SULE)_3SOLEY | 4o ) —

e frn_orer
ot ]

Si ha_inoltre

—-”s‘,x[”mw B arw (M, P)”d (M) —

(19

_[;so [armzup') aT"’(MP)Hd .
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Per le (12), (13), (14) possiamo scrivere

38, (M,P) 68, (M,P) .
81t(Po——T_c)=f§F><[ L)L 250D
c

P) 38 (MP ,
FSBULEY  280E ucn + fi+
z
(15) x[aSI(M LAl 833%’1)) n as,éng,P')
95, (M, P) o™ (MP) |
s T

S L

ds (M).

L OTOMP) | ST (MP) 3T (M,P’)J
ot T et KL

Occorre dimostrare che

(16) lim 8z (Py—T,=0.
C—>04+

L’ annullarsi del primo integrale al secondo membro della (15),
per {—0, & una nota conseguenza dei risultati della teoria del
- potenziale di volume.
Per il secondo integrale si ha

| 68, (MP) | 38, (M,P) +331(M,P’) as,,Mp'
I at ¢ oL :

)'S

(r+ )|+

| 0 02
e e (72
=%grga " T |ac axay

el

¢
<Homram

‘l_a__az
+2|3 Laz(’+

o (1 1
+2 oz (W~ _—r’_>

poichd |7 4+ B| & nullo in M,, si ha, sempre in virta dell’os-
servazione premessa, che anche il secondo integrale del secondo
membro della (15) & infinitesimo con §.
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Con analoghe considerazioni si constata, dato che |S — 8, -+ A|
¢ nullo in M,, che anche il terzo integrale tende a zero quando
t—=0. E quindi vera la (16). Assieme ad essa si dimostrano si-
milmente le due relazioni

lim T,=10, , lim T,=R,
L0t L—>0+

e pertanto viene acquisita la seconda della (8).

Il teorema rimane cosi completamente dimostrato.

In virth di esso possiamo affermare che il sistema di equa-
xioni integrali (7) costituisce una muova e piv campatta tradu-
xione analitica delle condiziont necessarie e sufficients per Ue-
qualibrio del solido elastico C, condizioni che venivano altrimenti
espresse dalle (1) e (2) oppure dalle (4) e (5)

Facciamo adesso vedere come il sistema (7) & equivalente ad
un sistema di equazioni di Fisceer-Rigsz.

Detto P’y un punto esterno al dominio limitato da L, e
P, P, ..., P' puntl interni ai domini limitati rispettivamente
da 3, Z,,... s, indichiamo con ,cp,t la successione ottenuta
prendendo assieme tutti gli elementi delle 3 (p + 1) successioni,
ciascuna delle quali & costituita da tutte le derivate di S, (M, P’)
(b =1, 2, 3), calcolate in P (j =0, 1,..., p), e con {(M quella
ottenuta in modo analogo con le derivate di 7'™ (M, P).

Data I’ analiticita in ogni insieme esterno a C delle funzioni
di P’ che compaiono nel sistema (7), detto sistema & equivalente
al seguente del tipo di Fiscurr-Riusz :

(17) [(Z'X(p,-)dc-—j Sti‘)dc—{-/(FX?.)dc_O
3 3 (z_-l 2,...)

la cui considerazione permette la effettiva risoluzione dei tre pro-
blemi fondamentali dell’ elasticita.
Si ha infatti:

1.) Problema degli spostamenti.

E noto il vettore S. Le (17) forniscono allora le coordinate
di Fourier del vettore incognito 7' rispetto al sistema [q)i{.
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2.) Problema delle forxe superficiali.

E noto il vettore 7. Le (17) danno in tal caso le coordi-
nate di Fourr del vettore incognito S rispetto al sistema |{¢;].

3.) Problema mausto.

Su una parte ¥’ di ¥ & assegnato lo spostamento §', sulla
restante parte X'’ la forza superficiale 7.
Poniamo

= P, su X,
o

= —"l)i su 2”,
@ = f(S’X $,) do —f(T”X ®,) do —-'[FX ¢ de.
2 b c

Consideriamo il seguente sistema di FiscEer - Riesz nel vet-
tore incognito R

f(RXw.)do=q,. (=1,2,..)
z
Se R & soluzione di tale sistema poniamo
=8 su Y, = Rsu X
s g r
= R su Y, = T su 2",

I vettori 8 e T cosi definiti verificano le (17) e quindi le
(7). Pertanto, sostituiti nelle (6), si ha che il vettore da queste
definito & soluzione del problema.



