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SU CERTE QUESTIONI DI PERIODICITÀ E
ASINTOTICITÀ PER I SISTEMI LINEARI DEL

PRIMO ORDINE AI DIFFERENZIALI TOTALI

(*) di B. PINI (a 

Nel presente lavoro si prendono in considerazione sisterni

completamente integrabili del tipo

(con A e 73 matrici-funzioni quadrate d’ ordile 1l, 1/ vettore-fun-
zione llC0gllita ad 1l cO~uponenti). Dapprirna, nell’ ipotesi di perio-
dicità delle matrici A e B, si prova come facilmente si estenda la
teoria di relativa a equazioni e sistemi ordinari a coef-

ficienti periodici ; indi, applicate ai coefficienti delle perturbazioni,
,i stabiliscono per queste delle condizioni sufficienti pereliè e~i-

atano, per il sistema perturbato, integrali indipendenti asitltotiei

a quelli di una n-pla fondamentale del sistema dato; ciò sarà

fatto nel caso dine il sistema non variato sia a coefRcienti costanti

n~a si accennerà successivamerlte a q11t111t0 basta per accertare

dine tali risultati sono estendibili al caso che il sistema non per-
turbato sia a coeffcielti periodici.

1. - J{ieordia~uo che se, Sll un insie~ne limitato misurabile ~’
del- piano i’ :

A (Il, ,,) e B 50110 ~natrici -funzioni limitate p ~1~isu-

rab li ;

( * ) Pervenuta in Redazione il 10 ottobre 1950.
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/1 per Ogni valore di 1l ~~ assolutamente continua

rispetto a v ;

73 (u, w) per ogni valore di r ~’ assolutamente continua

rispetto ad ?1 ;

le matrici sono sommabili sti J7 e ivi veri-

firano quasi dappertutto la condizione [di con1pleta integrabi1ità
di (1)]

allora, intendendo per soluzione di (1) un vettore Il assoluta-
mentre continuo in ?t e v verificante quasi-dappertutto la (1),
sussiste un teorema di esistenza e di unicità e, detti ~~~ r) =
=(//..(~’~)~..~/~(~~))~’==~2,...~~ ~ integrali linear-
mente indipendenti, posto W i,) ~~ (u, , 1’ iute~rale
generale di (1) è dato da

con e vettore costante arbitrario, ed F

dove con y s’intende iin’arbitraria poligonale, coi lati paralleli
agli assi, congiungente i due punti (11°’ "0) e (11, r) di .7(~).

(t) Cfr. p. es. T3. PINI: Sui di equa;ioni lineari dPl
totali [Gior. Mal. I~.1TTAG1.IN1 (4) 7~ (l948-4~))

pp. lol-lliî]; Sui di del ordine ai differeu-
CT. M. 1. (3) Y (1 J~0) 2~-~4] .
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2. - Il caso dei coef~cienti periodici. - Supponiamo A (u, 1’)
e periodiche in 1l e v di periodo w (non ÈJ restrittivo

che il periodo sia il medesin~o e in ?’ perchè a ciò ci si

può sempre ricondurre con un cambiamento di ~c~ariabili); diremo
integrale periodico r~i specie un integrale jj di (1) al

quale siano associabili due costanti p e a tali che riesca

Si riconosce inmnediatamente che se Jt (u, v), i = 1, 2, ... , n ,
o 11I1M fondamentale di integrali di (1), tali sono anche

le !li (u + M, z~) e t~i +  = 1, Z, ... , i  . Pertanto

la addizione di i co a o a u , produce una sostituzione lineare,
a modulo non nullo, sulla n-pla fondamentale di partenza. Sia

1&#x3E;oiolié

,enue che le matrici II e K sono permutabili. 4~uesta semplice
coi&#x3E;stazitiie permette di svolgere per i sistemi ( 1 ) una trattazione
1)eI’Ìetta,lllelltf’ Slllllle a quella di FLOQUKT (2) . Noi (’1 limiteremo

ad accennare tale sviluppo in vista di successive applicazioni.
~ia y ---- un integrale periodico di seconda specie.
Sarà

(2) G. F~..OQUE~: S’tco les rlifferentíelles (  

[Ann. Se. dp Noi-iii. Sup. (2) XII (lti~33) pp. 47-~), in

pp. ~I~ -no 1. Cfr. 0. $ANSnNE I 

reale, I ~ (Bologna Cap. iii particolare pp. 317-jlfl~l e 36()-362) .

1 7
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Ciò richiede l’esistenza di una coppia di numeri p e o e di

un vettore e per cui sia

Nel caso più semplice che abbiano i divisori elemen-

tari tutti lineari, esiste (8) una matrice invertibile óf IlormaliZ-
zante contemporanean~ente H e X, cioè tale e

sono matrici diagonali ; allora gli autovalori pi, P2, ... , P.
(non necessariamente distinti) di H possono associarsi agli auto-
valori ai, °2’ ... , a" di I~ (anch’essi non necessarian~ente distinti)
iu modo che, per ogni coppia, H e I~ abbiano un autovettore

comune. Breven~eute, posto

e quindi i vettori costitaenti le colonne di ~~), =1, 2, ..., ~ ~
sono altrettanti integrali periodici di seconda specie di (1) :

Posto

si riconosce che yh (u, 1’) è periodico di periodo w sia in zc che

in i&#x3E;, onde ii integrali fondainentali di (1) saranno

Prima di procedere vog-lia~l1o osservare come gli autovalori
di H e I~, anzi i loro divisori elementari, siano indipendenti

(3) Cfr. la nota (9).
(4) S’ intendono i log-aritn1i principali.
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dalJa scelta della fondamentale di integrali di (1) ; infatti,
indicata con y t ( i i , i&#x3E; ) , i = 1 , à , ... , &#x3E;i , u n a nuova 

mentale di integrali di ( 1 ) e con W ~‘ (zc, ~~ j la relativa matrice,

sarà

da cui segue, poichè r) = t?) per una certa

matrice invertibile ~T,

onde

e tanto basta por concl udere quanto si è all’or~uatu.

Poniamoci ora nel caso generale che le matrici ]I e ~’ non

abbiano i divisori clemeutari tutti lineari. Sianu p, , ~2, ... , p, gli
antovalori distinti relativi alla matrice II ; è noto che a ciascm~u

di essi, pi, relativo ai divisori elementari

restano associati gli autovalori à ~t~, 5~ ... , di 7~, neces-

sariamente distinti, multipli rispettivamente almeno degli ordini

~ ~ ~, c ;~’, ... , e?) , in modo che alla coppia p~5~B per tutt i gii i Il

per cui i sono distinti, corrisponde un solo autovettore o~’
C0111Une alle matrici II e 7~; se poi due o più delle coin-

cidono, detto il loro valore con~u~lc, alla coppia cor-

risponde almeno u11 autovettore comune alle due matrici e al

pit~ nn gruppo di tanti autovettori (comuni alle due matrici)
linearmente indipendenti, quante sono che coincidono (5j ,

(5) Cfr. I, c. iu (1) .
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Nel seguito noi indicheremo con

stesse, con la segiiente avvertenza :

Sia 3 (’) distinto dalle restanti ã }:); allora sarà 6 ó ~ -.= 
con molteplicità
stinte dalle restanti ; allora a p, e corrisponderanno ~~ ( 1 
autovettori linearmente indipendenti comuni ad H e K ; indiche-
remo questo stesso autovalore a ’1 con ... , attribiicii-

do a ciascuno di questi ultimi certe molteplicità - (íl, 1’Bi), ... , 1.~~:-1,
ognuna delle quali sarà eguale a una delle e e t,’), ... , e ~1-1 1 o

alla somma di due o piú di queste, con

eco.

In conclusione le p e le a possono associarsi nelle coppie

risultando P~ e o, multiple d’ ordine rispettivamente per 
.1

con = 7~; le p; non essendo necessariamente distinte tra
1

loro, le o, non essendo necessariamente distinte tra loro, e in

modo che ad ogni coppia a, corrisponda un solo auto vettore

comune ad H e 1(, questi autovettori risultando linearmente

indipendenti.
Allora, scegliendo come primo integrale di (1) la soluzione

periodica di seconda specie z~ (u, 1)) corrispondente a pi e ai,
detta y~l (u, 2~) la matrice di ~1, J~ , ~ ~ ~ , ’J" (assumendo’ questa

n

come nuova fondamentale, sottintendendo che in 
i ’

sia 0 ) , sarà

(dove i punti stanno ad indicare tertnini che non interessa espli-
citare).
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Le niatrici 11 $’ ry ~ 1 Ì/ e i che stanno al posto di H
i p K1 ~ il p

e I~ , sono anch’ esse permutabili e hanno gli stessi autovalori e

gli stessi divisori elementari di H e K, per quanto è stato

osservato poco fa. Si riconosce che anche Hl e sono permu-
tabili e hannò gli stessi autovalori di Il e I~ salvo che p, e a,

sono multipli per esse con ordine di molteplicità inferiore di una

unità a quello che hanno relativamente ad H e K.

Supposto (.11 ~ 1 , i sistemi

hanno allora una soluzione C0111Une, sia ~2?’"?-~ ~ riconosce

che per 1’ intelyrale si ha

e5seuclo a21 ed n21 clue certe costanti.

Cos  continuando si uttengono (11 intcgl’aH ~, , ~2, ... , :E,,1 per
cui l è

e cos  si procede- per le coppie ~2 , a2 ; . · . ; p,~ , av . Si vengono 111

tal modo ad 111(~l~’1CILIàI’e’ tt integrali linearmente indipendenti
di (1), suddivisi in v gruppi; per gli iiitegiali del pI’11110 gruppo
valgono le relazioni (9), per gl’ integrali dei successivi gruppi
valgono relazioni analoghe.
~ -
J , ..
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3. - Osservazione sulla simultanea riduzione a forma cano-
nica di due matrici permutabili. - Prima di precisare la natura
analitica degli integrali or ora indicati, il che faremo al n. 5~ ,
facciamo le seguenti osservazioni. E noto (6) che se due matrici

A e ~3 sono permutabili, detta 3~ la matrice normalizzante 

tale cioè che A dt = 97 sia la forma canonica di Jo~,o~~

di A, allora B è nel tipo d~-l, dove

indicando con la matrice unità d’ urdiue i~ , con 1&#x3E;~.~, la ma-

trice c~uadrata d’ ordine i, per cui è

essendo il ~ i2 ~ ... ~ ~p~ , con una matrice riglie
e ij, colonne nella quale sono tra loro eguali i termini per cui

è costante la differenza tra gl’ indici e in particolare sono tutti

nulli quelli per cui il primo indice è maggiore del secondo

se h ~ k e tutti quelli per cui la differenza tra il secondo e il

primo indice è inferiore - i~ se h &#x3E; k .
Noi vogliamo qui mostrare come, sfruttando 1’ estensione di

una certa osservazione (7) @ sia possibile realizzare, per ~~~ezzo di

una sostituzione lineare (a inodulo non nallo) , J la simultanea

riduzione a una certa forma canonica di due matrici perinu-
tabili.

(6) Cfr. p. os. J. 11. M. WsDDERBUR~ : 7~/~c~ [Am.
Math. Soc. Colloquiuin publications, voi. XVII, 1934, pp. 102 e segg. ] .

(7) Cfr. G. FLOQUET, ~. c. in (2) pp. 66-68.
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Si è già visto che se è la matrice di  integrali
indipendenti di (1) si ha

e Ii invertibili e perll7llt~1b111. ReciprocaU~ente, essendo

77 e K due matrici invertibili i e permutabili qualsiasi e 

una matrice-fnnzione sellpre invertibile per cui valgano le rela-

zioni precedenti (8) e per la quale si facciano opportune ipotesi
di derivabilità, posto

si riconosce che ~ (ii, z~) (zc, r~) sono periodiche di periodo c~

ín il e iii v e, di pi i ,

+/~(~,~).4(~,~): ; dunque i vettori costituenti le colonne di

~) sono n integrali linearmente indipendenti del sistema

lineare ai differenziali totali completamente iiitegiabile e a coef-

ficienti i periodici i d y = /1 r) + B (ii, v) 
Ciò porta che le matrici Rè K, precedentemente incontrate,

a parte la loro per~nntabilità, possono essere qualsiasi. Da ciò.
i~~cide~~tal~nente, possiamo dedurre un’ osservazione circa la ridu-

zione a forma canonica di due matrici permutabili.
Indicata con Z (ii, i) la matrice deg~ integrali 

precedentemente individuati in 2., si ha

(8) L’esistenza di uns sif~-~tta niatiice v ) è :,em~,re as~icura,ta.

es-gendo H e K due matrici quadrate i~~vertibili, allora, coii ’ è ben

noto, si possono trovare due matrici quadrate 31 ed tali che = Il,
e-y = K; questo matrici riescono inoltro pelmutabili se tali sono Il e K.

Tenendo l~BlinJi presente che, so Il ed N sono due mutrici (quadrate) pe~J~lu-
tabili, si i~a e -- eJ1 . elv = e" ~ e-I, si conclude che basterà allora

u z

porre TV (u, v) - e .
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con

queste ultime entrambe d’ordine 11" dove i punti stanno ad imli-
care termini che non interessa esplicitare ; beninteso, tali che (mi
ed CB, siano pern1utabilL

Si ha pertanto la seguente proposizioue :
Se II e I~ sono due ~f2atrici quadrate /~, 

tibilL e con stessa a

»zodulo non nullo, esse possono ràco~td2cmsi alla seguente 
che ancora canonica :

detti P2,..., p ; a2 ~ · · . , av gli (non racces.
sc~ric~naeute distinti) di H e ~~, mzclttt~ti 
ordini 112 ~ ... , ~J.v’ da intendere nel speci~cato in 2. ,
si ha

con Hi c K, rracctr~ict ~~er~~rttctnbili d’ordine (i =: 1, 2, ... , v)
del ( 11 ) (9) .

(9) Daremo di ciò una din~o:;trazione diretta in altro luogo. Qui vu~liatm
solo osservare come le matriei per!~~utahili A e B possano essere diagona-
lizzate con una stessa sostituzione lineare se tutti i loro divisori elementari

sono linear i. In questo caso è infatti, per i = 1, 2, ... tn, ’-~7i = pi Efl+s~ +...+i2,s . "
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4. - COJ~~pO~-~tan~en to asintotico degli integrali di un siste-

ma perturbato, per variazioni nei ~oefficienti, di un sistema a

coef~icienti costanti. Consideriamo il sistema

iiell’ ipotesi che A e B siano due matrici quadrate d’ urdinc u ,

costanti, tali che (condizione di completa ilite~r~bilità).
A fianco di qnesto consideriamo il sistema perturbato

sul quale facciamo, per ora, le seguenti ipotesi :
le 4&#x3E; e qr sono Illa.tClC1-falt11G10111 limitate e misurabili su ugli

insieme limitato e I111S1lI’ll~lle della regione lc ~ 0’ z~ ~- 0 , la

prima assolutamente continua rispetto a v per u~lll cc ~ 0 , la

seconda assolutamente continua rispetto ad it per ogni c~ ~ 0 ; le

d. 
a ~ à ~’ 

h.. cl b.l’che esistono quasi-dappertutto, sono sommabili~~ lt

su ogni insieme limitato c misurabile della regione ~tc ~ 0 , v ~ U ,
e sono legate dalla relazione (di completa integrabilità)

mentre può essere d~agor~alizzata con una sostituzione i cioè

~?t’~i~== ø¡ (øi matrice diagonale), Segue che

essendo 57l e Q3 diagonali.
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3laiiteiietido le stesse notazioni del n. 3. , salvo lo scall1bio
di H cun ~1 e di K con 1~, (10) sara

Posto si ha da (13)

Per sü~npljcità noi a~l1~nettel’en~o in tutto il seguito c’he il

sistema (13) sia già norll1alizzato nella forma (13’) e ci riferi-

remo ad esso anziché a ques~ ulti~nn.
Indicati con 1,2 ... , 2 v, il vettore che ha eguali a

zero le pri~ne P-i + 112 -~- ... e 1(,, ultime + ... -~ {Lv

componenti, e le restanti coincidenti con quelle di !f, il siste-

n~a (12) si spezza nei v sistemi

Iiidi;hianio con JV, (tc, v) , i = 1, ~~ ... , v , la matrice che ha

(1°) Nella proho5iziono provata al n. 3. le matrici II e h’ erano supposte
invertibili. Non v’ ò però restrizione nel supporre attualmente che le matrici

~ e B di (12) siano invertibili perché a ciò ci si può sempre ricondurre

con una sostituzione del + con due opportuno co-

stanti p e Ci .
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per colonne le co~uponenti di integrali linearn~ente indipen-
den ti di (15) . Posto y(’) = exp (Pt lt + ai Z~) Z(i) si lia

che si integra per successive quadrature. Pertanto JV, si può
pensare del seguente tipo

dove i (u,1’) stanno ad indicare polinomi in 1l e i&#x3E; di grado
(reale o appareute) h .

La matrice di n ~lltegl"ali fondamentali di (12) si potrà pprc~ò
ritenere del tipo

e quindi

(’Oll

dove i qh (ii, l’) stanno ad indicare polinumi ~n 1l e t~ di grado
(reale o apparente) h .
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Ciò premesso~ ~aSS1~,1110 ~ provare il seguente teorema :

Se, oltre alle ipntf)si di 

biliià sis~eoac~ (18) (e 12)), s~i (rmmPtte ~li due

7t~’ -- pie (~l flG)t non (ii) C (r) (~, I -- 1 ~ 2~ ... ~ ll~,
l’ZIxS~Tl72CG delle quali a?(L s’ll (10, + Ìllll 

t’~’)~ ~ @ .in, a îlt e710 dri llll?l f? l’ di ll )l

cli nulla,

e, a punti ic c~i un di musura nulla,

1 - 1, 2, ... , n ; ~~J - t ... + + s ~ -t- ... + 11,,;

di ( 12) [ove ~~a (u, v) un vettore le pui cootpo~tP~zti sono
poli~iooti di grado al 1 in Il e v] , si rru

~li (13) del tipn

ove oj (tt, v) di vrtlori 

iii ogni donziuio coo,teotcto nella 11 v ~ T’, I’ r

~tt~ci~~tleot~ttte e ~c per + x ,

_ 

v~ + x,(m). .

(11) Questa proposizione, nel caso di un sistenii ordi nar~o [,1 ~-
+ P (,1;)] 1/, ~nigliora leggerinonte m risultato ~li S. FAEDO : 

totielce delle dei sistemi lineari [Annali di

pura e applicata (4) XXVI (1 «&#x3E;17) pp. 207-21ñJ, al quale è lc~~ato questo
n. 4 . Si può osservare che la preventiva riduzione a forma canonica d&#x3E;llii

matrice A permetterebbe di trattare la cosa pi~~ rapidamente e di 

spontaneamente una condizion’’ mo~~ò restrittiva di ~~unlla indicata HP~ 

lavoro. (:f’c. anclie U. DUNKXL in : u/
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Poiché si lia identicamente

se si pone in (13) !1 = Wi si ottiene

Il sistema (21)  0 auch’ esso completamente integrale essendo

e tenendo preseute la (14). Segue

con c vettore costante, ove gr integrali curvilinei si possono

scegliere in modo opportuno, uno per agili componente 
quindi

/~o~~y6M~M~ of the [Procr~~lings
or the ...Bm. Acad. of Arts and Sciences, XXXVIII (1902-1~)03) pp. :~41-

3 ío] .
Per la bibliografia ci limitiamo a citare ancora, come quello pin afline

alla questione che ci interessa, il recente The 

or nf of di N 

in Dl1ke 3. 15 pp. lll - 121j, specificatamente pci suoi teoremi

II e III. _
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Tradotta cos  la (13) in equazione integrate, applichiamo un
~rocediwento di approssimazioni successive, ponendo

Per conl0dità di notazioni pol¡jan1o

indichiamo con

g~ integrali di ( 15) , colonne di LY~~ , onde per ogni i valore

di indicherà polinomi di grado non superiore a j - 1 ;
dalle (18) e (19) segno

dove i indicano, per ogni valore (li .~ ~ polinumi di

grado al più ~.,. - 1~, e sono tutti ~} ull i per s ~ ~r ed s &#x3E; T,._~~ .

Se poniamo 1/(0) = ~~zz+; , il cho equivale a prendere per (~

il vettore di componenti 
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si lla

Sia ( ~, I-) un piiiito della regione ~c ~ 0, v ~ 0 ; sceglian~o,
come curve y d’integrazione, del~e poligonali di uno dei seguenti
tipi, specificandone in seguito la seelta :

~J chiaro che si potrà trovare una coppia di costanti posi-
ti~-e C, e Ci in ~uodo che sia
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Allora

come di co~lsc~eto, con 1~ (~ j s’ intende la parte reale di ~ .

r~in1Ïtia~uoci ad esaminare l’espressione sotto la prim~ doppia
801n ~uatoria.

I. - Se R (Pi - p.) &#x3E; 0 , R (J, 2013 o.) &#x3E; O, scemiamo per 

qualunque k, la poligonale a); l’espressione anzidetta riesce

allora ~naggiorata da 
,
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il prodotto dell’ esponcnzia e per una potenza cii ~ (~, T’)
o o cresce al crescere delle variabili, almeno per 
abbastanza onde la precedente espressione è lllag§§101’aitt da

11. - Il (Pl - ;~, )  o., ft (ai - ’1,.)  0 ; scegHan10 per ’’L""
tutti i ~li Il, la poligu~~ale ú) se ii  li, la 1/) SP

If --I 1’: -, per iiel pI’~n)() la precedel1te espressione 
da

17 Q[&#x3E;0lleliZialC per una potenza di d (11 , 1¡) o di ô (ç, ~) 
(a mpt o per !r C’ I’ abbastanza grandi) al 1;1

precedente ~~1ag-g~orata da

f 8
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III. - Se R (p. &#x3E; (ai a,.)  0 , J scemiamo per

’~,.,,: ~ per tutti i valori di k , la poligonale c) [se fosse R (Pi - p,.) C ~ ,

~(~_o,)~&#x3E;0 si sl’eglierebbe la c’)~ ; Jn aulit~t espressione 6

~uag-giorata da

che, per ragioni analoghe alle precedenti, o ~11ng-goiornta da

IV. - Sia R (p, -- p,.) = 0 ~ R (a, - or) &#x3E; O ; allora 
--- 1 sreglian~o per ~~,..k la polig-onale a) ; la solita espressione è

Il1ag-giol’ata da
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sui secondo integrale si ragiona co~~~e in I ; per quanto riguarda
il prin~u, 5i ha c.~~l~ I~ (a; - ~: ) I~ C E~,x~h l~ ~~i - 4,,Ì i’ c (~, J’) 
C S’-r‘-1 (di, 2~) , onde la precedente è maggiorata da

Se invece è k ~ j - 1 , allora si 5ceylien~, per ~,.r la 

gonale c’) onde si ha la maggiorazione

sul primo integrale si ragiona come al solito; sul secundo, si ha
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exh , , essendo
onde si ha la maculante

e cos  _via di seguito.
Ora dalle ipotesi (20) e (20’) se~ne che, fissato a piacere

un numero positivo d , è possibile trovare tale che

per T , v &#x3E;,T, sia

D’altra parte se w (x) ~ p Ö una funzione sommabile Sl~

(xo , + ~) , si ha
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Tenuto conto di ciJ, si vede che, prendendo 1,1 e V abba-

stanza grandi, si può fare in modo che le espressioni (28,~3~5) ~
e simili, siano tutte inferiori a di più esse convergeranno
a O per lt 2013~ -~- 00, v -+ 00. Sarà perciò

dopo di ciò si ha

che, con gli stessi ragionamenti di sopra, si trova essere maggio-
rata da

Pertanto se si sceglie d in modo che sia ~a~ C, ()2  1 , e

in conseguenza si scelgono [T e V, si ha

dove (u, v) per ogni valore di h , indica una serie total-

mente convergente la cui somma (i cui termi ni) tende a 0 per
v ---~ -~- ao . Se indichiacnu con ~~~s+; il vettore che l~a. per

C01111JOllelltl le (2J) , essendo lecito passare al limite per Ul --~ W,
nella (23) sotto al segno di integrale, si riconosce è

1 1 *
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una soluzione di (13) associata a e, in un certo senso,
asintotiea a questa. Dando ad i successivamente i valoni 1, 2, ... v
e a j , per ogni i, i valori 1, 2, ... , p, , si vengono ad individuare
~t soluzioni yt, h = 1, 2 , ... ? di (13) (as5uciate alle h -

=1, 2 , ... , di (12)), le q ~~ali riescono linearmente i~~di-

pendenti. Infatti seriviamo la (22) per y = y’1~,+~ e 

come segue

si è provato che

per ogni

coppia ’tr -~ i. Si ha

perchè nello sviluppo di ciascuno dei deter~ni~~auti interni 

rango dei prodotti H nei quali i primi e i secondi indici

assumono coinplessivameiite gli stessi valori, onde

(13) li teoroma n. 4 si può facilmente estendere al cas ~ più generale
di un sistemi variato non lineare (cfr. anche H Comment on the

paper [Am. J. of LXVIII, 1946. 7-1 ~] , relativo al lavoro

(li N. LsvrNSON: The asyraptotie of a ·ystent of linercr diffe~~e~itiecl
equatio s, Ibid. 1-6). In luogo del sistema (13) si consideri ~l sistema

con A e B matrici costanti permutabili ; in ogni dominio della regione u &#x3E;_ 0,
v &#x3E;_ 0 p e 9 siano funzioni vettoriali di cui la prima, per ogni u, sia assolu-
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5. - Caso del sistema non variato a coefflcienti periodici.
Torn~a~no ora agl’i tegi-iili ~;, ~2, .... ~,a dei u. 2 . Si è già

visto = e.l’p (in, Il + U~ l’) Y~ ~il , v) .
Orbene, con iiii ragionamento induttivo analogo a quello te-

~luto da e-~) (ciie qui per brevità o~uettia~no), e te~lendo
presente la per~l1utabilità delle matrici ed si riconosce

che il gruppo di cui in (9) può essere scritto nella seguente
furnla

ove nt, e p 5onu gli esponenti caratteristici det~~~iti in (7) e i

v) sono vetturi periodiri iii il e v di periodo analo-

ga~nente per i rest~c~ti v - 1 gruppi.
Chian~ati, ~’on1e al solitu, Y~ (li, v) , ... , Yn (a, v) tali n in-

tegrali ~ondan~entali, la luro ~~~atrice v) si può scrivere

lle]]a foruH~ ~VQ . , . i 1

tenente continua rispetto a c e la seconda, pcr ogni v, sia assolutamente

continua rispetto ad u; siano lipsuhitziane in y :

soddistino quasi-dappertutto c condizioni di con pleia intcgrabilitii ; esistano
f’unzioni i (zc), (n) 1~ o i (r - 1, 2, ... , n) e s o t n n~ a b i li

sii (0, -I-- Jj) ta~i e1~0. rispettu a o e, ri-;pûttiB"tt~~~cnte.
rispetto ad sia

Si può allora ripetere tutto ’~ua~~to ò stato detto a~ n. 4.

(14) Cfr. G. FLOQULIP, L. e. in 1’) .
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Vogliamo provare clle i degli elPljlclllz
colojaya~ di posto :, + h iii T~’ sono clccl i dal lwoclollo drl-

l’exp [- -- o¿ v] pcr dei iti Il e 2~ , con 

cienti periodiche di {ò i tc il e v , di grado al

~,~-h; h .-l, 2,..., 7;-= 1 , 2,.... v.
Posto

si ha da ( 1 )

che si spezza nell’ ec~uazioue

e nel sistenm

.

Dall’ipotesi che quasi-dappertutt c sia

c~r ~r
ed e8sendo se~~ue che (31) e

" 11 
w 

1 ’ ’

completamente integrabilo. Inoltre i coefficieiiti del sistema (31)
sono funzioni periodiehe di periodo to in u e 2~ ; infatti, poicilè
le YÜ (i = 1 , 2 , ... , n) sono le coEOponenti di una soluzione
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(~1 seconda specie, i rapporti (~1 due (~ll~tl~l~l~l di 
sono funzioni propriamente periodichc.

D’altra parte, essendo

si ha

e puichè

si ha
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e quindi

analogamente si trova

(con rispetto ad qz analogo di ~77?~ rispetto ad Segue
che le matrici 1 ed sono ancora permutabili e hanno gli
stessi autovalori di ed fl’ salvo che p, e a~ sono lllllltlpll di
ordine minore di una unità rispetto a quello che erano relativa-
mente ad ed Giunti a questo punto si può ripetere un
ragionamento fatto da (’5) che porta a c’O11(’llldel’C’ quanto si
è af~ern~uto.

Poichè la atttialmente, di cuefi cienti periodici, an-
zicl~ò costanti, nelle adoperare le notazioni

già uisate) permette ancora di effettuare delle 111aggiorazio~~i come
le (27) e di ripetere tal quale tutti i ragionamenti fatti nella

seconda, parte del n. 4 , si conclude che : il tcooeuta colà 

strato sltssiste t~r,v~zj-ialo anche se il si~~tcot~ di an-

essere a coetficienti cosW utti, è a c~oe/‘ ~cicntL periodici
(beninteso che ora, al posto degli aictovalow delle A e B,

yli P~~t70IL8lLtL G~i’(ltt~!’tStIGL definiti iii (7) ).

(15) Cfr. S. FAEDO, 1. e. in ~~O), pp. 010-211.

Quando il presente lavoro era già alla 5tampa, sono wnuto a cono-

senza di (~UO recenti55ime note di E. LEVI dal titolo « Sut com~urlameoto
c~si~atof,ico ’dei SLStelllG lineari

[Rend. Âcc. Naz. Lincei (8) VIII (19õO) yp. 485-47U e ~8) IX
(1950) pp. ’6-:31~ in cui si un teorema chc~ perteziona il risultato di

S. FAEDO citato in (1 t) ~ua che può ulteriormente perfezionarsi come abbiamo
indicato in (l i) stesso.

Precisu~nente, riferendosi al sistema

S. FAEUO ha provato 1’ esistenza di una n-pla fondamentale di integrali
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asintotici (in sonso analogo a quello indicato nellt~ pagine che precedono)
agli iutegrali di una forldamentule relativa- al sistema J’ -- Ay , sotto
la condizione clie sia

se v è il massimo tra gli ordini di molteplicità degli autovalori di A.
La condizione!-data da E. LEVI è la medesina per v s’ intenda il

massimo tra gli .esponenti dei divisori elementari relativi alla matrice A.

Orbene, se ci riforian~o al SlStGllla noru!a1izza~o, ove A sia nella forma

canonica di J OROAN

si riconosce (come caso particolare dei risultati conseguiti nelle pagine che

precedono) che i ragionamenti di S. FAEnO e le relative conso~uon7.e reitano

immittati qualora si facciano le ipotesi meno restrittive 
Il


