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SU CERTE QUESTIONI DI PERIODICITA E
ASINTOTICITA PER I SISTEMI LINEARI DEL
PRIMO ORDINE AI DIFFERENZIALI TOTALIL

Memoria (*) di B. Pixt (@ Bologna).

Nel presente lavoro si prendono in considerazione sistemi
completamente integrabili del tipo

(1) dy = A (v, v)ydu + B(u,v) ydr

(con A4 e B matrici-funzioni quadrate d’ordine 2, ¢ vettore-fun-
zione incognita ad n componenti). Dapprima, nell’ ipotesi di perio-
dicita delle matrici 4 e B, si prova come facilmente si estenda la
teoria di Froquer relativa a equazioni e sistemi ordinari a coef-
ficienti periodici; indi, applicate ai coefficienti delle perturbazioni,
si stabiliscono per queste delle condizioni sufficienti perché esi-
stano, per il sistema perturbato, integrali indipendenti asintotici
a quelli di una n-ple fondamentale del sistema dato; cid sard
fatto nel caso che il sistema non variato sia a coefficienti costanti
ma si accennera successivamente a quanto basta per accertare
che tali risultati sono estendibili al caso che il sistema non per-
tarbato sia a coefficienti periodici.

1. - Ricordiamo che se, su un insieme limitato misurabile 7
del piano a, r:

A(nyv) e B (n,v) sono matrici -funzioni limitate e misu-
rabili ;

(*) Pervenuta in Redazione il 10 ottobre 1950.
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A (u,v) per ogni valore di « ¢ assolutamente continua
rispetto a v

B (u,v) per ogni valore di » & assolutamente continua
rispetto ad u ;
dA(u,r) 8DB(u,v)
ov du
ficano quasi dappertutto la condizione [di completa integrabilita

di (1)]

le matrici sono sommabili su 7 e ivi veri-

24 0B
(2) W+AB=5_EZ+BA‘

allora, intendendo per soluzione di (1) un vettore y assoluta-
mente continuo in 7 e v verificante quasi- dappertutto la (1),
sussiste un teorema di esistenza e di unicita e, detti y, (1, v) =
= (160)y ooy Y (26, 0)), T =1,2,...,m, n integrali linear-
mente indipendenti, posto W (u, v) = | yax (o, v)||, 1 integrale
generale di (1) & dato da

(3) Y (u,v) = W, ) e

con ¢ vettore costante arbitrario, ed &

(%, v)

(4) det. 117 (u, vy =det. W (14, 1) - exp. () / l Zi ag(a,v)du +
| 1

o

(%g: 0!
+ Zi by (uyv) d lI\
1

dove con % s’intende un’arbitraria poligonale, coi lati paralleli
agli assi, congiungente i due punti (u,, #,) e (u,v) di T ().

(1) Cfr. p. es. B. Pint: Swi sistemi di enfinite equaxioni lineari del

primo ordine ai differensiali totalt [Gior. Mat. Barragrint (4) 78 (1948-49)

T pp. 181-167); Sui sistemi di equazioni lineari del primo ordine ai differen-
siali totali [Boll, U.M. L (3) V (1950) pp.’ 255-264] .
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2. - 11 caso dei coefficienti periodici. — Supponiamo 4 (u, )
e B (u,r) periodiche in % e » di periodo ® (non & restrittivo
che il periodo sia il medesinio in » e in v perché a cid ci si
pud sempre ricondurre con un cambiamento di variabili); diremo
integrale periodico di seconda specie un integrale y di (1) al

quale siano associabili due costanti p e o tali che riesca
B Yyut+orv)=py(,v), YU v+ oe)=0cy(ur).

Si riconosce immediatamente che se ¥, (v,v), ¢ = 1,2,...,n,
¢ una n-pla fondamentale di integrali di (1), tali sono anche
le n-ple y; (1w + o,7) e y,(n,v+4w0),¢=1,2,...,n. Pertanto
la addizione di o a 2, o a ¢, produce una sostituzione lineare,
@ modulo non nullo, sulla n-pla fondamentale di partenza. Sia

W+ o,v)= W(@,v)H del. H+ 0

(v + )= H(u,v) K det. K+ 0
Poiche

W) HK = W (u + 0,0+ 0) =W (u,0) K

segue che le matrici H ¢ K sono permutabili. Questa semplice
constazione permette di svolgere per i sistemi (1) una trattazione
perfettamente simile a quella di Froquer (2). Noi ci limiteremo
ad accennare tale sviluppo in vista di successive applicazioni.
Sia ¢ = W(«,v)c un integrale periodico di seconda specie.
Sara

Y@+ ov)=Wv)He=p Wu,v)e

Yyur+ )= 1W0e,e)Ke=oll(u,1)e.

() G. Froquer: Sur les écquations differentielles linéaires a coefficients
périodiques, [Amn. Sc. de I"Es. Norm. Sup. (2) XII (1883) pp. 47-8Y. in
particolare pp. H2-60). Cfr. G. Sansone: Fquasioni differensialc nel cam) o
reale, 1 | (Bologna 1948) Cap. VI, in particolare pp. 317-330 e 360-362].
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Cid richiede 1’esistenza di una coppia di numeri pe s e di
un vettore ¢ per cui sia

(6) (H—pE)e=10, (K—oE)e=0.

Nel caso piu semplice che H e K abbiano i divisori elemen-
tari tutti lineari, esiste (3) una matrice invertibile F normaliz-
zante contemporaneamente H e K, ciod tale che A 'H FHt e
' K ¢t sono matrici diagonali; allora gli autovalori p,, ps,..., pa
(non necessariamente distinti) di H possono associarsi agli auto-
valori o,,6;,...,0, di K (anch’essi non necessariamente distinti)
in modo che, per ogni coppia, H e K abbiano un autovettore
comune. Brevemente, posto

Z (u,v) = W (u,v) H

si ha

Zu+tov)=ZuHT"HH, Z(nw+ o)=7Z(ur) H KA

e quindi i vettori costituenti le colonne di Z(u, »), 2,,h =1,2,...,n,
sono altrettanti integrali periodici di seconda specie di (1):

(4 o,0)=p2, (u,0), 2,(u,0+ 0)=0,&,@wr) h=12,.,n.

Posto

2 pn="|palexp (i6,), o,=|cy|exp(imy) -2<0,,m <=
(

my=1gpy [0, ny=lg o, [w}), g, (1,0)= exp(-m, 1 =1, 0) 2, (0,7)

si riconosce che g, (%, v) & periodico di periodo w sia in « che
in », onde n integrali fondamentali di (1) saranno

8) &, (,v) =exp (mpu+nyv) g, (1,v) h=12,...,n.

Prima di procedere vogliamo osservare come gli autovalori
di H e K, anzi i loro divisori elementari, siano indipendenti

(3) Cfr. la nota (°).
(%) S'intendono i logaritmi principali.
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dalla scelta della »n-pla fondamentale di integrali di (1); infatti,
indicata con y¥(u, v),i=1,2,...,n, una nuova n-plae fonda-
mentale di integrali di (1) e con W#* (u,v) la relativa matrice,
sara

W* (1 + o, 0) = W* (u,v) H*;, W* (4, v + 0) = W*(u,v) K*,

H* K* = K* H*,

da cui segue, poiché TW* (u, v) = IV (1, v) M, per una certa
matrice invertibile M,

W*(u+ w,0) =W, )HM, W*(u, v+ w)=W(u, ) KM,
onde H*=M'HM, K*=M"'KM

e tanto basta per concludere quanto si ¢ affermato.

Poniamoci ora nel caso generale che le matrici /{ ¢ K non
abbiano i divisori elementari tutti lineari. Siano p,, pq,..., pp gli
autovalori distinti relativi alla matrice II; & noto che a ciascuno
di essi, p,, relativo ai divisori elementari

(0

(b —p) (g — )V (p—p), eV el = =)

restano associati gli autovalori {, 5{", ..., 34 di K, non neces-
sariamente distinti, multipli rispettivamente almeno degli ordini
eyel’y ..., el in modo che alla coppia p,,3,”, per tutti gli %
per cui i a¥ sono distinti, corrisponde un solo autovettore ol
comune alle matrici 4 e K; se poi due o piu delle 3/ coin-
cidono, detto 6™ il loro valore comune, alla coppia g;,s'? cor-
risponde almeno un autovettore comune alle due matrici ¢ al
pitt un gruppo di tanti autovettori (comuni alle due matrici)

bl 1))

linearmente indipendenti, quante sono le 53’ che coincidono (%) .

(% Cfr. L c. in (1).
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Nel seguito noi indicheremo con s{, s, ..., c‘,f){ (m, << n) les®
stesse, con la seguente avvertenza :

Sia ol distinto dalle restanti 5{; allora sara of) .= G
con molteplicita 7’ = ;5 sia 5§ =5 =.... = 3 = ¥, di-
stinte dalle restanti; allora a p, e s corrisponderanno ¢,(1 <<q,<<p,)
autovettori linearmente indipendenti comuni ad H e K ; indiche-

remo questo stesso autovalore 6 con of),6{’, ..., a{_, attribuen-
do a ciascuno di questi ultimi certe molteplicita »{, »{, ..., »{_,,
ognuna delle quali sarad eguale a una delle e{’,el’,..., el o

alla somma di due o pit di queste, con

2;—1 =1
Z ri) = el
m m
0 0

ecc,

In conclusione le p e le o possono associarsi nelle coppie
Pi, O 1=1,2,...,v

risultando p, e 6, multiple d’ordine g, , rispettivamente per I e K,
X
con Z p,=n; le p; non essendo necessariamente distinte tra
1
1

loro, le o; non essendo necessariamente distinte tra loro, e in
modo che ad ogni coppia p,,s; corrisponda un solo autovettore
comune ad H e K, questi autovettori risultando linearmente
indipendenti.

Allora, scegliendo come primo integrale di (1) la soluzione
periodica di seconda specie #,(w, v) corrispondente u p, e o,
detta W, (u,v) la matrice di z,,¢,,..., ¥, (assumendo’ questa

come nuova n - pla fondamentale, sottintendendo che in #, = Z’_ ¢ Y
1
sia 6,4 0), sard
— ey T _ . 'lc .
Wi (u + o,0) =W, (4,v) “01 H, u s Wi (4,0 4+ o) =W, (u,v) | 01 K, ”

(dove i punti stanno ad indicare termini che non interessa espli-
citare).
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Pr ° O -
0 H, 0 K,
e I{, sono anch’esse permutabili e hanno gli stessi autovalori e
eli stessi divisori elementari di H e K, per quanto & stato
osservato poco fa. Si riconosce che anche H, e K|, sono permu-
tabili e hanno gli stessi autovalori di H e K salvo che p, e 3,
sono multipli per esse con ordine di molteplicita inferiore di una
unitd a quello che hanno relativamente ad H e K.

Le matrici e , che stanno al posto di H

Supposto p, >1, i sistemi

(Hl-——p,E)w=0 (KI—GIE)x=O

hanno allora una soluzione comune, sia £y,...,2,; si riconosce
n

che per l'intengrale 2, (u,v) = Zk Xy Y si ha
2

2 (6 + 0, 0) = ¢ 2 (4, v) +p 22 (10, 1),

2 (1, 0 - 0) = 1My 2 (0, ) 4 0, (1, 0),

essendo s, ed 7, due certe costanti.
Cosi continuando si ottengono y, integrali z,, 2,,..., &, per
cul @

i-1

mto)=pa @), zutor)=) 200+
1

(9)

i—1

2 (e +o)=02(v), =z (ur+o)= Zj N2 (,0) + 0,2,
1
e=12..,1,

e cosl si procede” per le coppie py,6,5...;py,0,. Si vengono in
tal modo ad individuare » integrali linearmente indipendenti
di (1), suddivisi in v gruppi; per gli integrali del primo gruppo
valgono le relazioni (9), per gl'integrali dei successivi gruppi
valgono relazioni analoghe.

s 9
oo

»
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3. - Osservazione sulla simultanea riduzione a forma cano-
niea di due matrici permutabili, - Prima di precisare la natura
analitica degli integrali or ora indicati, il che faremo al n. 5-,
facciamo le seguenti osservazioni. E noto (°) che se due matrici
A e B sono permutabili, detta F la matrice normalizzante A,
tale ciot che HA' A H = A sia la forma canonica di Jorpax
di 4, allora B ¢ nel tipo € B FH ', dove

A, B,
g-——' gz qa = @2
gm @m ‘
e
|peFiq + Uy ! . Bl
Q‘-_—: piEi|+ U'll'- @‘___. e e e v
| o By, + U, By B,

indicando con }f},-h la matrice unita d’ordine Z,, con U, la ma-

0 per j+i-}1

L o» j=it1
essendo #; =4, =...=1,, con B} una matrice con ¢, righe
e 2, colonne nella quale sono tra loro eguali i termini per cui
¢ costante la differenza tra gl’indici e in particolare sono tutti
nulli quelli per cui il primo indice & maggiore del secondo
se h <<k e tutti quelli per cui la differenza tra il secondo e il

primo indice ¢ inferiore a ¢, — ¢, se h > k.

trice quadrata d’ordine ¢, per cui & u, =

Noi vogliamo qui mostrare come, sfruttando 1’estensione di
una certa osservazione (7), sia possibile realizzare, per mezzo di
una sostituzione lineare (a modulo non nullo), la simultanea
riduzione a una certa forma canonica di due matrici permu-
tabili.

(6) Cfr. p. es. J. H. M. Weopersurxn: Lectures on AMatrices [Am.
Math. Soc. Colloquium publications, vol. XVII, 1934, pp. 102 e segg.].
(9 Cfr. G. Froquer, L. c. in (2) pp. 66-68.
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Si & gia visto che se W ) ¢ la matrice di » integrali
indipendenti di (1) si ha

Wto,r)y=W(u,v)H, W@ v+ o)= W) K

con H e K invertibili e permutabili. Reciprocamente, essendo
H e K due matrici invertibili e permutabili qualsiasi e W (u,v)
una matrice-funzione sempre invertibile per cui valgano le rela-
zioni precedenti (8) e per la quale si facciano opportune ipotesi
di derivabilita, posto

oW (u,v)

A(u,v)= TW" (e, 0)y B(u,v)=

oW (u,v)
6(17 )W ),

si riconosce che A (u, v) e B (u, v) sono periodiche di periodo o

0 . (1, 0) A (,6) B (1,5) = oB(u,v) n

ED) on

+ B(w,v) A (1, v): dunque i vettori costituenti le colonne di
W (u, ¥) sono n integrali linearmente indipendenti del sistema
lineare ai differenziali wtali completamente integrabile e a coef-
ficienti periodici dy = A (i, r) ydu + B (u,v) y de.

in # e in v e, di piu,

Cio porta che le matrici H e K, precedentemente incontrate,
a parte la loro permutabilita, possono essere qualsiasi. Da cio.
incidentalmente, possiamo dedurre un’osservazione circa la ridu-
zione a forma canonica di due matrici permutabili.

Indicata con Z (u, ) la matrice degl’integrali z,,2,,...,2,,
precedentemente individuati in 2., si ha

Z(w+ o,0)=Z o), Z(nr+ o)=2unr) dt

(8) L’ esistenza di una sitfatta matrice 1V (w, v) & sempre assicurata.
Infatti, essendo H e K duc matrici quadrate invertibili, allora, com’ ¢ ben
noto, si possono trovare due matrici quadrate M ed .\ tali che eM —IT,
¢¥ = K; queste matrici riescono inoltre permutabili se tali sono I/ e K.
Tenendo quindi presente che, se M ed N sono due matrici (quadrate) permu-
tabili, si ha e M+N _ eM . eN = V. ¢¥ i conclude che bastera allora

“ v
M N
porre W (u,v) =@ ® .
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con
ar, l' a, |
a0y an=| e | qz:! O
an, | I w
e
Pios+ovoe ,Oi. e
Opge. .o 06;....,
(11) 9, = Q= i=1,2,...,v,
100...p 00...0,

queste ultime entrambe d’ordine y,, dove i punti stanno ad indi-
care termini che non interessa csplicitare; beninteso, tali che qn,
ed ¢{; siano permutabili.

Si ha pertanto la seguente proposizione :

Se H ¢ K sono due matrici quadrate d’ ordine n, inver-
tibili e permutabili, con una stessa sostituzione lineare 30, a
modulo non nullo, esse possono ricondursi alla sequente forma,
che diremo ancora canonica :

debts py Pay.o., Py Oy Ogy ..y Oy gl artovalori (non neces-
sariamente distintt) di H e K, multipli rispettivamente deyli
ording Y, ps,. .., 1, da intendere nel senso specificato in 2.,
st ha

H] . ‘ Kl
3= kg =]
‘1, 'K,

con H; ¢ K; matrici permutabili d’ordine p; (€= 1,2,...,v)
del tipo (11) (%) .

(%) Daremo di cido una dimostrazione diretta in altro luogo. Qui vogliamo
solo osservare come le matrici permutabili 4 e B possano essere diagona-
lizzate con una stessa sostituzione lineare se tutti i loro divisori elementari

s?no lineari. In questo caso ¢ infatti, per 2 =1, 2,...m, A, - pi E‘1+‘2+"'+‘1' ,
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4. - Comportamento asintotico degli integrali di un siste-
ma perturbato, per variazioni nei coefficienti, di un sistema a
coefficienti costanti. Consideriamo il sistema

(12) dy= Aydu+ Bydr

nell’ipotesi che A e B siano due matrici quadrate d’ordine »n,
costanti, tali che 4 B = B4 (condizione di completa integrabilita).
A fianco di questo consideriamo il §istema perturbato

(13) dy=[A+ @ (v,v)]ydu+ [B+ ¥ (u,v)] ydr

sul quale facciamo, per ora, le seguenti ipotesi:

le ® e W sono matrici-funzioni limitate e misurabili su ogni
insieme limitato e misurabile della regione «=0,v-=0, la
prima assolutamente continua rispetto a v per ogni « =0, la
seconda assolutamente continua rispette ad » per ogni ¢ =03 le
ow

v ) a

su ogni insieme limitato ¢ misurabile della regione « =0, v=0,
e sono legate dalla relazione (di completa integrabilita)

d . . .
deuvate , che esistono quasi-dappertutto, sono sommabili

(14) a_‘.’i+q>B+Aw+q>lL=_+urA+ BO+Vd

mentre @; puo essere diagonalizzata con una sostituzione Ei, cioe

L7 DB, P, = D, (D matrice diagonale). Segue che

) ol

lQ).-. |
|I EZ"

o

essendo A ¢ D diagonali,
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Mantenendo le stesse notazioni del n. 3., salvo lo scambio
di Hcon A e di K con B, (1°) sara

¢

" | Pa,
Q:R-‘A}{:H ? ,@:R—‘BJ{.:H ?, ‘

.|

i ‘B,
con
Pioverns Oievr v v
7 0pi..... @ 06,..... d'ordine',x,,il:‘u.——'”s
BRI rrtree g'q;il—'@igz-
00“.9‘ 00...0;

Posto y =7 %, si ha da (13)

(13)  de= (H+ XD H)zdu 4+ (B + N W X) = dr.

Per semplicita noi ammetteremo in tutto il seguito che il
sistema (13) sia gia normalizzato nella forma (13") e ci riferi-
remo ad esso anzich® a quest’ ultimo.

Indicati con y® ¢=1,2,...,v, il vettore che ha eguali a
zero le prime p, + g + ... gy € le ultime pp ... 4 p,
componenti, e le restanti coincidenti con quelle di y, il siste-
ma (12) si spezza nei v sistemi

» =

(13) Ay = A, ydun + B,y de i=1,2...,v.

Indichiamo con W, (u,v), ¢=1,2,...,v, la matrice che ha

(10) Nella proposizione provata al n. 3. le matrici Il ¢ K erano supposte
invertibili. Non v’ ¢ perd restrizione nel supporre attualmente che le matrici
A e B di (12) siano invertibili perché a cio ¢i si pud sempre ricondurre
con una sostituzione del tipo ¥ = exp (7 # + g ¢)@& con due opportune co-
stanti P eg.
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per colonne le componenti di p, integrali linearmente indipen-
denti di (15). Posto ¥ = eap (p,u 4 o,¢) 2 si ha

(15") Az = (A, —pE)2Y du + (B — o, B)2¥dr

che si integra per successive quadrature. Pertanto 1V, si pud
pensare del seguente tipo

L0 (e,r) pi) (ug?) . Pk (16,0) |

0 1 ), ... AN ETRE
16) W, = exp (pen + 0,0) P () Piir-2(u,7) l

0 0 0 1 {

dove i p, (#,7) stanno ad indicare polinomi in « e » di grado
(veale o apparente) k.

La matrice di » integrali fondamentali di (12) si potrd percio
ritenere del tipo

. .:‘
(17) w=1| T
!
e quindi
nTt !
(18) S L |
| |
¢con

1 () g (uy0) . gl ()
; 0 Loog? (). g ()

[}

(19) Wi'=exp(— psu —o,7)

0 0 o....1h

dove i g, («,v) stanno ad indicare polinomi in u e ¢ di grado
(reale o apparente) 4 .

-
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Cid premesso, passiamo a provare il seguente teorema :

Se, oltre alle gid sprecificate ipolesi di completa integra-
bilita del sistema (18) (e 12)), s/ ammetle esistenza di due
n? - ple di funyioni non negatice o¥, (1) e $¥ (v) (s, 6 == 1,2,...,n),
ciascuna delle quali sia sommabile su (0,4 =), tali che,
posto 8 (u,v) = (12 + )k, sia, a meno dei punlt v di un
insteme di misura nulla,

(20) M=t () | ops (10, 00) | < i (10)
e, a meno dei punti w di un insieme di misura nulla,
(20) U (0, 0) | by (00, 7) < (2) 5

per b=12 .. on;p -t oo+ Flss=u .o+ pg
r=12,...,v; allora ad ogni integrale

exp (p; 1 + o, v) p; (1, v)

di (12) [ove p; (4,v) indica un vetlore le cui componenti sono
polinomi di grado al pitv j — 1 in w e v], si puo associare in
integrale di (13) del tipo

n

exp (pu 1+ 5,0) [P, (1, ¥) + 37 (11.0) 0, (11,0)]

ove 0, («,v) indica una serie di vettori totutmente convergente
in ogni dominio contenuto nella regione u ZU, v =T, conl ¢V
sufficientemente grandi, e conceryenle «a xero per u —» + x|
v—> + o (11).

(11) Questa proposizione, nel caso di un sistema ordinario g’ = [1 4
+ @ (x)]¥, migliora leggermente un risultato di S. Farpo: Proprieta asin-
totiche delle solwxiont dev sisteme differensiali lineari omogenes [Annali di
Mat. pura e applicata (4) XX VI (1947) pp. 207-215], al quale ¢ legato questo
n. 4 . Si pud osservare che la preventiva riduzione a forma canonica della
matrice 4 permetterebbe di trattare la cosa pitt rapidamente e di consegnire
spontancamente una condizione meno restrittiva di quella indicata nel citato
lavoro, Cfr. anche O. DunkeL in: Reqular singular points of « systems of



Poiche si ha identicamente

A W= A4 Wdu-+ BWdro,

se si pone in (13) y = W= si ottiene

(21) dz=W"'d Wadu + W'W Wzdo.

Ii sistema (21) ¢ anch’esso completamente integrale essendo

oW W xS T

AL LI (_B¢+W+¢3anv)wf.,

oW L
o (—A‘J}+§7+@A+l(b>llz.

e tenendo presente la (14). Segue

(u,v)

2=c+ (7)][W" dbWazdu + W'V Wade|

con ¢ vettore costante, ove gl integrali curvilinei si possono
scegliere in modo opportuno. uno per ogni componente di #;
quindi

(1t,1)

(22) y=We~+W. (-()f[W/" S ydi-+WTWydo].

homogeneous linear differential equations of the first order [Proceedings
of the Am. Acad. of Arts and Sciences, XXXVIII (1902-1903) pp. 341~
370].

Per la bibliografia ci limitiamo a citare ancora, come quello pitt affine
alla questione che ci interessa, il recente lavoro: The asymptotic nature
of solutions of linear systems of differential eqnations di N Lpevinson.
in Duke Math.J. 15 (1948) pp. 111-126, specilicatamente pei suoi teoremi
II e III. .
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Tradotta cosi la (13) in equazione integrale, applichiamo un
procedimento di approssimazioni successive, ponendo

(u,v)

@23) Yy = We, ym=Wet+ W (7 f (=@ oy~ du -

+ W'Y gyt dp] m=1, 2,..
e poi

(uyr)

(24) Ay =y, Ay =W. ()| (W PAY"Vdu+
+ WTW A gy dp) m=1,2...,.

Per comoditi di notazioni poniamo

=t e =120,y p,=0;
indichiamo con
Yo, (= explpu + 6 0) Pigyyy (1), h=1,2,0, 0) J=1020 0w

gl'integrali di (15), colonne di W, onde p, . ;. per ogni valore

di £, indicherda polinomi di grado non superiore a j —1;
dalle (18) e (19) segue

Wi, = exp (- p, 1t — 6, 0) @z 1 (2, 0)
r )

k=12,...,p58=012 ..., nir=1,2,...,v

dove i g,z i (1t,7) indicano, per ogni valore di s, polinomi di
grado al pitt . — k, e sono tutti nulli per s<<r, ed s>1,,.

Se poniamo Y = y ;, il che equivale a prendere per ¢
lperbh=rt+,
0 » ht 4/

il vettore di componenti ¢, =



si ha
v e
Ay = 02p (pu +00) 87 (0,0) 3 N eap | (pr — ) v+
+ (6, — 30 ©] 8" (2, 9) P (1, 0) .
() 1r+\ n
() Z Z‘&TP[(PV‘ p)é+
T A4 !
(25)
+ (00— 6,) 1] 0 (€5 1) e n (€ Prcy (E) d € +
T4l n
4- Z Z exp [(p;s — p,) & +
T4 !

”

+ (51 “—“r)")] "Ps.t(éa 7)) /% 3 (&, 7[) P+ (€, 7]) dn yh= L,2,...,n

Sia (U,T7) un punto della regione « =0, v =0 scegliamo,
come curve 7 d’integrazione, delle poligonali di uno dei seguenti
tipi, specificandone in seguito la scelta:

a) Fr=U<sét<su,p=7V: &~n V=<
(v =¢,v=m<<u; n<<g=1m) per u>v

(v<t<v,p=0v; v=<t=1m) » v>u

(u=t=U,v=7;, wu=U,v<n)
z(u:&,vznz V, tzZu,m=1T).

Ii chiaro che si potra trovare una coppia di costanti posi-
tive C, e C; in modo che sia
. ka1
[ Pran (10,0) | << G 8 (u,0)

h=1,2,...,nm;r=12,...,v;k=1,2,,
(26) |
“71.1,-+) (ll,'D} ‘Ix."r+k (?(,’D) ! = C2 gtk (’11,17)
t=012 .. ,nr=12 .. ,vit, <s<t.; k=12 ...,u.

17
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Allora
‘A ymh.n+1 l = exp[R (Pi) u -t
v Kr
4+ R (6) 0] ¥ (1,0) G C; Z,- Zk exp [R (p, — pi) v +
1 1
{n0)
" Tyl
(27} 4+ R (5, — ) 0] 37 (w,0) - (Yr) Z exp [R(pi —p) & +
T+l

n

bR — ey ) (X, ) 4

1

E Y ), h= 12
1
dove, come di consueto, con R(z) s’intende la parte reale di :

Limitiamoci ad esaminare I’ espressione sotto la prima doppia
sommatoria.

I.-Se R(p;—p.) >0, R(c‘—cs)>0 scegliamo per 7. ,
qualunque sia k, la poligonale @); I espressione anzidetta riesce
allora maggiorata da

w

Topl
exp[R (p,— pd 4R (o, — 5) 0] 3~(ur) ), 3 / exp[R(pi—p) €+
T Ay

r

4 R(o,— o) V1=, V) ) lon V) | dE+
1

v

+[exp [R(p— p) 4 B(s;—s,) 1} 8"+ k_l(”’ch "p,,,(u,'q)idv&:
1

.
v
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ma il prodotto dell’ esponenziale per una potenza di 9 (§T)
0 ¢ (u, ) eresce al crescere delle variabili, almeno per U e 17
abbastanza grandi, onde la precedente espressione & maggiorata da

“
- - -
N !

e e e ! - -

v

(28

.

n

A [ () D b )

1

.

v

I, - Se Rip,—p) <0, (5, — 5.) <0, scegliamo per 7, ,
per tutti 1 ovalori di & la poligunale b; se v<ZTuw, la &) se
v per es.nel primo easo la precedente cspressione viene
maggiorata da

Tr41 !
exp [R(p, —pi) e + R (6, — 6,) 0] 8"“(1}1,1‘)2:s exp|R(p,—p.) -+
T+l

it

+ 1 (5: - 5,) 7‘] gt =t (“'Tl) Z: Fs.t (“a ’1 '/71 ‘{“‘

[
+o

+ [erp ["{ (o, —31& R (P: - P)E] 5’1’+’—’;_1(é;é’ Zl ( 'fl(‘:)g) Jl‘
]

.
u

T i (68 () dEL .

[ esponenziale per una potenza di & (¢, m) o di & (£, &) decresce
(almeno per # ¢ r abbastanza grandi) al erescere di & onde a
precedente espressione & raggiorata da

T8
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u

Tt
Z 6(01 r) fa v (uy ) Z | Eae (24 o ldn4-
T,+1
(28) ..
+fa""‘<€’&)Z,(isos.t(&,&)l +|¢3..(e,e)1)de€ .

I - Se R(pi—p.) >0, R(si—0,) < 0, scegliamo per
. , per tutti i valori di &, la poligonale c) [se fosse R (p; — p.) <0,
R (3, —0,) >0 si sceglierebbe la ¢)]; la solita espressione &

maggiorata da

. ‘tr-{-\ °
eap|R(p,— pu + R (s, — o) v] 3" (u,7) Z, f"“i’ [R(pi—p) &+

T

n +°’
S R(5—o) r)8H T 0 Y, I br) A8+ f exp[R(p, — 0) U +
1 v

+Ro;— s,) %] == (U, ) Zt [ bee (U5 ) ldm z ’

~

che, per ragioni analoghe alle precedenti, & maggiorata da

T .
;l 3 (u, 1) ), 5"' &, ”)Z L 1)|(I&+
(283) e

fﬁpf"’ (U,%) Zt $.(U 'q)ld'qt
1

v

IV. - Sia R(p;—p.) =0, R (o, —0,) > 0; allora se k<j—
— 1 scegliamo per 7., la poligonale a); la solita espressione &
maggiorata da
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T'r'-A}-l i
exp B (s, —o,) v 0" (1,0) Z: }le)R(oi—
AT

)V BRI Y) ZL e E V) dE+
1
+[91P R(5,—0,)n 8= () D b, (67) [d
1
14

sul secondo integrale si ragiona come in I'i per quanto riguarda
il primo, si ha ecp R(s,—c,.) V<exp R(5; —a) v cd (V)T
< ¥ (u, v), onde la precedente & maggiorata da

tr+l

Za,;( )

T, 41

/a“r OIS

+ [#0 ) 3, s i anf
v 1

Se invece ¢ k>, — 1, allora si scegliera per 7,, la poli-
gonale ¢’) onde si ha la maggiorazione

r-|-l
exp R (s, — o) v- 3 (u, ) Z

1:+|‘;

/eu; R (3, —

— 3,) 1 - SRR (4 ) Zl P, (1) dn—+
1
foo "

+ /exp B (5, —0,)V - gPrii==1 (g V) Z‘ .. (6V) tléz .
1

u

sul primo integrale si ragiona come al solito; sul secondo, si ha
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exp R (s,—0, V-0~ (& TV)<exp R(5,—06,) ¢ & " (1,2, essendo
J — k=20, onde si ha la maggiorante

(285)

[p (0, m) Z [ (e, m) Id g

r—}—l

RE

T, 41

(u, v)

oo .
S Ea U D PO AIEE £

e cosl via di seguito.

Ora dalle ipotesi (20) e (20°) segue che, fissato a piacere

un numero positivo d, & possibile trovare un 7' >>0 tale che
per u>T,v>T, sia

T4l a1

Z‘ Z‘j *rt(u, v) | ¢, (1, 0) | du < d,
T4 7

T4l n T

Z Zt /8""“ (0, V) | gy (1, 0)  de < d,
4 Lo

Tr4l n *

3 (, %) (| @os(#,2) | 41 9, (2,2) ) da < d

T

2
t+ !

r

D’altra parte se o (x) =0 ¢ una funzione sommabile su

(¢o, + ), si ha

xr

lim J zo(r)ydz =0(12).
z— too £

“o

(12) Cfr. S. Faevo, L c. in (1) p. 211...
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Tenuto conto di ¢io, si vede che, prendendo U e V abba-
stanza grandi, si pud fare in modo che le espressioni (28,2545},
e simili, siano tutte inferiori a d; di pit esse convergeranno
a 0 per w—» + », v—> . Sard percid

Ay <exp[R(p) u + R(sy) v] & () - C, Cand
h=1,2,..., n;

dopo di cio si ha

v Hr
Ay, <exp[R(p) -+ R(5,) 0] & (u,v) Zr Zk erp[R(p,—pi) 1t +
1 1

n

Tr41
+ R (s, — 0,) 018" (1, 0) nd C% C3 - (*{,_k)/ Z‘ Zt eep[R(pi—p-) &+
G

+ R(s:—o,) ] 8*rH 7 (G ) (e (M) [dE 1 §a () dm)

che, con gli stessi ragionamenti di sopra, si trova essere maggio-
rata da

exp [R(p:) v + R (03) v] &7 (1, v) (nd C, Cy)*, ece.

Pertanto se si sceglie d in modo che sia ndC,C, <1, e
in conseguenza si scelgono U e V, si ha

Z Ay = exp (py e+ 0, v) ¥ (a0, 0) [87 (,0) oy, (0, 0) +
(29) 5 m
+ Op gy (0, 0] h=1,2...,n

dove Opq.q4; (1, v) per ogni valore di &, indica una serie total-
mente convergente la cui somma (i cui termini) tende a 0 per
w, v—> + . Se indichiamo con y% ,; il vettore che ha per
componenti le (29), essendo lecito passare al limite per m — oo

o ) . o %
nella (23) sotto al segno di integrale, si riconosce che y% . ¢

12 %
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una soluzione di (13) associata a y. ., e, in un certo senso,
asintotica a questa. Dando ad ¢ successivamente i valori 1, 2,...v
e a7, per ogni #, i valori 1,2,..., py, si vengono ad individuare
n soluzioni y¥, h =1,2,..., n,di (13) (associate alle y,, h =
=1,2,..., n,di (12)), le quali riescono linearmente indi-
pendenti. Infatti scriviamo la (22) per ¥y =9%,, e ¢ =i 4,
come segue

y":('l'j = W (u,v) (i"l:,~+) + "y":.+/) )

si & provato che

erp [R (Pr—P;) + R (cr - Gi) ’0] o ("a L‘) ! xt,.+k.1:g+)l —0 per ()glli

coppia t, 4+ k, 7, -} j. Si ha

WA W = E+ | (W= llyi )
e
. "o Aigig e Aiiy |
Aot (B i) =14 30 D |
1 i <li2<"'<ih Kidy s Ky, [ e

perché nello sviluppo di ciascuno dei determinanti interni figu-
rano dei prodotti Il x; 1, . nei quali i primi e i secondi indici
assumono complessivamente gli stessi valori, onde

M gnz, = Mexp[(p, — po)u + (5. — 0) 0] 847 (24, 0) 27 pnnigy ()

(1%) 11 teorema n. 4 si pud facilmente estendere al cas> pitt generale
di un sistema variato non lineare (cfr. anche H WgyL: Comment on the
preceding paper [Am. J. of Math. LXVIII, 1946, 7-12], relativo al Javoro
di N. Levinson: The asymptotic behavior of a system of lincar differential
equations, Ibid. 1-6). In luogo del sistema (13) si consider: 1l sistema

(13') dy=[Ay+ P v, ¥)] du+[By + ¢ (4,0, y)]dr

con A e B matrici costauti permutabili; in ogni dominio della regione »2 0,
v20 % e P siano funziooi vettoriali di cui la prima, per ogni «, sia assolu-
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5. — Caso del sistema non variato a coefficienti periodici.

Torniamo ora aglintegrali =, 2,,..., #, del n. 2, Si ¢ gia
visto che &, = erp(m, uw+ n, v) g, (v, v).

Orbene, con un ragionamento induttivo analogo a quello te-
nuto da Froquer (') {che qui per brevita omettiamo), e tenendo
presente la permutabilita delle matrici 77 ed G, si riconosce
che il gruppo di cui in (9) pud essere scritto nella seguente
forma

P i}
(30) zi=crp(m,u+ n,v) Z‘M u" vt g' (2, )
0 <h+l <i—1
t=1,2,..., m,

ove m, e n; sono gli esponenti caratteristici definiti in (7) e i
¢4 (1e, v) sono vettori periodici in « e v di periodo ®; analo-
gamente per i restanti v — 1 gruppi.

Chiamati, come al solito, y, (v, v),..., Y, (@, v) tali n in-
tegrali fondamentali, la loro matrice W (w,v) si puo scrivere
nella forma |W, W, .. . W,| con

[ sl
W, =

I Ynagt1 oo v o -'/ﬂ.‘:.H!‘
=12, .,vit, = +... F ok =0,
tamnente continua rispetto a ¢ ¢ la seconda, per ogni v, sia assolutamente
continua rispetto ad u; siano lipschitziane in ¥
:?‘(uyl’xy)_:pl(u’%—’ Slil—y;f; (”~ L)
[di (e, 0,9) =4O, 0 S Y —y g 0)

soddistino quasi-dappertutto le condizioni di completa integrabilita; esistano
delle fuunzioni I', (), 1. (#) nor negative (r =1,2,...,n) ¢ sommabili
su (0. -+ 20) tali cho. quasi-dappertutto rispetto a o e, rispettivamente.
rispetto ad «, sia

eV, o) fi (uy 0y S Fr (). 3= (u, 0) gy (u,0) £ G (v), 1. +1 S¢Sty

r=1,2,...,v.

Si puo allora ripetere tutto quanto ¢ stato detto al n. 4.
(14) Cfr. G. Froquer, 1. c¢. in (%).
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Vogliamo provare che ¢ complenrenti alyebrici degli elemceiti
della colonna di posto =y ++ h in W sono dali dal prodotlo del-
Vexp [—p,w — 6, 0] per det polirome in w e v, con coeffi-
cienty funxioni periodiche di periodo o tn w e v, di grado al
pis py—h; h=1,2,...,m;2=1, 2,....v.

Posto

?/]10-.-0
1...0

Ym 0...1
si ha da (1)

31 dz = I’" AT—E gdu+ T BT—a—l— zdv
(31) 30

che si spezza nell’ equazione
- alr i /)1/
(32) d’:’l = N . (LU —+— Z‘ /t’.
F) ?/u

e nel sistema

n

(33) dn= Z (“ck— T )zf due -+ Z ( — by, Yu )” dv
2

i1=2,3,...,n.
' o
Dall’ipotesi che quasi-dappertutto sna—«— + 4B = M + B4

T o*T
dudv  ovon
completamente integrabile. Inoltre i coefficienti del sistema (31)
sono funzioni periodiche di periodo w in w e v; infatti, poiche
le yg =1, 2,..., n) sono le componenti di una soluzione

ed essendo quasi-dappertutto ——— , segue che (31) o



periodica di seconda specie, i rapporti di due qualsiasi di esse
sono funzioni propriamente periodiche.
Ora, avendosi W (un,v) = T («, v) Z (u, ), segue

Zwto,0) =T" " (u+o,v) T (u, v)Z (i, v) 9,
Zu, v+ o0)=T" " (u, v+ o) T, v)Z{u, yqC.

D’altra parte, essendo

Yyy 0..... 0
=" (u, v) = Yalyn 1..... 0
Y/ 0. ... 1
si ha
Ye.0...0
s o 1
1—‘(“+ (D,D)I(u'v)___. 0 ,
0 O0...1
6, 0.. O;
( 0o 1.. i
]v—l(u’v—}‘ 0,)) T (u,’D)_—_— 01
0 o0.. 1!
e poich¢
1 A2 e e Ap
Z*" 0/'1’22,,.%2“ —_“l . lh
R EREE A - 0 %, ﬂ
‘O’;nz--. Xun i
si ha
(lt—l_(l) '0 —u ‘Il “ L]/( 3

oz(u+mv)“ [0 E1102, (u,0)!

’ /p.o L |
” "OZl (e, v) QI I
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e quindi
Zy (1 + o,0) =2, (u, 0) 91T ;

analogamente si trova

Zy (u, v + o) = Z, (u, 0) 9!

(con T rispetto ad T analogo di Q7' rispetto ad G77) . Segue
che le matrici G77' ed ' sono ancora permutabili e hanno gli
stessi autovalori di 7T ed QT salvo che p, e 6, sono multipli di
ordine minore di una unita rispetto a quello che erano relativa-
mente ad 70 ed Q. Giunti a questo punto si pud ripetere un
ragionamento fatto da Faepo (*®) che porta a concludere quanto si
¢ affermato.

Poicheé la presenza, attualmente, di coefficienti periodici, an-
zichd costanti, nelle ph; \x, q.q4. (per adoperare le notazioni
gid usate) permette ancora di effettuare delle maggiorazioni come
le (27) e di ripetere tal quale tutti i ragionamenti fatti nella
seconda parte del n. 4, si conclude che: il tcorema cola dimo-
strato sussiste invarialo anche se ¢l sistema di partenza, an-
siché essere a coefficienti costanti, ¢ a coefficienti periodici
(beninteso che ora, al posto degli autovalori delle matrici A e B,
figurano gli esponenti caratteristici definite in (7)).

(15) Cfr. S. Fakvo, L. ¢. in {10), pp. 210-211,

Quando il presente lavoro era gia alla stampa, sono vonuto a cono-
scenza di due recentissime note di E. Levi dal titolo « Sul eomportamento
asintotico delle soluxioni 'dei sistemi dijequasioni 'differenxiali lineari
omogenee’» [Rend. Ace. Naz. Lincei (8) VIII (1950) pp. 465-470 e (8) IX
(1950) pp. 26-31] in cui si {da un teorema che perfeziona il risultato di
S. Faepo citato in (1!) ma che pud ulteriormente perfezionarsi come abbiamo
indicato in (!1) stesso.

Precisamente, riferendosi al sistema

v=[M[4+2=ly

S. Faepo ha provato I'esistenza di una r-pla fondamentale di integrali
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asintotici (in senso analogo a quello indicato nelle pagine che precedono)

agli integrali di una n-pla fondamentale relativa al sistema g’ = Ay, sotto
la condizione che sia

oo
/‘xv—'lcp".k(x)'dx<+m3 hyk=1,2,..., n,
0

se v & il massimo tra gli ordini di molteplicita degli autovalori di A.
La condizione3data da E. Levi ¢ la medesima ove per v s’ intenda il
massimo tra gli esponenti dei divisori elementari relativi alla matrice 4.
Orbene, se ci riferiamo al sistema normalizzato, ove 4 sia nella forma

canonica di JornaN
Ay

PlEi + LY, .
A — Az' l ! l".

) +2'g+...+’fp‘=p‘
pi E'ap‘ + ng‘ mAped . =,

. con 44 =
Aﬂll

si riconosce (come caso particolare dei risultati conseguiti nelle pagine che
precedono) che i ragionamenti di S. Faepo e le relative conseguenze restano
immutati qualora si facciano le ipotesi meno restrittive

o
fx‘)" [Pnn(0) | do < +

per F=1,2,..., n; h=14+1 +‘..+1:;_1 R U I S S M E
+4;,7=1,2,...,p.:¢=1,2, ...m (essendo, per ogni ¢, 20 = 0).



