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DETERMINAZIONE DEI GRUPPI FINITI
STRUTTURALMENTE OMOMORFI AD UN GRUPPO
D’ ORDINE 8 NON CICLICO

Nota (*) di Girovanxt Zacaer (a Padova) (').

S

Priraziose @ Nello studio della teoria dei gruppi & stato
recentemente introdotto dal WriTyax (2) il concetto di omo-
morfismo strutturale,

Tale concetto resta definito nel seguente modo :

Dati due grupps @ e G, si dice che tra essi inlercorre
un omomorfismo strutturale quando ¢ data una legge che faccia
corrispondere ad ogni sottogruppo di G wno ed un solo sotto-
gruppo di G' di modo che:

a) Se ai sottogruppi A e B di G corrispondono i sotlo-
gruppi A" e B' di G', all’intersexione A\ B di A e B corri-
sponde ’intersexione A’ (\ B’ di A' e B’ ed all’ unione Ay B
corrisponde I’ unione A' Y B’.

b) Oyni sotlogruppo di G’ ¢ il corrispondente di almeno
un sottogruppo de G.

(*) Pervenuta in Redazione il 2 aprile 1931.

(1) In questa nota sono esposti i risultati ottenuti nella mia tesi per la
Laurea conseguita il 14 marzo 1951,

(2) Qroups with a ciclic group as lattice homomorph ; Annals of Ma-
thematics, II s. vol. 48.
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L’ omomorfismo strutturale fu oggetto di alcunc ricerche da
parte di G. Zapra (3), (4) e di R. Pervurr (5).

Nelle seguenti pagine mi sono proposto di studiare i gruppi
&’ ordine finito strutturalmente omomorfi ad un gruppo G’ d’or-
dine 8 non ciclico.

A tal fine ho portato 1’attenzione sui sottogruppi di G’
d’ordine 4 che, essendo ciclici o quadrinomi, furono gia studiati
rispettivamente dallo Zappa e dal Prrvorr.

§ 1. - Preliminari.

1. - Per rendere pitt chiara ed espressiva 1’esposizione
converremo di usare i seguenti simboli.

Sia t un omomorfismo strutturale tra un gruppo G e un
gruppo G'. Se H & un sottogruppo qualsiasi del gruppo G ¢ se
H' & il trasformato di /4 mediante t, denoteremo il gruppo /'
pure col simbolo funzionale f(H).

Se H' & un scttogruppo di G' e se H,, H, ... H, ¢ l'in-
sieme di tutti i sottogruppi di G che « trasforma in H', indi-
cheremo con f_, (H') il sottogruppo intersezione 2, H,... N H,
di H,,... O, econ f~'(H') il sottogruppo unione H, ... U H,
di H,... H, in G.

2. - Richiamiamo alcune proprietd gia note e di facile di-
mostrazione utili per il nostro studio.

a) Se © ¢ un omomorfismo struiturale fra un gruppo + e
un gruppo G', se 4 e B sono due sottogruppi di G tali che
A > B allora f(A)=[f(B).

b) Se A’, B' sono due sottogruppi di G’ tali che A" > B’
allora f_,(4") > f= (B); (A > (B)).

(3) Determinaxione dei gruppt finite in omomorfismo strutturale con
un gruppo ciclico; Rend. del Sem. Mat. Univ. Padova 18, pp. 140-162 (1949).
(%) Sulla condixione perché win omomorfismo ordinario sia anche un
omomorfismo strutturale; Giornale di Matematiche di Barraarini, vol. T8,
pp. 182-192 (1948-49).
‘ (5) Determinaxione dei gruppi finite en omomorfismo strutturale con
un gruppo quadrinomzo; Rend. di Mat. e delle sue appl., serie V., vol. 9,
fasc. 3-4, pp. 237-246 (Roma 1950).
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¢) Se A @ un sottogruppo di G, la corrispondenza subor-
dinata fra i sottogruppi di A ed f(A) da © & un omomorfismo
strutturale.

d) Se U e U’ sono rispettivamente i sottogruppi identici
di G e G',allora [(U)=U', f(G)=G".

e) Oltre il gruppo ciclico d’ordine 8 esistono in tutto (8), a
meno di relazioni di isomorfismo, 4 diversi gruppi d’ordine 8 e
precisamente :

1) Il gruppo dei quaternioni;

2) Il gruppo abeliano di tipo (1,1, 1);

3) Il gruppo abeliano di tipo (2,1);

4) Il gruppo diedrale (& un gruppo non abeliano genera-
bile mediante due elementi gy, g, legati dalle relazioni ¢;* = g3* =
=u\910:= g:90°) -

§ 2. - Determinazione dei gruppi finiti strutturalmente
omomorfi ad un gruppo G' isomorfo al gruppo dei quaternioni.

3. - Lo studio si potrebbe condurre portando ’attenzione sui
tre sottogruppi d’ordine 4, che sono tutti e tre ciclici.

Una via pit breve per giungere al risultato si ottiene
facendo ricorso al lavoro del Perwurrt (7). In questo studio il
Pervurrr perviene al seguente risultato conclusivo :

Condizione necessaria e sufficiente perché un gruppo finito G
sia in omomorfismo di struttura con un gruppo quadrinomio &
che sia: G = K X 8, ove I & un gruppo d’ordine dispari ed S
¢ un gruppo appartenente ad uno dei tipi seguenti:

1) Quadrinomio ;
2} Isomorfo al gruppo dei quaternioni,

Da qui si vede intanto che fra un gruppo isomorfo al gruppo
dei quaternioni ed un gruppo quadrinomio si pud sempre porre
un omomorfismo strutturale o.

Sia allorn © un omomorfismo stratturale fra un gruppo
finito (¢ ed un gruppo G' isomorfo al gruppo dei quaternioni e

(8) Theory of groups of finite order li Burnside, 1I® ed. pag. 145.
(7) Vedasi nota (5).
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sia ® un omomorfismo strutturale fra il gruppo G' e un gruppo
quadrinomio G".

Allora il prodotto T® & un omomorfismo strutturale fra
Ge G

Pertanto, se un gruppo finito @ & strutturalmente omomorfo
ad un gruppo @ isomorfo al gruppo dei quaternioni, G & neces-
sariamente anche strutturalmente omomorfo ad un gruppo qua-
drinomio e quindi G rientra nella classe dei gruppi determinati
dal Pervurri, vale a dire: G = R X 8, con R gruppo d’ordine
dispari ed S gruppo appartenente ad uno dei due tipi:

a) un gruppo guadrinomio ;
-B) isomorfo al gruppo dei quaternioni.

Dimostriamo che: Se él gruppo G ¢é dato da: G=R X S,
con R gruppo d’ordine dispari ed S soddisfacente alla condi-
zione o), G nom puo essere strutturalmente omomorfo a G'.

Infatti supponiamo che esista un gruppo G =R X S, con R
gruppo d’ordine dispari (anche identico) opportuno ed S un
gruppo quadrinomio, strutturalmente omomorfo a G’. Poiche
I’omomorfismo strutturale prodotto te® muta. il gruppo S in G",
f(S)= G" ed R nel sottogruppo identico U” di G",f(R)=U",
I’omomorfismo strutturale © mutera R in un sottogruppo di G/
contenuto nel gruppo unione dei sottogruppi di G' che » muta
in U"'. Tale gruppo coincide col sottogruppo d’ordine 2 di G'(8).

Se allora indico con ¢ (S) il trasformato di S mediante t,
poiché si deve avere ¢ (G) =¢(RX S)=9¢(R)U®(S) =G,
per la natura del gruppo ¢ (R) e di G' si conclude che dev’es-
sere @ (S) = @', ossia 8 & strutturalmente omomorfo a G ; cid
6 perd assurdo, avendo G un numero di sottogruppi maggiore
a quello di §S. .

Pertanto se il gruppo G & strutturalmente omomorfo a G,
il gruppo G deve soddisfare necessariamente alla relazione:
G =R X S con R gruppo d’ordine dispari ed S isomorfo a G'.

Viceversa se tale condizione & soddisfatta, per un teorema
dimostrato dallo Zappa (?), G & strutturalmente omomorfo a G'.

(%) Vedasi il lavoro citato alla nota (5).
(%) Vodasi nota (%)



Quindi abbiamo il teorema :

Condivione necessaria e sufficiente perché wun  gruppo
finito G sia strutturalmente omormofo ad wun gruppo G’
isomorfo al gruppo dei quaterniont é che sia: G = RX 8 con IR
gruppo d’ordine dispari ed S isomorfo a G'.

§ 3. - Determinazione dei gruppi finiti strutturalmente
omomorfi ad un gruppo &’ ordine 8 non ciclico né isomorfo al
gruppo dei quaternioni.

4. - Prendiamo a considerare i 3 ultimi gruppi elencati al
n. 3. Indichiamoli rispettivamente con G, Gy, Gy

Indichiamo con G4 un gruppo strutturalmente omomorfo al
gruppo @, (¢ = 2,3,4). Poich¢ ognuno dei gruppi G, Gi, G|
contiene come sottogruppo almeno un gruppo quadrinomio, il
gruppo G, contiene in base alla proprieta ¢) almeno un sot-
togruppo A strutturalmente omomorfo ad un gruppo quadrinomio.
Tale gruppo non pud essere ciclico, come stabili il Peryurrt (19).

Pertanto non lo sara neppure il gruppo G, ¢ abbiamo cosi
il teorema: Se G ¢ un gruppo finito strutturalmente omomorfo
ad un gruppo 4’ ordine 8 abeliano o diedrale, (l gruppo G non
puo essere ciclico.

5. — A questo punto ricordiamo il teorema seguente dimostrato
dallo Scorza (11): Condizione necessaria e sufficiente perche un
gruppo (F possa pensarsi come somma di tre suoi sottogruppi,
nessuno dei quali coincide con esso, & che G ammetta un sotto-
gruppo normale NV il cui corrispondente gruppo fattoriale sia un
gruppo quadrinomio. Inoltre detto sottogruppo .V ¢ dato dall’in-
tersezione dei tre sottogruppi di cui ¢ & la somma.

’

Esaminando allora la struttura dei tre gruppi Gy, G;, Gy,
si vede facilmente che ognuno di questi tre gruppi & somma
di 3 sottogruppi propri d’ordine 4. Indichiamoli rispettivamente

.

(10) Vedasi nota (3).
(1Y) T gruppi che pissono pensarsi come somma @i tre loro sottogruppe,
Boll. U. M. L., pp. 216-218 (1926).

N
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con I{,,Ii,, 1,5 dove I’indice ¢ (¢ = 2, 3,4) mette in evidenza
il gruppo Gy cui essi appartengono.

Consideriamo poi i tre gruppi /="' (I5,), /" (Ii2), " (1is)
di G;.

Essi sono, in virti delle proposizioni b) e d) del n. 2, tre
sottogruppi propri di Gy, e inoltre distinti data la univocita
della corrispondenza <.

Posto per brevita di scrittura I,; = f-'(I;;) dimostriamo
il teorema: Il gruppo Gi(=2,3,4) ¢ somma dei tre sotto-
gruppt propri distints Iy, Iigy Lig; Gy= I,y 4 Ly 4+ I,

Invero sia g, un generico elemento di G,. Il trasformato
del gruppo ciclico |g,| mediante t, vale a dire il gruppo /({g.!),
deve essere ciclico. Infatti, pel teorema del n. 4, non puo essere
({9:}) = Gi, nd pud essere f({g;}) = H; sottogruppo proprio
non ciclico di G, perché H{ avrebbe allora ordine 4 e sarebbe
quadrinomio, mentre nel lavoro di Peryurri, & provato che tra
un gruppo ciclico e un gruppo quadrinomio non pud essere un
omomorfismo strutturale. Pertanto f({g,|) © ciclico. Sia ¢, un
suo elemento generatore.

Poichs ¢; deve essere in uno dei 3 sottogruppi I,,, Iis, /¢,
il gruppo f(;_q,g) = ig:: sara contenuto in uno almeno dei tre
gruppi I{,,1.,,15.

Ma allora, in virti della b) del n. 2, il gruppo |g¢;! e quindi
anche 1’elemento g; ¢ contenuto in uno almeno dei gruppi
Ly Ligy Iis .

Data la genericita dell’ elemento g, scelto in G, si conclude
coll’ asserto.

Ne segue che: G, =I,, U L. U ;.

Per il citato teorema dello Scorza abbiamo che il gruppo
I, NL:NI; & un sottogruppo normale di G,, mentre il

gruppo fattoriale & un gruppo quadrinomio.

G;

Ii.l n Il‘2 n I{.s

Al gruppo I, N 1,2 N I;; corrisponde in G; mediante I’ omo-
morfismo strutturale t il gruppo I;, N I;s N I;5;. Consideriamo
poi il gruppo /' (It NI N 1g).

In virtt della prop. b) del n. 2, il gruppo /=" (1., N I::N 1:3),
che indichiamo semplicemente con /;, contiene il gruppo
LiNL,NL,; Hi=1L, N1, NI (1).
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Viceversa, poiche il gruppo I,, NI, ;N 1;3 & un sottogruppo
comune ai 3 gruppi I;,, I.,, I,;, il gruppo F{, ¢ contenuto
sia in Iy, sia in I,,, sia in [;5, ¢ quindi sussiste pure la
relazione /1, < I,, N L. N L5 (2).

Confrontando la (1) con la (2) concludiamo con la relazione
}1»' = Ii,l n Il,? N Ii,a-

Indicato con k; |’ordine di A, , messo in evidenza il fattore
potenza di 2: h; = 2%'q,, I'ordine ¢; di G; risulta allora in
virtu del teorema dello Scorza ¢; = 4 h; = 2%t q;; poiche
G, >1,;,> H,; Vordine r; di I,; ¢ r; == 2h;, = 2% ¢, e quindi
H, & d’indice 2 in I,, e I;, & d’indice 2 in G.

6. - Teniamo ora presente che i gruppi Iy, 1;,, 15 sono
tutti e tre gruppi quadrinomi, oppure due ciclici e uno quadri-
nomio, o uno ciclico e due quadrinomi a seconda che ¢ ¢ rispet-
tivamente uguale ad 2,3,4.

In virtt degli studi dello Zappa e del Pervurrr (12) possiamo
dire che il gruppo I,, ¢ rappresentabile in uno dei seguenti modi:

I) Se I, ¢ ciclico, I;,= R,; U S,; con R, sottogruppo
normale di I;;, S;, sottogruppo di Syrow di I ciclico e d’ordine
primo con quello di R;;. Inoltre il gruppo S;; contiene il
grappo P;; = f_,(I,;); P,; appartiene al centro di I,; e
[(R,;) = U; (sottogruppo identico di G{).

IT) Se I, & un grappo quadrinomio, I,, = R,, X 8,,, dove
§,, & un gruppo quadrinomio o isomorfo al gruppo dei quater-
nioni mentre I’ordine di R,; & dispari. Inoltre S, =/f_, (I{,),
f(Rt',,} = U; .

Ricordati questi risultati, siamo in grado di dimostrare che
i tre gruppi S;,, S.e, Sis sono p-gruppi d’ordine pari.

La cosa & evidente nel caso di ¢ = 2, perch¢ allora i tre
gruppi I, I5,, I5; sono quadrinomi. Per ¢ = 3 oppure ¢ = 4,
ricordiamo invece che il gruppo Ii; } /. ¢ un sottogruppo
d’ordine 2 di G{ (¢ = 3,4), (j,k indica una disposizione sem-
plice degli indici 1,2, 3) .

Pertanto il gruppo non identico f_, (I;; N I;.) © contenuto
nei tre p-gruppi S;i, Si., Sis che saranno pertanto d’ordine

(12) Vedasi nota (3) e (5).
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pari, essendo tale almeno uno di essi. Se teniamo allora presente
la relazione r, = 2%t ¢, e il fatto che §,; & un sottogruppo di
Syrow di I,;, abbiamo che 1’ordine di S;; & precisamente 2%it',
Da qui e da quanto detto sopra segue che I’ordine di Ry & in
ogni caso un numero dispari.

Troress, - I tre gruppi Ry, Ry, R,; coincidono.

Invero, poichd R,; & un sottogruppo proprio normale di G,
d’indice pari, gli ordini di Ry, B.s, R,53 sono primi coll’indice
di uno qualsiasi di essi in G;. Preso allora ad es. il gruppo 2,
esso & normale in G; ¢ conticne quindi ogni gruppo di @G, il
cui ordine & primo coll’indice di R, in G; (3).

Ora, per quanto visto, i gruppi R,,, B,; soddisfano alla
condizione richiesta e percio risulta R;; = R,,, R\, = R;;.

Analogamente si vedrebbe che R,, << R;,, R;, == ;5 e
quindi infine si conclude che R,y = R, = I3, c. v. d.

Porremo allora per brevita di scrittura R; = R, = I%;, = R,;.

7. - Abbiamo visto nel n. 6 che qualora il gruppo I3, fosse
ciclico, il gruppo I,; & dato come unione di 2 gruppi I, ,= R, U S;;
con R, sottogruppo normale di I,; d’ordine dispari ed §;, sot-
togruppo di Syrow d’ordine pari, ciclico e contenente il gruppo
P,;==f_,(I;,), gruppo che appartiene al centro di I,.

Vogliamo qui precisare che ¢l gruppo P;; coincide addirit-
tura col gruppo S;; .

Invero, poiché §;, ¢ un gruppo di Syrow di I; ciclico
d’ordine pari tali saranno pure i suoi coniugati, ossia tutti i sot-
togruppi di Syvow di I; d’ ordine pari. Inoltre I, come appar-
tenente al centro di I,;, apparticne a tutti i sottogruppi di Syrow
di I, d’ordine pari. ‘

Se allora P,; fosse un sottogruppo proprio di S;;, tutti i
sottogruppi di Syrow di H, d’ordine pari dovrebbero pure con-
tenere il gruppo P;; essendo /7, d’indice 2 in [I;;. Ma allora sus-
sisterebbe 1’assurda relazione: f(H,) = I;; perche P,, < F;
dunque P;; = S;; c. v. d.

Visto cosi che il gruppo S;;, coincide col gruppo P,;, tenuto

i

(¥*) G. Scomrza: Uruppi Astratti; pag. 27 (nota).
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couto che P,; appartiene al centro di I;; e che I’ordine di P,;
& primo con quello di R,, risulta: I, = B, X S,,.

Riassumendo abbiamo :

Se I; indica un sottogruppo d’ordine 4 del gruppo Gy,
dove G} ¢ un gruppo d’ ordine 8 non ciclico né isomorfo al
gruppo dei quaternioni, e sc G; ¢ wun gruppo struttwralmente
omomorfo a Gi, il gruppo I,, = " (I{,) é del tipo: I, =
= R, x S,;dove R, ¢ un sottogruppo d’ordine dispari ed Sy; ¢
un p-gruppo d’ordine pari ciclico se tale é I;; se I; ¢ invece
un gruppo quadrinomio, S;; é un gruppo quadrinomio o 1s0-
morfo al gruppo dei quaternions.

L’ordine det tre gruppé Sii, Sis, Sis ¢ 0 per tutli e tre
uguale a 4 o per tutti e tre uguale a 8. Inoltre S;;=f_, (Ii,) .

8. - A questo punto passiamo ad esaminare separatamente
i tre casi:
I. caso: G' gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo (I, 1, 1);
I1. caso: G' gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo (2, 1);
II. caso: G’ gruppo diedrale d’ordine 8.

Nel 1. caso i tre sottogruppi d’ordine 4 di G', I}, I,, I}
sono gruppi quadrinomi. Pertanto se G ¢ un gruppo struttural-
mente omomorfo a G', posto, come al solito, I, = f~' (I;) valgono
le relazioni:

Il_—-RX31, 12=IEXSQ, 13;—'R><Ss

con R sottogruppo d’ordine dispari ed S;, S,, S; tutti e tre
quadrinomi o tutti e tre isomorfi al gruppo dei quaternioni.

Inoltre S; =, (I7) (3).

Poiche il grappo I, ¢ d’indice 2 in G, se § & un sottogruppo
di Syow di G d’ordine pari, S nou risulta contenuto in nessuno
dei sottogruppi I,, I,, I; e quindi £(S) = G'. S contiene allora
in virtd della (3) i gruppi distinti 8,, S,, S; che sono d’in-
dice 2 in § (n. 6). Ne segue che S= S§;U S; U S;. Visto che
G=I + L+ L=IUILU IL,riesce G=RU (S;U S;US;) =
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= R U S. Poich& ogni elemento di R era permutabile con ogni
elemento di §; e poiche 1'ordine di I ¢ primo con I’ordine di
S, riessce G=RXS.

Siano i tre gruppi S;, S;, S; gruppi quadrinomi,

Iissendo 1’indice 2 di S, in S, lordine di 8 in questo
caso sara 8. Ksso contiene tre gruppi quadrinomi distinti ¢ cio
basta per concludere che § ¢ un gruppo abeliano d’ordine 8 ¢
tipo (1, 1, 1)(").

Siano invece i gruppi S,, S,, S; isomorti al gruppo dei
quaternioni. L’ordine di S risulta allora 2.8 = 16.

Poiche £(S:N S)=I;N I; ¢ un gruppo non identico, i
grappi S;, Sy, S; si tagliano a due a due secondo un gruppo
non identico. Ma un gruppo isomorfo al gruppo dei quaternioni
possiede un solo sottogruppo d’ordine 2 e percio i tre gruppi
S, S;, 8 hanno lo stesso gruppo d’ordine 2, che indichiamo
con N. Consideriamo poi un altro gruppo M d’ordine 2 di (7,
Essendo f(M)+ G, M ¢ contenuto in uno dei gruppi I, L, I,
ad es., per fissare le idee in [, . Poiche A & uu p-gruppo d’ or-
dine pari esso sara contenuto nell’ unico sottogruppo di Syrow
di I, d’ordine pari: S;. Pertanto I < S,, Essendo S, per ipo-
tesi isomorto al gruppo dei quaternioni, esso contiene il solo sot-
togruppo & d’ordine 2 e quindi M = N. Dunque il gruppo S
ha un solo gruppo d’ordine 2 e non essendo S ciclico, esso ri-
sulta un gruppo generalizzato dei quaternioni d’ordine 16.

Facciamo vedere che il gruppo S non pud essere struttural-
mente omomorfo a G'.

Infatti il grappo & conterrebbe allora un gruppo {g| ciclico
d’ordine 8 non contenuto né in I, né in I, né in Iy, e quindi
dovrebbe essere f(]gyl) = G, cid che & assurdo.

Concludiamo dunque che condizione necessaria perché un
gruppo d’ordine finito G sia strutturalmente omomorfo al
gruppo obeliano G’ d’ordine 8 ¢ tipo (1, 1, 1), ¢é che sia:
G=RXS con R gruppo d’ordine dispari ed S isomorfo al
gruppo @'

(14) Vedasi nota (8).
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Nel IIL caso il gruppo G’ contiene un gruppo quadrinomio
che indichiamo con I; ¢ due gruppi ciclici d’ordine 4: I, I;.

Se @ ¢ un gruppo strutturalmente omomorfo a G' per i
tre gruppi I, = f=' (11), Lh=f""(I3),1s= ' (1;) si hanno le
relazioni:

(4) I, =RXS, I,=RXS, I =RXS,

dove R & un grappo d’ ordine dispari ed §, € un gruppo qua-
drinomio oppure isomorfo al gruppo dei quaternioni, mentre
Ss, S; sono gruppi ciclici d’ordine uguale all’ordine di ;.
Indichiamo con S un sottogruppo di Syrow di G d’or-
dine pari.
Come nel primo caso si vede che valgono le relazioni :

S=85US US; G=RXS.

Se S, & un gruppo quadrinomio, gli ordini dei gruppi
Sy, S, S; saranno uguali a 4. L’ordine di S sara 8 e poiché
contiene due gruppi ciclici d’ordine 4 e un gruppo quadrinomio,
possiamo dire che il gruppo § &’ ordine 8 & abeliano del tipo
(1,2) (13). \

Se S, ¢ invece un gruppo isomorfo al gruppo dei quater-
nioni, il gruppo S avra I’ordine uguale a 2.8 = 16.

Proviamo che S contiene un solo sottogruppo d’ordine 2.

Indichiamo con A, 1'unico sottogruppo d’ordine 2 di S;.
Essendo S, >TconT= f,(Iy N I:N 15 poiche ITN LN 15>
> U’, T ¢ ciclico d’ordine una potenza di 2 e quindi M; = M, = M,.
Poniamo M; = M . Sia poi N un altro sottogruppo ciclico d’or-
dine 2 di S. Poiche non puo essere f(N) =G, il gruppo N
sard contenuto in almeno uno dei gruppi I; e quindi per le (4)
in almeno uno dei grappi S,, S,, S;. Ma allora N=Me
quindi S ha un solo sottogruppo d’ordine 2. Poiché d’altra
parte esso contiene piu di un sottogruppo ciclico d’indice 2
(S1, Sp), in virtu di un teorema sui p-gruppi d’ordine pari,

(13) Vedasi nota (6).
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si conclude che S & isomorfo al gruppo dei quaternioni. Ma cio
¢ assurdo essendo I’ ordine S uguale a 16.

L’ ipotesi che S, sia isomorfo al gruppo dei quaternioni va
dunque scartata,

Concludiamo che: Condixione necessaria perché un gruppo
finito G sia strutturalmente omomorfo al gruppo abeliano G'
d’ordine 8 e tipo (1,2) ¢ che sia: G = RXS con R gruppo
d’ ordine dispari ed S isomorfo a G'.

Nel III. caso il gruppo G’ contiene un gruppo ciclico I}
’ordine 4 e due gruppi quadrinomi I;, I3. Se G & un gruppo
strutturalmente omomorfo a G'; posto I, = £~ (I;), sussistono
le relazioni:

G=L+L+ L=LULUIL;
I, = RXS,, L= RXS., I,— RXS,

con R gruppo d’ordine dispari ed S,, S; tutti e due gruppi
quadrinomi o tuotti e due isomorfi al gruppo dei quaternioni
mentre S, & un gruppo ciclico dello stesso ordine di S;(/ =2, 3).
Inoltre S, = f_, ().

Studiamo il gruppo unione S, U S; U Ss.

Se S indica un sottogruppo di Syrow di G d’ordine pari,
essendo f(S) = G, esso contienc i tre grappi distinti S;, S, S,
che sono d’indice 2 in S e quindi S= S, U S, U S:.

Distinguiamo due casi:

I) S; un gruppo quadrinomio ' (r=2, 3)
II) 8; isomorfo al gruppo dei quaternioni.

Nel I caso 'ordine di S; & 4 e percio il gruppo S & d’or-
dine 2 - 4 = 8 contiene due gruppi quadrinomi ed un gruppo
ciclico d’ordine 4.

Cio basta per concludere che S sia isomorfo G ('9).

Nel secondo caso, I’ordine di S ¢ 2 - 8 = 16. Con un ragio-
namento simile a quello che si & fatto nel caso che G’ era un
gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo (1,2), si vedrebbe che § &
un gruppo generalizzato dei quaternioni d’ordine 16.

{16) Vedasi nota ().
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Dunque: Condizione necessaria perché un gruppo finito G
sia strutturalmente omomorfo al gruppo diedrale d’ ordine 8,
é che sia: G = RX S8 con R gruppo d’ordine dispari ed S
gruppo o isomorfo al gruppo G' o isomor/o al gruppo genera-
livzato dei quaternioni d’ordine 16.

9. - In questo numero vogliamo invertire i risultati del n. 8,

Sia dunque G; un gruppo prodotto diretto di due gruppi:
G,=R; X S; con R, sottogruppo d’ordine dispari ed S; isomorfo
al gruppo @, dove @G; indica rispettivamente il gruppo abeliano
d’ordine 8 e tipo (1,1, 1), il gruppo abeliano d’ordine 8 e tipo
(2,1), il grappo diedrale d’ordine 8 a seconda che ¢ & uguale.
ad 2,3,4.

In virtt di un teorema dello Zasppa (17) I’ omomorfismo

G .
! associando ad
R,

ogni clemento di (7, quel sistema laterale di G; rispetto R, che

lo contiene, & pure un omomorfismo strutturale. D’ altra parte,
Y

. .
poiché i gruppi T,

fismo tra due gruppi ¢ anche un omomorfismo strutturale con-
cludiamo che (G & strutturalmente omomorfo a G .

Sia infine (G, un gruppo dato come prodotto diretto di un
gruppo R, d’ordine dispari e di un gruppo 8, generalizzato dei
quaternioni d’ordine 16: G, = R, X §,. '

Per un teorema dello Zarpa il gruppo G, risulta struttural-
mente omomorfo al gruppo 8,(1?). Se riusciamo a far vedere
che a sua volta il gruppo S, & strutturalmente omomorfo al
grappo diedrale G; d’ordine 8, allora G, & pure strutturalmente
omomorfo a Gj.

Percid osserviamo che se € ¢ il centro di S,, il gruppo
Q .
LS SN . T KT )
—5- & un gruppo diedrale d’ ordine 8 e percid isomorfo al gruppo

ordinario che si ottiene tra il gruppo G, e il

ed G sono isomorti (18) e poiche un isomor-

Gy. D’aitra parte I’omomorfismo ordinario tra il gruppo S, e

(1%) Vedasi nota (4).
(18) G. Scorza, Gruppi Astratti, n. 66.
(19) Vedasi nota ().
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v

S
. L . s . <
il gruppo —+ in virtlt di un teorema dello Zarra (1) ¢ anche

c
un omomorfismo strutturale, sicché §, ¢ strutturalmente omo-
morfo a G,.

11. - TrorkMa coxcrusivo, — Condixione necessaria e suffi-
ciente perché un gruppo finito G sia strutturalmente omomorfo
ad un gruppo G’ d’ordine 8 non ciclico, é che sia: G=RX 8§
con R gruppo d’ ordine dispari ed S, se G’ non é il gruppo
diedrale, isomorfo a Q'. Se (+' é 1l gruppo diedrale, S puo essere
isomorfo a G' oppure un gruppo generalizzato dei quaternioni
d’ordine 16 .



