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INTORNO AI SISTEMI DI 8y CHE APPAR-
TENGONO AL MONOIDE GENERALE DI
DATO ORDINE

Memoria (*) di ArRNo PrEDONZAN (@ Trieste)

1. - Il problema relativo all’esistenza di spazi lineari
8, sulla forma generale Fy_;, di dato ordine =, di S, & gia
stato risolto'). E’ nota infatti una condizione necessaria e
sufficiente perche sulla Fr_; giacciano degli S;, e si conosce
altresi la dimensione del sistema algebrico, irriducibile nel
campo di razionalitd della Fy_; ?), degli S, suddetti.

Non sono state ancora trattate analoghe questioni per
forme non generali aventi particolari caratteri proiettivi.

Nel presente lavoro considero monoidi generali My, di
ordine n, di uno spazio lineare 8,., relativamente ai quali di-
mostro la seguente proposizione:

Il monoide generale My_;, di ordine n=3, di S, contiene,
tuttalpiu, tre famiglie, 3,, 3, Z; di spazi lineari S, (k=1).

La famiglia 3, é costituita da quegli Sy di My_, che
passano per il suo punto (n— 1)-uplo, O; 2, é formata
dagli 8, che appartengono agli Sy, situati su My_i € pas-
santi per O; Z, infine, comprende i rimanenti S, di M,_,

(*) Pervenuta in Redazione il 10 maggio 1952.

1) Ved. U. MoriN, Sull’insieme degli 8pazi lineari contenuti in
una ipersuperficie algebrica. [¢Rend. Acc. Naz. dei Linceis, (6), 24-
(1936), 188-190]; B. SEGRE, Intorno agli 8; che appartengono alle forme
generali di dato ordine. [« Rend. Acc. Naz. dei Lincei», (8), 4 (1948),
261-265, 341-346]; A. PREDONZAN, Inforno agli 8; giacenti sulle varietd
intersezione completa di piu forme. [¢Rend. Ace. Naz. dei Linceiy,
(8), 5 (1948), 238-242].

_2) Cioé nel campo di razionalitd dei coefficienti della sua equazione.
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e quelli di 2,, 3, che sono di accumulazione per gli stessi.
Condizioni mecessarie e sufficienti per U esistenza di dette
tre famiglie *) sono, rispetiivamente, date da

O i E e |
@) r2k+1+g§jkn:ﬁ*{&+2_ﬂL
® =k (U

Gl 8, di X,, Z; sono in numero finito se, e soltanto se,
nella (1), rispettivumente nella (3), vale il segno di ugua-
glianza; altrimenti essi costituiscono due sistemi algebrici
infiniti, irriducibili nel campo di razionalita di My_y, di di-
mensgioni rispettive

S Ry |

) D,:(k+1,(r—k)—(n_};k).

Gli S, di X, sono, appena sia verificata la (2), sempre
infiniti. Essi costituiscono, se nella (2) vale I’ uguaglianza, un
sistema algebrico puro di dimensione k- 1; nell’ altro caso
invece X, ¢ un sistema algedbrico irriducibile nel campo di
razionalita di M;_i. In entrambi i casi la dimensione.D, di %,
soddisfa alla limitazione

(6) D, <D, +1,

valendo nella (6) il segno di uguaglianze se, e soltanto se,
il sistema X, comprende X, come parte propria. Affinché questa
eventualitd 8i verifichi é necessario e sufficiente che sia

+k—1) . (n+k-—2)_

@ r2k+1+c . :

3) Qualcuna di queste pud risultare, sotto opportune condizioni piu
avanti precisate, sottofamiglia della o delle rimanenti.
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La (7) é pure condizione necessaria e sufficiente perché il
sistema X, comprende I, (e di conseguenza X,) come parte
propria.

Infine, condizione nmecessaria e sufficiente perché X; com-
prenda propriamente 3, é che 8i abbia

®) r2k+1+(”+”:_2).

Dopo alcune questioni introduttive trattate nel n. 2,
dimostro nei nn. 3, 4 quelle parti del teorema che si riferi-
scono ai sistemi X,, X,, rispettivamente. Nel n. 4 inoltre provo
che la (7) é necessaria e sufficiente perché il sistema X,
sia parte propria di I,. Nel n. 6 stabilisco quanto riguarda
il sistema X; poggiando su un risultato del n. 5. Nei nn. 7,
8 vengo infine a provare la parte restante del teorema, cioé
la necessitd e la sufficienza delle condizioni (7), (8) perche il
sistema XZ; comprenda propriamente i sistemi X,, rispettiva-
mente Z,.

OssErvaziONB I. - Dall’ enunciato del teorema sono stati
esclusi i casi k=0, n—=2. Il primo di essi & banale. Nel
secondo il monoide & un’iperquadratica generale di S, per
la quale valgono i risultati dei lavori citati in'). In entrambi
i casi, appena il monoide contenga degli Sy, la dimensione del
loro insieme & data dalla (5).

OsservazioNe II. - Dalle (1), (2), (3), (7), (8) segue facil-
mente che, a seconda della scelta di %, n, r, possono presen-
tarsi i seguenti casi:

a) Non valgono le (1), (3): il monoide non contiene allora
spazi lineari S, .

b) Vale la (1) ma non la (3): esiste solo la famiglia X,.

¢) Vale la (3) ma non la (1): esiste unicamente la fa-
miglia 3,.

d) Valgono le (1), (3) ma non le (2), (8): non esiste X,
mentre 2,, I, formano due famiglie distinte.

¢) Valgono le (1), (3), (8) ma non la (2): esistono solo X,,
Z,;, ma costituiscono una sola famiglia in quanto X, & sotto-
famiglia di ;.
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f) Valgono le (1), (2), (3) ma non la (8): esistono X,, Z,,
Z, e formano tre famiglie distinte.

g) Valgono le (1), (2), (3), (8) ma non la (7): esistono X,,
3,, Z, ma solo X, X, sono famiglie distinte in quanto
3, risulta sottofamiglia di X,.

h) Valgono le (1), (2), (3), (7), (8): esistono I, Z,,
2; ma solo quest’ ultima costituisce una famiglia in quanto la
stessa comprende some sottofamiglia X, e questa, a sua volta,
contiene propriamente X,.

OservazioNeE III. - In virtu delle (4), (5) si ottiene

@ Da=D1+r—k—("+]’:_2).

Dalla (i) discende che si verificano le tre possibilita D,%Dl
a seconda che, in corrispondenza si abbia

(i) k+(”+"—2)

Appena si osservi che, se nella (6) vale I’ uguaglianza, deve
risultare D;> D, > D,, mentre invece si ha D, = D, quando
nella stessa rimane verificata la limitazione superiore, si pud
concludere che la dimensione pid grande tra quelle dei si-
stemi di S; che giacciono su M, ; & data da D, rispet-
tivamente da D,, a seconda che nella (ii) valga la limitazione
superiore od inferiore; se invece nella stessa vale 1’ uguaglian-
za la suddetta dimensione ha il valore D, — D,.

2. - Nello spazio lineare 8,(w,, ®,, ..., #,) si consideri il
monoide generale M,_;, di ordine n=>3, il cui punto di molte-
plicitd n —1, O, sia situato nel vertice 4,.(0, 0, ..., 0, 1) del
simplesso fondamentale delle coordinate. L’ equazione di MY
pud scriversi

9) M (@oy @1y vy Byy) + 29" H &y Ty oy Bpy) =0,

dove ¢, ¢"! denotano due forme generali, degli ordini rispet-
tivi n, n — 1, nelle &, @,, ..., @,_;.
Il monoide My_; e il cono delle sue tangenti in O, segano
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I’ iperpiano, §',._,, di equazione «,—0, secondo due varieta
Fy_s, G::%, degli ordini n, n—1, le cui equazioni rispettive,
dentro all’¥’,_,, sono date da ¢" =0, ¢"1=0; Fy_, (et
sono pertanto due forme generali di §',._,, situate in posizione
generica,la cui intersezione completa & una varieta H:.'(_”g_l’, di
ordine n(n —1).

Indicato con A il campo di razionalitd dei coefficienti del-
la (9), da quanto precede si pud dedurre che detto campo &
quello di razionalitd sia di M® 4 che di Hr"™.

3. - Sul monoide M,_; giacciono degli 8, (k=1) per O
se, e soltanto se, vi sono degli S,_, che appartengono alla
varieta H;"_"?,— l’, e la dimensione D, del loro insieme X, ugua-
glia quella del sistema degli S,_, ultimi considerati. Cido risul-
ta evidente ove si osservi che ogni S, di My _; per O deve
anche appartenere al cono delle tangenti a M,_, in O, quindi
1’ Sy_, sezione di S, con 1’ §,._, deve giacere su Y 1); vice-
versa ogni S, di ) i proiettato da O secondo un S, di
M;_,. Da cid discende che affinché esistano degli 8, di 3,

~

& necessario e sufficiente che sia *).

(10) D, =0,
D, essendo dato dalla (4).

Dalla (10), avuto riguardo alla (4), discende la (1), per cui
resta provata la necessitd e la sufficienza di quest’ ultima
condizione.

Gli 8,_, giacenti su Hr" ™ — e quindi gli 8, di =, — sono
in numero finito se, e soltanto se, nella (10) — quindi nella
(1) — vale il segno di uguaglianza; altrimenti essi costitui-
scono un sistema algebrico infinito, irriducibile nel campo A,
la cui dimensione uguaglia D,. Si pud¢ pertanto concludere
come enunciato nel n. 1 per quanto riguarda il sistema X,

4) Ved. A. PREDONZAN, loc. c¢it. in 1). In questa nota non & detto in
modo esplicito che gli §, giacenti sulla varietd intersezione completa
formano, se infiniti, un sistema algebrico irriducibile nel campo di
razionalith della varietd stessa; cid perd consegue immediatamente da
quanto detto in B. L. vAN DER VAERDEN, Einfuhrung in die algebraische
Geometrie (Berlin, Springer, 1939), p. 141.
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4, - Andiamo ora a considerare 1’insieme X, (eventual-
mente vuoto) degli 8, (¥ =1) appartenenti agli S,,, situati
su My 1 e passanti per O. Risulta chiaro che condizione neces-
saria e sufficiente per I’ esistenza di siffatti S, é che vi siane
degli S, giacenti su H :(_”3_1’. Una tale condizione & dunque
data da ®).

1) D:(k+1)(,_k_1)_(n-llc—k)_(n+k__1

: )20,

dalla quale discende la (2) e dove D sta ad indicare la dimen-
sione del sistema Q degli S, appartenenti ad H:g'g,_ 1), quindi
del sistema Q* degli S,,, per O giacenti su My_;.

Il sistema Q — quindi Q* — & finito se D = 0; invece se
D > 0 & algebrico infinito, irriducibile nel campo A.

Vogliamo provare che il sistema X, comprende propria-
mente X, se, e soltanto, risulta verificata la condizione (7),
piu restrittiva della (2).

E subito visto che per giungere a questo risultato basta
dimostrare che la (7) & condizione necessaria e sufficiente per-
ché per ogni 8,_, di ,(_”3_" passi almeno un S, giacente
sulla HX™ gstessa.

Si supponga, a tale scopo, verificata la (11) o 1’ equiva-
lente condizione (2). Se vale la D > 0 il sistema Q, in quanto
irriducibile nel campo A, risulta puro ®), ciod tale che in una
qualunque estensione del campo suddetto si pud eventualmen-
te spezzare solo in parti della stessa dimensione.

Sia Q una componente assolutamente irriduci-
bile di Q nel caso D > 0; invece se D =0, Q stard ad in-
dicare un sistema comprendente un solo S, scelto tra quelli,
in numero finito, che appartengono ad Q.

La totalitd degli S;_; di S, é notoriamente un sistema
lineare di dimensione k. Associando ad un S, di Q un
Sx_, giacente su Y 1 quando si appartengono, si viene a
definire una corrispondenza algebrica irridu-
cibile?) di dimensione D + k. Ne segue che & pure irri-

5) Ved. A. PREDONZAN, loc. cit. in 1), 4).
6) Ved. B. L. VAN DER WAERDEN, loc. cif. in 4), p. 123.
7) Ved. B. L. vAN DER WAERDEN, loc. cit. in 4), p. 143.
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ducibile il sistema degli S,_, di a2 che appartengono

a qualche S, di ﬁ, ed ha la dimensione
12) Dy —s¢, con e >0,

essendo contenuto nel sistema, di dimensione D,, di tutti gli
8x_. giacenti su AP,

B ovvio che nella (12) si avrd ¢ =0 se, e soltanto se, per
ogni 8,_, situato su H:'S™ passa qualche S, di Q.

In virtd del principio del computo delle
costanti®) applicato alla corrispondenza ora considerata,
si ha

(13) D+k=D,—e+7?,

% stando ad indicare la dimensione del sistema algebrico
degli 8§, di [o) passanti per un S,_, scelto genericamente tra
quelli situati sugli 8, di Q.

Dalla (13), tenuto conto delle (4), (11), si ha

(14) ¥=3+¢,

dove si & posto

(15) 5=r——-k——l—(“+;:—1)—(n+:;_2).

Poiche per ipotesi la (2) & verifiecata, si dovra avere ¥ >0;
risulterd quindi 8—6’20 se, e soltanto se, per ogni §,_,
giacente su H‘,'(_s passerd almeno un S, di Q. Dalla 3=>0
consegue, in virtd della (15), la (7), la cui necessitd e suffi-
cienza perché X, comprenda propriamente I, resta pertanto
provata.

Ci vogliamo ora occupare della dimensione del sistema X,.

Indicato con Q* il sistema algebrico irriducibile,
di dimensione D, degli Sy, di Q* che si ottengono proiettan-
do da O gli 8, di 5, applichiamo il computo delle costanti
alla corrispondenza algebrica irriducibile,
di dimensione D -+ (k 4 1), che associa un Sy, di Q* ad un

8) Ved. B. L. vAN DER WAERDEN, loc. cit. in %), p. 141.
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8, di 3, quando si appartengono; &i ha
(16) D+k+1=D,+7?,

dove D, sta ad indicare la dimensione del sistema algebrico
irriducibile =, degli 8, di I, che giacciono sugli 8y, di Q*.

Dalla (16), avuto riguardo alle (13), (14) e tenuto conto
della e >0, discende

(17) D,<D,+1.

Nella (17) vale il segno di uguaglianza se, e soltanto se, risulta,
soddisfatta la (7), ciod se X, comprende propriamente Z,.
I’ altra alternativa si verifica invece quando vale la (2) ma.
non la (7), e allora esistono degli S, di Z, per i quali non
passa alcun S,,, per O situato su My_;.

Poiche il sistema Q* &, quando nella (2) vale la limitazione
superiore, irriducibile nel campo A, tale risulta pure il sistema
2, (e le sue componenti assolutamente irriducibili sono del tipo
della Z, e si ottengono tutte in corrispondenza di quelle asso-
lutamente irriducibili di Q*). La dimensione di X, & ovvia-
mente D, come quella di f],.

Se nella (2) vale invece I’ uguaglianza, il sistema X, sem-
pre di dimensione D,, ¢ puro, e il numero delle sue com-
ponenti irriducibili & uguale a quello, finito e non nullo, degli
S, situati su HY™, La dimensione D, uguaglia in questo
caso quella del sistema degli S, di §,,,e vale pertanto k 4 1.
Resta cosl provato quanto, nell enunciato del n. 1, si riferi-
sce al sistema 3,.

5. - B noto che la (8) & condizione necessaria e sufficiente
per Y’ esistenza sulla varieta H,."' Ddi un insieme I, finito od
infinito, di forme di ordine n —1, Fp—y, di 8,(k=1)°). Pia
precisamente dette forme sono in numero finito se, e soltanto
se, nella (3) vale I’ uguaglianza; altrimenti II & un sistema
algebrico infinito, irriducibile nel campo A, quindi puro,
la cui dimensione D, & data dalla (5).

Vogliamo provare che:

9) Ved. S. GUAzZONE, Su certe sezioni spaziali di varietd intersezioni
complete di due forme di 8, . [« Rend. Sem. Matem. Padova », 21 (1952)].
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A. - Se il sistema I ¢ infinito, P Sy @ cui appartiene la
generica F::} di una qualunque sua componente assolutamente
irriducibile non ¢ situato su G 3. Analoga proprietd vale per
P 8, di ogni Feidi I quando il sistema stesso comprende un
numero finito di elementi.

Si supponga, a tale scopo, verificata la (3) o I’ equivalente
condizione D, = 0.

Posto
(18) d=(k+1)(r—k—1)—(n+”:_1),
la stessa, in virta della (5), diviene
(19) d=D3+(”—’L_f_TI)—(k+1).

Tenuto conto dell’ipotesi iniziale n =3 (n. 2) e della
D,= 0, dalla (19), appena sia k= 2, discende & > 0. Se in-
vece k=1, risulta d %0 a seconda che, in corrispondenza,
si abbia D; = 1.

La condizione d >0 & mnecessaria e sufficiente perche G:I%
contenga qualche S,, eccettuato soltanto se n =3 e k=2,
nel qual caso la d =0 deve venir sostituita dalla condizione
piu restrittiva r — 2k —2 = 0 '%). Tali S, sono in numero fini-
to se, e soltanto se, d = 0; altrimenti essi costituiscono un
gistema algebrico infinito, irriducibile nel campo di raziona-
litd di G*~3, quindi puro, la cui dimensione vale d. Da cio
si pud dedurre, avuto anche riguardo alle conclesioni del pre-
cedente capoverso, che per k¥ =1, D; = 0 non esistono S, gia-
centi su GI~}; per k=1, Dy=1 detti S, sono in numero
finito; nei restanti casi invece (k= 2, D,>0, oppure k =1,
D,;=2), ove si osservi che la D; =0 implica, per n =3, la
r—2k—2=>0, gli S in questione sono sempre infiniti.

Tratteremo separatamente le tre eventualitd ora consi-
derate.

a) k=1, D;=0. — Poiché non esistono S, situati su

—1 o e . .
"3 la proposizione A risulta evidente.

10) Yed. B. SEGRE, loc. cit. in 1),
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b) k=1, D;=1. — Nessuno degli S; (in numero finito
N) che giacciono su G:.':é appartiene alla varieta H:.'.(l',o,_ D in
quanto la condizione (11) non & soddisfatta. Ove si osservi che,
in questo caso, gli S, in questione sono rette e le Fy—' su esse
giacenti si riducono a gruppi di n — 1 punti, si pud concludere
che nel sistema oo' delle Fj_| situate su Hi™ sono in nwu-
mero finito (=n.N) quelle il cui 8, di appartenenza
giace su Gr_j.

¢) k=2, D; =0, oppure k =1, D, =2. — Gli S, situa-
ti su Gr73 sono infiniti e costituiscono un sistema algebrico
puro X di cui sia T una componente assolutamente irridu-
cibile.

Le Fi~} che appartengono agli S, di I formano un sistema

algebrico irriducibile ® di dimensione

(20) a=d+(”+',:_1)—1.

Fissata comunque in &’,_, una F',;Z} di Sy la totalita delle
forme F';_gdi &',_, che la contengono risulta un sistema
lineare la cui dimensione

@1) b=(r+:—1)_(n1—k)+k

non dipende dalla particolare scelta di FZZ}; cid risulta dal
fatto che, assunto 1’S, a cui la considerata 4o appartiene
come spazio fondamentale delle coordinate, di equazioni'
Zyy1=..=a,_,=0, I’equazione della generica F,_s per la
Fi_1 pud scriversi

r—1

T oz f Y%, 21y ooy Tp) F '@, Ty o, Xp)-
i=k+1

'h"_l(a‘oy Tyy oy Tp) =0,
dove le f,*!wsono forme generali di ordine n—1 mnelle
@y, @1y oy Bp_y; ' & una forma generale di primo ordine in
@, @, .., &4; mentre h*—1=10 & I’ equazione, dentro al consi-
derato S, della Fi~i in precedenza fissata.

La corrispondenza algebrica che associa una Fio! di @
ad una Fy_di §,_;, quando si appartengono, & irriduci-
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bile, ed & pure irriducibile il sistema W delle Fyp_g di §,_,
che contengono qualche Fy— di @.

Si faccia ora Pipotesi assurda che, ove sia D, > 0,
P8 a cui appartiene la generica F?~} di una qualunque com-
ponente assolutamente irriducibile di II sia situato su
G,_l ; mentre se Dy — 0 questo accada per I’S; ambiente di
almeno una Fy—; di II: cid equivale a supporre che non sia
valida la proposizione A.

La generica ipersuperficie Fy_s di &',_, sega Gr—3 in una
varieta H',":;" che contiene, per I’ ipotesi ora fatta, qualche
F}'_l di @. Ne discende che il sistema W coincide con quello
lineare di tutte le Fy_s di &,_, ed ha quindi la dimensione

(22) c=(’+”_1)—1.

n

Sempre per la stessa ipotesi assurda, ha dimensione D, il
sistema delle Fi—; di ® giacenti sulla suddetta varieta )
e questo sistema coincide, evviamente, con quello delle F}_}
di @ che sono sitnate sulla generica Fp_g di .

Applicando il computo delle costanti alla corrispondenza
algebrica ultima considerata si ottiene

a+bdb=c+4 D,,

dalla quale, tenuto conto delle (19), (20), (21), (22), deriva
I’ assurditd 1 = 0. La proposizione A resta cosi completamente

provata.

6. - Sia Fg_l una F3—f dill (n. 5) il cul 8, di appartenenza,
diciamolo S , non sia contenuto nella (& s 2 s

Lo spazio, Sk-l-l , che eongiunge 8; con O non gxace su
M,_, in quanto (n. 4) I’ Sk, non essendo situato su G:_g, non
pud appartenere ad j: mirged V. Tale SH.I sega il monoide M7, in
una 1persuperﬁc1e Vi, di ordine n, di ;S’H_‘ che si spezza nel
cono Vi~ , di ordine n — 1, che da O proietta F,._l ed in uno
spazio Sy .

Tale S; non fa parte di quelli (eventuali) che appartengono
a %, ma non a I, perche, se cosi fosse, IS,,, dovrebbe gia-

cere su My _;.
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L’ 8F non appartiene neppure a X,, cioé non passa per O.
Se infatti questa eventualitd si verificasse, la Vi prima consi-
derata dovrebbe avere in O un punto di molteplicitd n (dato
che O, essendo vertice del cono VZ'_I, ha per lo stesso molte-
plicita n—1), il che porterebbe di conseguenza che 1’§H_‘
sarebbe tangente a M;_, in O, quindi risulterebbe situato sul
cono delle tagenti in O al mon01de M7_, stesso. Ne seguirebbe
I’ appartenenza di S,‘ a G,_d , il che verrebbe a contrastare con
I’ipotesi fatta inizialmente sulla F,,__,

Se invece S, giace su Gr 3, ma non su Hy'"s ) I’ S passa per
0, quindi appartiene al sistema X,. Tale Sy apparterra poi an-
che al sistema X, se, e soltanto se, per I’ S,_, sezione dell’ Ny
con I’ S;__l passerd almeno un 8, situato su H,'_”g“" .

Infine, qualora »S')E risulti situato su H:."_“ ” I’ 8¢ rimane
indeterminato in quanto il monoide My_; contlene r SH_‘ Pia
precisamente alla F,,,_l si possono associare tutti gli S; di S Fale

Si supponga, in primo luogo, che il sistema II sia
infinito e si indichi con II una sua componente assolutamente
irriducibile. Da quanto precede, e tenuto conto che (a norma
della proposizione A del n. 5) la generica Fy 1 di Il ha I’
di appartenenza non situato su Gy =3, si deduce che si puo costrui-
re una corrispondenza algebrica C tra le F,"':} di I e gli 8; si-
tuati su My_, che associa alla generica Fj—; di II un §; di
M,_, non appartenente a X, Z,.

11 sistema algebrico E,, interferenza di tutti i siste-
mi algebrici irriducibili di S, di My_; che contengono quegli
8, di My_; che corrispondono in C alle generiche Fj_y di II,
risulta irriducibile. Si pud allora staccare'') dalla corrispon-
denza C una corrispondenza irriducibile € che associa
ad una generica Fr= di T un 8, di %, e tale che gli S, che
in C" sono i corrispondenti delle generiche F}'_l di II siano
proprio quelli che in C corrispondevano alle Fp=! stesse. 11
sistema 2, comprende, ovviamente, anche quegli S, di My,
che sono di accumulazione per quelli corrispondenti in C’
alle Fp7}{ generiche di II pur non facendo parte dell’ insieme di

11y Ved. F. SEvERI, Iniroduzione alla gcometria algebrica, Geome-
tria nunerativa, I (Roma, Docet, 1948), pp. 160-161.
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questi ultimi; tali S, possono quindi appartenere anche ai
sistemi X,, Z, considerati nei precedenti numeri. E chiaro poi
che i sistemi I; e II hanno la stessa dimensione D,.

Poicheé quanto sinora & stato detto in relazione al sistema
Il si pud integralmente ripetere per ogni altra (eventuale)
componente assolutamente irriducibile di II, si pud con-
cludere che sul monoide M,_ esiste un sistema puro, X,
di 8; (le cui componenti assolutamente irriducibili sono del
tipo di T, e si ottengono tutte in corrispondenza di quelle
assolutamente irriducibili di II se, e soltanto se, il siste-
ma Il esiste ed & infinito. Una condizione necessaria e
sufficiente perché cid avvenga & data dalla (3) ove si supponga
valida la limitazione superiore (n. 5). In questa eventualita
il sistema 2; risulta, come II, irriducibile nel campo A ed ha
la dimensione D,; data dalla (3). In esso sono contenuti tutti
gli S, che giacciono su M,_; e non appartengono a X,, I, in
quanto ciascuno degli stessi (come facilmente si vede seguendo
il procedimento inverso a quello adoperato per la corrispon-
denza C') pud ottenersi come associato ad una ben determinata
FrZioai 1.

Supponiamo, in secondo luogo, che le Fi—{ di II
siano in numero finito. Cid avviene (n. 3) se, e soltanto se,
nella (3) vale I’ uguaglianza. Poiché, a norma della proposi-
zione A del n. 5, I’ S; ambiente di ogni F;=1 di II non gia
ce su G775, di conseguenza esistono degli S, situati su
M;_, e non appartenenti a X, Z,. Tali 8; sono in numero
finito in quanto ognuno di essi determina, in corrispondenza,
una Fp~} @i II; ne vi pud essere, ovviamente, una Fy—; di II
a cui si possano associare infiniti S, di M;_;.

7. - Facciamo ora Y ipotesi che la F‘t’,l di cui al n. 6
appartenga alla componente irriducibile IT del sistema II e
sia tale che il suo spazio ambiente S, seghi la varietda H;"3"
nella F;7 stessa e in un 8,_,: I'S, & di conseguenza situato

su Gr~3 ma non su H*; ™", Supponiamo inoltre che per il sud-
detto S;—, non passi alcun S, giacente su "™ La corri-

. Tn—1 .
spondenza (" associa alla Fi~1 un 8, che appartiene a X, ma

non a 3, ed & intersecato dall’ §',_, nell’ S,_, prima conside-
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rato. La Fy—j &, ovviamente, di accumulazione per le Fy_:
generiche di ﬁ, per cui 8; & pure di accumuiazione per gli
8, di 2, che corrispondono alle stesse F;_; generiche, ed ap-
partiene percio al sistema X,.

Viceversa, se un 8¢ di £, ma non di ¥, appartiene anche al
sistema X, esso & di accumulazione per quegli 8, di 2, che
provengono dalle generiche Fj_; di una componente irriduci-
bile (e sia ancora II) del sistema II. Tale S# pud quindi otte-
nersi, attraverso la corrispondenza (', da qualche Fy} di I
il cui spazio di appartenenza, dovendo segare H:(_”g_ D el
I’ 8,_, sezione di Sy con §,_,e nella iy stessa, deve gia-
cere su Gy % ma non su H ’,'(_"3 Non vi potranno poi essere
degli S, per I’S,_, ultimo considerato situati su ; g per
che se cosi fosse 87 verrebbe ad appartenere anche a X,. N

possiamo concludere che:

1. - Condizione necessaria e sufficiente perché un S, di Z,,
ma non di I,, appartenga al sistema X, é che per V' 8,_,, sezio-
ne dell’ S, stesso con V §',_,, passino degli S, situati su Gr 2
ma nessuno di questi giaccia su Hy s D

Supponiamo, in secondo luogo, che la —k_ll di I
abbia I’ §,‘ situato su H"(" b male Fi'__tl pud essere dedotta da
una generica Fi':ll di IT quando quest’ ultima varia in un siste-
ma continuo I' (di cui un estremo sia Fy—j) di Fi—; tutte gene-
riche in I_I ad eccezione della i’?__ll ora considerata. Alle gene-
riche F,,__l di I corrispondono, attraverso la (', dei ben deter-
minati 8, di X;; quindi, al limite, quando la generica If'}:x di
T tende, lungo il sistema I' stesso, alla F}':l, I’ 8, corrispon-
dente tende ad un S; ben determinato che, per il particolare
modo con cui & stato ottenuto, & di accumulazione per S, gene-
rici di una componente assolutamente irriducibile di ;s (quella
che corrlsponde all)ed appartlene quindi al sistema 2; stesso.
L’ 8 medesimo, in quanto la F,,_l hal’S » ambiente che giace su
H" '), ¢ situato sull’ Sy, che congiunge O con N e quindi
appartiene pure al sistema X,. Lo stesso Si sega poi I’ §',_,
in un §,_, situato su S;, quindi su H .

Inversamente, se un Sy di X, appartiene anche al sistema
2, esso deve potersi ottenere come posizione limite di S, di 2
corrispondenti a generiche F,,_l di una componente assolutamen-
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te irriducibile, I, di II. Dovra quindi esistere una Fy—; di IT tale
che, quando la generica F”k:} di I tende, lungo un sistema con-
tinuo T' di Fx_ generiche (di cui un estremo sia Fﬁ:i), alla

_ stessa, il corrispondente 8, di Z; tende ad Sy'. Proiettan-
do 1a 17'},':11 da O si otterra una F7 il cui 8y, di appartenenza
dovra, ovviamente, contenere S; e giacere su My_y. Tale 8y,
sard quindi segato da §',_, secondo uno spazio Si che sara
situato su H*"; ¥ ed al quale appartengono la Fr—je I'S,_, se-
zione di Sf con I’ §,_,. Possiamo pertanto affermare che:

II. - Condizione necessaria e sufficiente perché um S, di
3, appartenga anche al sistema Z; é che esso seghi U 8',_; in
un 8,_, per il quale passi almeno un Sy giacente sulla varietd

—1]
D

8. - Dalle proposizioni I, II del n. 7 seguono immediata-
mente le due seguenti:

II1. - Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema
Z; comprenda propriamente X, é che per ogni S,_, giacente
su Hy"™V passi almeno un 8y situato su Gy 3.

IV. - Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema
Z; comprenda propriamente X, é che per ogni Sy_; giacente
su HM§ ) passi almeno un 8, situato sulla varietd H’,‘f’g‘ )
stessa.

Ove si osservi che I’S;_, generico per una componente
assolutamente irriducibile del sistema degli S;_, giacenti su

:.'2'3_ D oa pure generico per una componente assoluta-
mente irriducibile del sistema degli S,_, situati su G-t si
pud affermare che la condizione della proposizione III equi-
vale a quella che per ogni S,_, di G"~'passi un S, situato
sulla GI.‘II stessa; essa ¢ dunque data dalla (8)'%).

La condizione della proposizione IV & infine data dalla (7)
come risulta da quanto detto nel n. 4. Dallo stesso numero
discende poi che, in questo caso, pure X, contiene propria-
mente X,, cioé sul monoide M, _; vi & una sola famiglia =, di
spazi lineari 8, (che comprende come sottofamiglia X, la qua-

le a sua volta contiene X,).

12) Ved. B. SEGRE, loc. cit. in 1), p. 265.



