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SPAZI AFFINI IMMERSI IN UNO SPAZIO
PROIETTIVO SOPRA UN CORPO QUALSIASI
E QUESTIONI DI AMPLIAMENTO

Note (*) di DomrNico Bocciont (a Padova)

Nel § 1, dopo alcuni preliminari, si dimostra, nellipotesi
che il corpo base K non sia commutativo, la non unicitd dello
spazio affine relativo ad un dato iperpiano di uno spazio
proiettivo S,.

Si da pure esplicito rilievo, nella stessa ipotesi, alla non
unicitd sia del sistema di coordinate proiettive in S, di dati
punti fondamentali ed unita, sia della proiettivitd di S,
in cui si corrispondano n + 2 coppie assegnate di elementi.

Vengono cosi messe in luce tre diverse caratterizzazioni
geometriche della commutativita del corpo base (le ultime
due delle quali eran gia note per un 8,).

Nel § 2 vengono risolte alcune questioni relative all’am-
pliamento di S, ad un S, sopra un qualsiasi corpo K* DK.

Precisamente, nella prima parte del paragrafo, si mostra
fra l'altro con un esempio come un noto teorema, concernente
la possibilitd di rappresentare una proettivita dell’S, com-
plesso mediante equazioni a coefficienti reali. non sia esten-
dibile al caso attuale.

Dopo aver ottenuto alcuni altri risultati, si considera in-
fine il problema se il gruppo delle trasformazioni proiettive
dello spazio numerico sopra K sia immergibile o meno in quel-
lo sopra. K*, e si danno alcune condizioni per immergibilita
di tipo particolare.

(*) Pervenuta in redazione il 5 febbraio 1953.
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§1

1. - Consideriamo uno spazio proiettivo desiro di dimen-
sione n sopra um corpo K qualsiasi, anche non commutativo
(v. definizione in [3] '), p. 178). Tale spazio viene qui indicato
con Py (K), oppure anche pid semplicemente con S, quando,
come in tutto questo § 1, non vi siano mutamenti del corpo
base K (la referenza al quale pud percido essere sottintesa).

Non sard male rilevare esplicitamente (poiché ne avremo
bisogno in seguito) che, secondo la definizione richiamata, un
Ss = Py(K) si identifica con la coppia di enti: «insieme §
dei suoi punti» (il quale potrd anche chiamarsi il suo soste-
gno) e «classe @ dei suoi sistemi ammissibili di coordinate
(proiettive) », alla stessa guisa che, ad es., un gruppoide ([71,
p. 117, oppure [8], p. 8) non & altro che la coppia costituita
dalPinsieme dei suoi elementi e dalla operazione binaria in
esso definita.

Ora ¢ evidente che esistano gruppoidi aventi gli stessi ele-
menti ma dotati di operazioni distinte, quindi distinti (anzi
si potrebbe assai facilmente dare un esempio di due gruppoidi
aventi gli stessi elementi ma addirittura non isomorfi). Ana-
logamente possono esistere, come ci si pud convincere con
semplici esempi (efr. ad es. [11], p. 36), spazi proiettivi S,
che sono distinti pur avendo lo stesso sostegno S, in quanto
dotati di distinte classi C.

11 prototipo, per dir cosi, di Py(K) & naturalmente quello
avente come sostegno lo spazio proiettivo numerico destro
PN,(K) (cfr. [3], p. 176) e come rappresentante della classe
@ Pidentitd (cfr. [6], seconda remark a p. 17).

2. - Le matrici regolari (cioé quelle, A, per cui esiste Vin-
versa A—Y) di tipo (n +1, n-} 1) (ossia con n - 1 righe ed
n -+ 1 colonne) sopra il corpo K formano evidentemente, ri-
spetto alla moltiplicazione, un gruppo 9.

1) I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla
fine della nota.
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Per indicare che la trasformazione proiettiva T di PNy (K)
ha equazioni y — A« (efr. [3], p. 177), dove A €N ed z, ¥
denotano le matrici (& &, .. &)1, (7Mo% .. Tw— di tipo
(n+41, 1), scriveremo: 7T)y — Ax. Pensando allora di indi-
care il « prodotto operatorip di T, per T, » con T,T, e di chia-
marlo il « prodotto di T, per T, », & chiaro che la corrispon-
denza

(1) A—Ty=Az

é un omomorfismo e quindi che le trasformazioni proiettive di
PN, (K) costituiscono un gruppo % (immagine omomorfa
di 9N).

Se A appartiene al sottogruppo normale ®{ cui in (1) cor-
risponde Yidentitd U)y=Ir (I = I,,, matrice identica), si
vede immediatamente che 4 é una matrice scalare:

A=N=1\

con 0 & A€ K, bastando osservare che alle (n - 1)-ple (1, 0,
vy 0)y ooy (0, ..., 0, 1), (1, ..., 1) devono rispettivamente cor-
rispondere le (p,, 0, ..., 0), ..., (0,..., 0, py), (A, ..., X), (ps,
s.., Pu, A€EK). Si vede inoltre facilmente che ’elemento A, che
figura nella diagonale principale di questa matrice scalare &
permutabile con tutti gli elementi di K, cioé che A appartiere
al centro ([8], p. 42) di K. Infatti A gode della proprieti :
esiste un p € K tale che

(2) AE=E&x  per ogni E€K,

cid risultando dal fatto che, la y= AIz dando per ipotesi
Pidentita, deve esistere un p tale che A, =Ep(1=0, 1, ..., n)
in corrispondenza ad ogni (n -+ 1)-pla (&, &,, ..., &4); tenen-
do fisso ad es, &,, supposto &0, e facendo variare &,, ..., &
si ha appunto la (2) (con p—=§&,*\E,), donde, posto E=1,
risulta A = p, cioé 1’asserto.

Abbiamo cosi il

Lemma: Affinché le equazioni y— A2 rappresentino fa
identitd & necessario e sufficiente che A sia una matrice scala-
re A, con A non nullo ¢ appartenente al centro di K.
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Ricordando note proprietd dell'omomorfismo (1), risulta
che le matrici 4 e B hanno lo stesso corrispondente se e sol-
tante se AB—1€ 9. cio si ha il

TrorEMA : Affinché y — Az, y — Bx rappresentino la me-
desima trasformazione proiettiva di PN, (K) & necessario e
sufficiente che sia B=—124, con A non nullo e appartenente «al
centro di K. (Per il caso commutativo, efr. ad es. [9], Zusats
a p. 14).

3. -E’ noto (cfr. [8], fine p. 86) che in uno spazio lincare
([3], p- 183) Sp di PR (K)=~R, (p=1, ... n) esiste sempre
qualche sistema ammissibile di coordinate del quale si asse-
gnino comunque in S, i p41 punti fondamentali e il punto
unitd, soggetti, questi punti, alla sola condizione che p L1
qualsiasi di essi siano indipendenti.

Ebbene, dal lemma dimostrato al n. 2 discende immediata-
mente che fale sistema & unico se e soltanto se il corpo K ¢
commutativo. (Cfr., per un 8,, [8], p. 96).

Infatti se {A;} & un sistema ammissibile avente i daii
punti fondamentali ed unitd, il nuovo sistema ammissibile
{ i} dedotto da questo mediante la trasformazione proiet-
tiva di PNg (K) di equazioni

M = pA; (i=0, 1. .... p).

con p€EK - H (H denotando il centro del corpo K, supposto
dunque non commutativo), possiede evidentemente gli stessi
punti fondamentali ed unitd, ma & certamente distinto da
{ A;}. D’altra parte & ben noto che, se K & commutativo, due
sistemi ammissibili aventi la dichiarata proprietd necessaria-
mente coincidono.

Assegnate in Sy due (n -+ 2)-ple di punti P,, P,, ..., Py , Q
e Py, P,, .., Py, @, in ciascuna delle quali » 41 punti
qualsiasi siano indipendenti, & chiara Desistenza di una colli-
neazione (cfr. [3], p. 327), non singolare, in cui esse ordina-
tamente si corrispondono.

Una conseguenza, pure immediata, del teor. del n.° 2 @ che
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tale collineazione é unica se e soltanto se il corpo K & commu-
tativo. (Cfr., per un 8,, [3], th.s I a p. 275, 205).

Infatti, consideriamo in S, due sistemi ammissibili di
coordinate §{z}, & {y} aventi rispettivamente come punti
fondamentali ed unitd quelli delle due (n 4 2)-ple assegnate.
Se K non & commutativo, le due collineazioni di equazioni
y=1Iz, y=¢lr, con ¢ €K > H, mutano ordinatamente en-
trambe la prima (n 4 2)-pla nella seconda, ma sono certamen-
te distinte. Il viceversa & ben noto (cfr. ad es. [9], p. 14).

4. - K essendo sempre un corpo qualsiasi (anche non com-
mutativo), definiamo come spazio affine numerico destro di
dimensione n sopra K, e lo indichiamo con AX5 (K), Yinsieme
di tutti gli n-vettori destri sopra K ([3], p. 48).

Se b= (B, ... fw)— ed A= (a,) sono risp. una matrice
di tipo (n, 1) ed una matrice regolare di tipo (n, n) sopra K,
le equazioni ¥y’ = A2’+ b (&', y' matrici di tipo (n, 1)) determi-
nano una trasformazione affine T di ANy (K) (in 8@). Scriveremo
(cfr. n.° 2):

(3) Ty =Ax + 0.

La regolaritd della matrice 4 assicura la biunivocitd della
corrispondenza 7T, la cui inversa & appunto:

T—1) y'= A—'2'— A~

11 prodotto della T,) y'=Bz'+ c per la T si definira (cfr.
n.° 2) come il prodotto operatorio di 7 per 7, :

T.T) v = BAz' 4+ (Bb 4 ¢).

Dunque le trasformazioni affini di AN, (K) formano un
gruppo.

Si vede immediatamente (sfruttando le n-ple (0, ..., 0),
1, 0, .., 0), ..., (0, ..., 0, 1)) che affinche y — Az }+ ¥,
9y = Bz’ + ¢ rappresentino la medesima trasformazione affi-
ne & necessario e sufficiente che sia A =B, b=c.

Se S & un insieme avente la stessa potenza di AN (K),
& chiaro allora come, ponendo fra questi due insiemi una cor-
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rispondenza biunivoca, si possa definire, in perfetta analogia
con quanto richiamato al n.° 1 (cfr. [4], p. 85 e [11], p. 43),
uno spazio affine destro di dimensione n sopra K, che verra
indicato con Ay (K). Nascono cosi i concetti di punto (ele-
mento del sostegno 8S), di coordinate &', ..., &, , e di sistemi
ammissibili di coordinate (affini), le coordinate &;, %’y di uno
stesso punto in due sistemi ammissibili essendo legate da
equazioni del tipo (3).

Naturalmente, anche nel caso attuale, si possono fare con-
siderazioni del tutto analoghe a quelle del n.° 1.

5. - E’ ben noto come (cfr [4], p. 83 e [11], p. 44), fissato
in un S,= P 4(K) un qualsiasi iperpiano Il quale iperpiano
all'infinito, si possa definire uno spazio affine di sostegno
8, =—1II (il segno = avendo il significato della teoria degli
insiemi, Sy e II denotano qui naturalmente i sostegni di que-
sti due spazi). Il classico procedimento usato porta, se K &
commutativo, a determinare univocamente tale spazio affine.

Invece, come ora mostreremo, s¢ K non é commutativo, lo
stesso procedimento mon individua pit VA, (K) di sostegno
8, =~ II, in quanto esistono sempre almeno due spazi affini
distinti costruibili in tal modo. (Cfr. la fine del n.° 4.)

Premettiamo la seguehte osservazione di immediata veri-
fica: Affinch¢ un dato iperpiano II di S, abbia equazione
E, =0 in un sistema ammissibile di coordinate (proiettive)
& {z} & necessario e sufficiente che gli » punti fondamentali
Q', ..., Q™ del sistema § (escluso ciod quello di coordinate
1, 0, ..., 0) appartengano a II.

Indicheremo allora con §, ogni sistema ammissibile di
coordinate proiettive in S, i cui punti fondamentali %, ..., Q"
appartengono a II.

Posto

Aﬂ = Sﬂ - H1

siano &, &,, ..., & le coordinate di un qualsiasi punto P € 4,,
in un sistema ammissibile §zjz} di S, (dunque &, 0).
P individua evidentemente gli n elementi di K:

4) Ei=8&" ., Eu=8&",
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che diconsi (cfr. [8], p. 94) sue coordinate non omogenee (de-
stre). B’ chiaro che, viceversa, dati &',, ..., &', € K, questi in-
dividuano in A, un punto che li ammette come coordinate
non omogenee (precisamente quello avente in §, le coordi-
nate 1, §,, ..., &,). Le coordinte non omogenee (4) (la cui
n-pla si consideri come un n-vettore destro) possono dunque
assumersi (n.° 4) come coordinate affini del punto P in A4,
restando cosi definito un A *(K) di sostegno A4

Siccome nella definizione di questo Ay(K) si sfrutta il
sistema ammissibile §, di Sy, non si pud dire, senza ulterio-
re indagine, se tale definizione ne sia o meno indipendente.

Eseguiamo allora in questo Ay (K) una trasformazione
ammissibile di coordinate affini ¥ =b+4Ba' (n° 4). Posto
= 0
B= (; B) , (questa matrice, di tipo (n 41, n 4 1), & eviden-

temente regglare, quindi la trasformazione di coordinate pro-
iettive y— Ba & una trasformazione ammissibile in S, . Nel
nuovo sistema &' {y}, II ha ancora equazione nm, =0, cioé

& =8, esiha 4 =71 .., Nt =17n'w con (7.,
’ 4
s A =
Siano, viceversa, {'; = {{o7, ..., §'w = {ulo~* coordinate

non omogenee definite in A, , come fatto sopra per le E;,
a partire da un certo sistema ammissibile §;{2{ di Ss.
Il passaggio da §, ad &, si effettuera mediante equazioni
z=Auw, con A matrice regolare di tipo (n+1, n+1) tale
che (posto A = (@), @ == (¥4 ... Uyo)._1):

__{%0 O
= a)
dove A é una matrice regolare di tipo (nm, n). (Basta infatti
osservare che, mettendo al posto di # nella z = Ao le coordi-
‘nate nel sistema §™ dei punti fondamentali @, ..., @* di &,
8i deve sempre ottenere §, — 0). Distinguiamo allora due casi.
Se a,, appartiene al centro di K, dalla 2= A« si deduce
Z=a +A'% con A’ = Aay,, a =aa", (cfr. [4], p. 84).
Se invece «,, non appartiene al centro di K, e il passagggio
dal sistema di coordinate non omogene {z'} di A4 a quello {2’}

10 )

N
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potesse effettuarsi mediante ia 2’ = c 4 Cz’ (con € regolare
di tipe (n, n)), la u=Cz con (_Z'z( :g) definirebbe, a par-

tire da §,, un certo sistema ammissibile §, {u} tale che le
coordinate proiettive v dei punti di 4, (= 8, = II) son pure
coordinate 2 degli stessi. Mediante le formule di trasforma-
zione u=Dz fra § ed §,, alle (n+1)-ple (1, 0, ..., 0),
1,10, ..,0), .., (1, 0, ..,’0, 1) dovrebbero quindi corrispon-
dere risP' (10) 0’ L] 0): 0\1.' ln 09 ety 0): A O‘ﬂr 0; ey 01 )‘”)’
con A, .., Ay elementi non nulli di K. D’altra parte (cfr.

qui sopra) dovrebbe essere D =— (3“ 3) con D regolare di

tipo (n, m) (e, naturalmente, 3,, &=0). Ne seguirebbe che
D= 3.l con I matrice identica, ossia che D @& una matrice
sealare. Ma allora lo stesso ragionamento fatto nella dimeo-
strazione del lemma al n.° 2 porterebbe a concludere che 3,
appartiene al centro di K, e quindi si avrebbe $r{u}= Salz'.
Di qui verrebbe che z = Az ed u=Cz rappresentano la mede-
sima trasformazione proiettiva in PN, (K), quindi dovrebbe
essere (per il teor. del n.c 2) 4 =vC con v non nullo ¢ appar-
tenente al centro di K, cioé dovrebbe essere a,,—v elemento
del centro di K, contro Vipotesi. Possiamo dunque concludere
enunciando il seguente

Lemma: Condizione necessaria e sufficiente affinché due si-
stemi ammissibili di eoordinate proiettive $.{z}, S»iz} di
8, = P4(K), legati dalle formule di trasformazione z= Ax con
A = (o), dian luogo, mediante le (4), al medesimo A% (K)
di sostegno S, —1II & che a,, appartenga al centro di K.

Di qui segue immediatamente il

TrorEMA: Se il corpo K non é commutativo, si possono iro-
vare almeno due sistemi ammissibili di coordinate proiettive
Sx, Sr in 8= P4(K) che dian luogo, mediante la definizione
di coordinate affini espressa dalle (4), a due Ay, (K) di sostegno
i loro distinti.

Infatti, se @, ¢ un qualunque elementodi K = H (H centro
di K), per ogni §, in S,, un tale §, & quello definito, a par-
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tire da §, dalle equazioni 2— Az con 4 = (:"“ ,g) dove a ed

A sono risp. una matrice di tipo (n, 1) ed una matrice regolare
di tipo (n, n) qualsiasi sopra K.

In definitiva possiamo dire che lo spazio affine relativo ad
un dato iperpiano di S, = Py(K) ¢ unico se e soltanto se il
corpo K é commutativo.

§ 2
6. - Se K* & un sopracorpo proprio di K:
(5) K CK*,

possiamo dire che lo spazio numerico PNy (K*) & una esten-
sione di PNp(K) (cfr. [3], p. 178), e scriveremo:

(6) PNy(K) C PNy(K*).

Questa affermazione (e quindi la scrittura (6)) va pero
opportunamente interpretata, e precisamente nel senso che
PNy (K) & equivalente (nel senso della teoria degli insiemi) ad
un sottinsieme (proprio) di PNy(K*).

Si riconosce infatti subito lesistenza di questo sottinsie-
me. Posto abbreviatamente

(al‘) - (“o*, al" ees y aﬂ‘) (a"* EK’),
esso & costituito da tutti i punti di PN, (K*) (denotandosi qui

con punto — cfr. [3], pag. 176 — una classe [(oy*)] di
(n 4 1)-ple (a;*) proporzionali a destra sopra K*) del tipo

(7) [(aA")],

rappresentabili cioé mediante una (n 4 1)-pla (a) di ele
menti di K. (Che poi questo sottinsieme sia proprio, discende
dallipotesi (5), osservando ad es. che, se p*€K* * K, la
(s +1)-pla (1, p* .., w*) non & proporzionale a destra ad
alcuna (a;) con a4 € K.)

Poiche la classe [(agA")] & (sempre per Yip. (5)) effettiva-
mente pid ampia della [(a3A)], Vinsieme PNy (K*) non con-
tiene affatto Pinsieme PN (K). Identificando perd, come fa-
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remo nel seguito (cfr. [2], p. 260, a)), ciascun punto [(a)] di
PN, (E) con la sua immagine (7) nell’equivalenza suddetta,
Paffermazione all’inizio di questo n.° e la scrittura (6) acqui-
stano il significato usuale. .

E’ chiaro allora ([3], p. 179) come da un Py (K) di soste-
gno S (n°. 1) possa dedursi un Py(K*), di sostegno 8* DS,
in modo che la corrispondenza biunivoca fra S* e PNy (K*)
definente Py(K*) subordini fra 8§ e PN} (K) quella definente
P, K. Ogni Py(K*) ottenuto in tal modo si dird un amplia-
mento (o un’estensione) di Py (K) corrispondente all’estensio-
ne di K a K* (ed allo stesso modo si indichera l’operazione
di passaggio da Py(K) a Py(K*).

Questo ampliamento si traduce dunque in un ampliamento
(nel senso della teoria degli insiemi) sia del sostegno 8, sia del-
la classe [(%;)] delle coordinate spettanti a ciascun elemento
di 8 (punto di P4(K)), sia infine della classe @ dei sistemi di
coordinate ammissibili in Py(K) (ne° 1). . -

Si osservi che, se K* non ¢ commutative, non si pué esclu-
dere a priori, come risultera dal seguito (n.c 8), che fra i siste-
mi di coordinate subordinati in S dai sistemi ammissibili dello
spazio ampliato Py (K*) ve ne siano alcuni sopra K (cfr. n.° 8)

ma non ammissibili in Py (K), cioé¢ non appartenenti a @. ™~

Se invece K* & commutativo, la classe @ non subisce (com’?
noto) alcun ampliamento « sopra K ».

i

7. - Sia Py (K*) un ampliamento di uno spazio P, (K), cor
rispondente all’estensione di K ad un corpo K* qualsiasi.

Da un noto teorema sulle equazioni lineari, sopra un corpo
anche non commutativo ([10], p. 117), risulta immediatamen-
te (appena si riferisca Pn(K*) al sistema coordinato ammis-
sibile definente di cui al n.° preced.) che: _

Punti di Py (K) sono (linearmente) dipendenti in Py (K*)
se e soltanto se essi sono tali in P (K). (Quindi il rango di una
matrice sopra K coincide col rango della stessa, considerata
come matrice sopra K*.)

Osservato cid, consideriamo ora lo spazio numerico
PNy (K*). E’ chiaro (cfr. [3], p. 178) che ogni trasforma-
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zione proiettiva di questo spazio che sia rappresentabile con
equazioni coi coefficienti in K :

(8) y* = A",

con A matrice sopra K, muta ogni punto di PNy (K) in un
punto di PNy(K), ciod trasforma PNy (K) in sé stesso. (Anzi
& evidente che le (8) trasformano addirittura PN, (K) su s&
stesso.)
Ci chiediamo adesso, viceversa: Una trasformazione proiet-
tiva T* di PN (K*):
TI-) yi — A*z*

(cfr. n.o 2) che trasformi PN, (K) in s& stesso & rappresenta-
bile con equazioni del tipo (8), cioé (n.°c 2, teor.) esistono una
matrice A sopra K e un A\* appartenente al centro di K* tali
che A* —=A"A ? La risposta & (notoriamente) si se K* & com-
mutativo, (in generale) no se K* non & commutativo.

Consideriamo "infatti per un momento PNy (K*) come un
P, (K*), fissando in esso l’identitd come sistema coordinato
ammissibile (definente) 8&* (cfr. i ni 1, 6). Esso si presenta
allora come un ampliamento del Py (K) di sostegno PNy (K).
Per i ipotesi T* porta i punti A°(1, 0, ..., 0), ..., A*(0, ..., 0, 1),
V(1,1, ..,1) di Py(K) in certi punti B°(Bpo*), ... , B*B pn*),
W(y:u*) ancora di Pu(K) B°, ..., B®, 1i € K).

Ora si pud facilmente verificare che ogni sostituzione li-
neare omogenea (sinistra) y* — A*z*, con A* matrice regolare
di tipo (n+1, n+41) sopra un qualsiasi corpo K* muta
(n 4 1)-vettori destri sopra K* linearmente dipendenti (indi-
pendenti) sopra K* in (n 4 1)-vettori destri ancora dipendenti
(risp. indipendenti). (Cid & sostanzialmente dimostrato in [3],
ult. capov. di p. 180.)

Gli n 42 punti A° ..., A%, V essendo manifestamente ad
n+1 ad n + 1 indipendenti, ne viene che tali saran pure i
loro trasformati B°, .., B®*, W mediante 7", anche se conside-
rati (v. il 8° capov. di questo n.°) come punti di Py (K). Ma al-
lora (n.° 3) esiste in Py (K) un sistema coordinato ammissibile
® in cui B°, .., B% W hanno risp. coordinate (1, 0, ..., 0), ...,
0.0,..,1), (1,1, .., 1). Se allora y =A—'y (dove 4 & matri-

10 »
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ce regolare sopra K) sono le formule di trasformazione fra il
sistema (definente, identico) § ed §, ¢ chiaro che le equazioni

yl= Azi

determinano in PNy (K*) una trasformazione proietiiva 7T,*
che muta pure (come la 7*) i punti A° ..., A%, V risp. nei

punti B .., B*, W di PNy« (K). Ma allora le equazioni

y* = A7'A*r* mutano A° ..., A%, V in sé stessi, donde (cfr.

la dimostrazione del lemma al n.° 2) segue A—'A* —=I\*
(0 = 2* K*), quindi

9 A* = AN*,

Ora, se K* é commutativo, la (9) ci dice (n.° 2) che T* =T,*,
come affermato.

Se invece K* non & commutativo, pudé accadere che A* non
appartenga al centro di K*, onde non si pud concludere che
T* =T,*. Daremo ora un esempio di una trasformazione
proiettiva di PNy (K*) che trasforma PNy (K) in sé stesso,
ma non é rappresentabile con equazioni del tipo (8). Basta in-
fatti assumere come corpo K* quello Q@ dei quaternioni sopra
il corpo reale R ([3], p. 40). Q é notoriamente una estensione
non commutativa di R.

Premettiamo alcune osservazioni relative al caso generale.
Se p" € K* = K ed & permutabile con tutti gli elementi di K
ma non con tutti quelli di K*, la trasformazione proiettiva

(10) T,*) y* = p*Ix*

subordina evidentemnte in PNy (K) Videntitd. (Viceversa, se
T*) y* —A*z* subordinasse in PN, (K) lidentitd, si vedrebbe
facilmente, con dimostrazione pressoché identica a quella del
lemma del n.° 2, che A¥ = p*I con p* € K* e permutabile con
tutti gli elementi di K.) Se 7T,* fosse rappresentabile con equa-
zioni del tipo (8), cioé y* — Ax*, dovrebbe essere allora A —pl
con p appartenente al centro di K. La doppia rappresentazione
di T,*: y*=p*Iz*, y*=plx* implicherebbe allora (n.° 2,
teor.) p*I = A*pI con A + 0 e permutabile con ogni elemento
di K*, cioé

(11) p* = A\*p.
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Se ora supponiamo inoltre che K sia contenuto nel centro
di K*, questa eguaglianza verrebbe a dire che p* appartiene al
centro di K*, contro l’ipotesi. Ecco quindi che T,* (se esistes-
sero K, K* e p* soddisfacenti alle condizioni poste) fornirebbe
gid l'esempio cercato.

Un esempio meno particolare sarebbe fornito poi (ferme
restando le ipotesi e le notazioni del capov. preced.) da ogni
trasformazione proiettiva

(12) T,*) y* = ¢*Ba*,

ove B sia una qualsiasi matrice regolare (di tipo (n -+ 1.
n+ 1)) sopra K. Infatti T,*=T,*T,* (n° 2), con T7,%)
y* = Bz*, quindi intanto & chiaro che T,* muta PNy (K) in sé
stesso (anzi addirittura su sé stesso). Poiché evidentemente la
trasformazione proiettiva subordinata da 7,* in PNY(K) @
rappresentata dalle equazioni y — Bz, se T,* ammettesse una
rappresentazione y* — Cx* del tipo (8), dovrebbe essere (n.° 2,
teor.) B—o0o'C con s appartenente al centro di K. D’altra
parte (per lo stesso teor. del n.c 2) dovrebbe essere p*B — p*C
con p* appartenente al centro di K*, ossia p*e—'C = p*C, dou-
de (moltiplicando a destra per C): p* —p*s. Di qui Passur-
do (cfr. la (11)).

Ritornando al corpo K* — @ dei quaternioni sopra il corpo
K = R dei numeri reali, assumiamo allora p* =i ([3], p. 10).
Evidentemente »* € K* = K. E’ chiaro poi che ogni numero
reale ¢ permutabile con le matrici i, j, k, quindi con ogni ele-
mento « -+ 8i 4+ yj + 3k di Q. Dunque K & contenuto nel centro
di K* ed & ij F ji. Ecco provata lesistenza di K, K* e p* tali
da soddisfare alle condizioni poste nei due precedenti capo-
versi. Dunque le (10), 0 una qualsiasi delle (12), con K = R,
K* =@, p* =1, fornisce Vesempio suddetto.

Concludendo : Se una trasformazione proiettiva T*) y* = A*z"
di PN, (K*) trasforma PNy (K) in sé stesso (K C K*), essa @
rappresentabile, se K* ¢ commutativo, con equazioni y* —Ax*
dove .1 & matrice sopra K.

TroreMA: Se K* non é commutativo, questa proposizione ¢
invece falsa. Solo si puo affermare, se T*) y* = A*z* trasforma
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PNy (K) in sé stesso, Vesistenza di una matrice A sopra K e di
un elemento \* di K* (in generale non permutabile con tutti
gli elementi di K*) tali che sia A* = AA*. Se poi T* trasforma
PNu(K) su sé stesso, esistono inoltre B sopra K ¢ p* € K* tali
che A* = A\* = p*B.

L’ultima affermazione si giustifica facilmente. Se infatti
T*) y* = A*z* trasforma PN, (K) su sé stesso, cid significa che
anche Pinversa T*—') g* — A*—'y* trasforma PN, (K) in sé
stesso, quindi, per quanto sopra, esistono B—! e p*—' tali che
A* 1 =B u*', donde appunto A* —p*B.

Nel corso della dimostrazione abbiamo pure ottenuto il

LemMMa: Affinché T*) y* = A*z* subordini in PNy, (K) la
identitd e necessario e sufficiente che sia A* —v*I, con v* ele-
mento di K* non nullo e permutabile con tutti gli elementi
di K.

8. - Vediamo adesso di giustificare un’affermazione fatta al-
la fine del n.° 6 (penult. capov.).

La trasformazione proiettiva T*) y* — A*z* di PNy (K*®),
di cui al n.° precedente, sia ora quella che fa passare dal si-
stema coordinato ammissibile §* {z*} definente ’'ampliamento
P, (K*) di Py(K) (n.° 6) ad un qualsiasi sistema ammissibile

y* | delP’ampliamento stesso. Premettiamo il seguente

LemMMma: Se T,*) y* = C*2*, T,*) y* = D*2z* sono due tra-
sfomazioni proiettive di PN} (K*) che trasformano entrambe
P N,. (K) su stesso e che subordinano inoltre in esso la mede-
sima corrispondenza, deve essere D* — y*(C* — C*z* con v*, =*
elementi di K* permutabili con ogni elemento di K.

Basta infatti applicare il lemma del n.° precedente alle
due trasformazioni proiettive di equazioni y* = D*C*—'z*,
yi — O*D*p*.

Se la suddetta trasformazione 7T*) y* — A*»* trasforma
PN, (K) su s& stesso, nasce evidentemente, tramite 7%, una
corrispondenza biunivoca fra il sostegno S di Py (K) (n.° 8)
e lo spazio numerico PNy, (K), corrispondenza che stabilisce
quindi in S un sistema §|y} di coordinate proiettive sopra il
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corpo K (cfr. [11], p. 32), che diremo subordinato in S dal
sistema §* {y* }.

Se ora iyl appartiene alla classe C (n.° 6), deve esi-
stere una matrice (regolare) A sopra K tale che y — Az siano
le formule di trasformazione dal sistema Stz {, definente
Pn(K), ad §{y}, ossia tale che la trasformazione proiettiva
T,) y= Az dello spazio PN, (K) coincida con la corrispon-
denza subordinata in questo dalla T*. D’altra parte é chiaro
che 7, non & altro che la corrispondenza subordinata in PNy, (K)
dalla trasformazione proiettiva 7,*) y* = Az* di PN, (K*).
Applicando allora a 7,* e T* il lemma precedente, otteniamo il

TeoreMA : Condizione necessaria e sufficiente affinche, nel-
Pampliamento di Pg(K), la classe C dei sistemi di coordinate
ammissibili di questo spazio, non subisca alcun ampliamento
«sopra K» & che, per ogni trasformazione proiettiva T*)
y* = A*s* di PN, (K*) che trasformi PN.(K) su sé stesso,
esistano una matrice A sopra K, e in K* un =* permutabdile
con ogni elemento di K tali che A* — Ax*.

E’ allora chiaro come questo teorema lasci adito (efr. il
teor. del n.° preced.) alla supposizione, fatta al n.° 6 (penult.
capov.), di un possibile ampliamento « sopra K » della classe C.

Un esempio di ampliamento di C sopra K andrebbe perd
cercato nel caso di K non contenuto nel centro della propria
estensione K*, poiché evidentemente dai due teoremi di que-
sto n.° e del precedente segue il

CoroLLARIO : Se K ¢ contenuto nel centro di K*, la classe @
non subisce alcun ampliamento « sopra K ».

(id vale dunque in particolare per i corpi K=R e K* =0
considerati al n.° precedente.

9. - Py (K*) essendo sempre un ampliamento di un P (K)
(K C K*), accennerd ora brevemente ad altre due questioni
rimaste aperte.

Se il corpo K* & commutativo, valgono i due ben noti teo-
remi (il secondo dei quali & un’immediata conseguenza di una
proposizione enunciata al n.* 7 — prima del teor. —):
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I. Se i punti fondamentali ed unitd di un sistema coordi-
nato ammissibile §* di Py(K*) sono in PL(K), i punti di
P%(K) ammettono in §* coordinate in K, (ossia — n.° 6 — le
relative classi [(;*)] appartengono a PNy (K)).

II. Se, viceversa, in un sistema ammissibile §* i punti di
P,(K) ammettono coordinate in K, ogni punto di Py(K*)
che goda di questa proprieta & in Py, (K).

Non sembra che questi due teoremi possano estendersi al
caso non commutativo (qui sotto ne & fatta un’estensione in
ipotesi molto restrittive).

Infatti, quanto al teor. I, si osservi che, se K* non fosse
commutativo, esisterebbe ancora certamente (come, nella fat-
ta ipotesi, facilmente si dimostra) un sistema ammissibile
S¢ {2*} di I'y(K*) avente gli stessi punti fondamentali ed
unitd del dato S* {y*} e tale inoltre che in esso i punti di
Pn(K) ammettono coordinate §; in K, ma questi due sistemi
potrebbero ora benissimo essere distinti (n.° 3). Quindi la con-
clusione del caso commutativo non sarebbe piu lecita.

Quanto al teor. II, basta pensare che, se K* non fosse com-
mutatiyo, la proposizione del n." 7 sopra richiamata non sa-
rebbe ora piu applicabile e rimarrebbe quindi aperta la possi-
bilita (efr. il teor. del n.° 7) che la trasformazione proiettiva
y* = AA*z*, che dal sistema ammissibile $* {z*} definente
PL(K*) fa passare al dato §* { y*}, non trasformi pid (come
necessariamente accade nel caso commutativo) PNy (K) su sé
stesso.

Siamo peré in grado, in base al lemma del n.® 7 ed al
teor. dello stesso n.°, di enunciare il

CoroLLARIO: Se K é contenuto mel centro di K*, valgono
entrambi i teoremi I, I1.

10. - K* essendo sempre un sopracorpo proprio di K :
KCK*,

abbiamo gid osservato (n.° 2) che le matrici regolari di tipo
(n+1, n 4 1) sopra K* costituiscono, rispetto alla moltipli-
cazione, un gruppo DI*. Quelle fra queste matrici che sono
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sopra K (cioé che hanno tutti i loro elementi in K) costitui-
scono evidentemente un sottogruppo proprio MU di M+ :

M C M+
Consideriamo 1’omomorfismo,
13) N * — G+,

del gruppo 9 * sul gruppo G* delle trasformazioni proiettive
dello spazio numerico PN, (K*), dato (come si & visto al
n.° 2) dalla corrispondenza

(13) A* — T*) y* = A*2*.

11 trasformato del sottogruppo M di 9ON* nell’omomor-
fismo (13') & il sottogruppo G di G* costituito da tutte le
trasformazioni proiettive 7" di PNy (K*) che sono rappresen-
tabili con equzioni y* — Az* coi coefficienti in K. Si ha dunque:

(14) M — T CB*,
questo omomorfismo essendo realizzato dalla corrispondenza
(13") A—T)y*=Az*.

Che %' sia sottogruppo proprio di B* (v. (14)), risulta ad
es. dallosservare che la trasformazione proiettiva di equazioni
y* = A*r* con A* :((1) a(*)I) ed a* € K* * K, muta il punto
[(1,1,..,1)] di PNy(K) nel punto [(1, a*, ..., a*)] che appar-
tiene a PNy (K*) ma non a PNy (K) (n.° 6), mentre abbiamo
gia osservato (n.° 7) che ogni trasformazione di G’ trasforma
PN,(K) in sé stesso.

Considerato pure l'omomorfismo

M — T,
dato (n.c 2) dalla corrispondenza
A—T)y=Ae,

%G denotando adesso il gruppo delle trasformazioni proiettive
dello spazio numerico PNy (K), dimostriamo anzitutto il
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LeMMA: La corrispondenza
(15) T)y* = Az* — T)y= Az

& un omomorfismo di G su G :
G —G.

Basta evidentemenie dimostrare ’univocitd della (15), il
che si pud fare assai facilmente in base al teor. del n.” 2. Tn-
fatti, se y* — Bz* & ur’altra rappresentazione sopra K della
medesima T") y* = Az*, deve essere B —=A"A con A" appar-
tenente al centro di K*. Ma allora & chiaro (B,, = A*a,,) che
A* =X €K, quindi B=2AA con A appartenente al centro di
K, ossia y=— Bz rappresenta la medesima 7)y — Ax.

Denotati rispettivamente con

H, H*
i centri (n.” 2) dei corpi K, K*, abbiamo allora il

TeoreMA : L’omomorfismo (15) é un isomorfismo se e soltan-
to se il centro di K ¢ contenuto in quello di K*, (cioé se ogni
elemento di K che sia permutabile con tutti gli elementi di K
lo & pure con tutti quelli di K*).

Infatti, se H € H* la (15) & biunivoca, poiché da T",) y* =
=Aa*—T,T,)y* =A,x*—T, e T,=T, segue A, =2%rA,
con A € H (n.° 2) e quindi (poiché A € H*) 7", — T',. Viceversa,
se la (15) @ biunivoca si ha HC H*, perché se A fosse un ele-
mento di H non appartenente ad H*, posto T',) y* = 1,2* e
T,) y* = \A,2*, sarebbe 1, F T, ma T,=7T, (n.° 2), contro
Pipotesi.

Dunque, se H non & contenuto in H*, la corrispondenza
omomorfa (15) non & certamente un isomorfismo. Percio non
si pud piu concludere, come si fa nel caso commutativo, che il
gruppo G* @ un’estensione di T o, come anche si suol dire, che
T @ immergibile in G*, nel senso che G & isomorfo ad un certo
sottogruppo G’ di T*.

Di qui il problema di decidere, nel caso che H non sia con-
tenuto in H*, se o quando il gruppo G delle trasformazioni
proiettive di PNy (K) sia immergibile in quello G* di PNy (K*).

Osserveremo ancora che il problema, meno generale di que-
sto, di decidere soltanto (sempre nel caso che H non sia con-
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tenuto in H*) se pud essere G isomorfo a % (naturalmente
mediante una corrispondenza diversa dalla (15)), appare le-
gato, come ora mostremo, al cosidetto probleme di Horr, di
riconoscere cioé se un gruppo pud essere omomorfo a sé stesso
propriamente. .

A dir il vero il problema di Hopr si riferisce (cfr. ad es.
[5], p. 66) a gruppi con un numero finito di generatori, ma
esso si pud naturalmente porre (cfr. [1], p. 267) per un gruppo
qualsiasi. Gruppi non omomorfi propriamente a sé stessi fu-
ron detti dal Bagr ([1]) Q-gruppi. Dunque dal teorema sopra
dimostrato discende immediatamente il '

CoroLLARIO: Se il centro di K non & contenuto in quello
di K*, condizione necessaria affinché T sia isomorfo a T’
& che nessuno dei due gruppi %, G’ sia un Q-gruppo.

La questione di decidere se G (0 %') sia 0 meno un Q-gruppo,
appare perd, nel caso attuale, complicata dal fatto che, come
dal Baer stesso fu dimostrato ([1], p. 272), Yimmagine omo-

morfa di un Q-gruppo pué non essere un Q-gruppo.

Naturalmente tutto quanto si & detto in questa nota per
gli spazi desiri vale pure, con le opportune modifiche formali,
per gli spazi sinistri.
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