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SUL PROBLEMA DI DIRICHLET
PER LE EQUAZIONI A DERIVATE PARZIALI
LINEARI ELLITTICHE IN DUE VARIABILI

Nota (*) di BruNo PiN1 (a Cagliari)

Sia data lequazione
¢ 5 dt+iy
[u’] - iy a‘t'j(z: y) aga? - f(xv y)

o<<ij<<2m
con Xy ayht=0 a radici tutte complesse, e un dominio limi-
+i=2m
tato 9, che per semplicitd supponiamo semplicemente con-
nesso; la &9 sia una curva semplice C le cui equazioni para-
metriche riferite all’arco, una volta fissata lorigine, siano

s=wa() , y=y , 0=s=

s’intende che al crescere di s da 0 ad ! la C sia percorsa
positivamente e, ove occorra, che le x(s), y(s) siano prolun-
gate in modo da costituire due funzioni periodiche di pe-
riodo 1.

In tutto il seguito avremo occasione di considerare delle
funzioni f(s) dell’arco; s’intendera sempre che queste siano
periodiche di periodo I; la notazione f(s)€ O®)[C(%Y), con
0 < A <'1] significa che f & dotata di derivata k-sima con-
tinua [A-holderiana]; analogamente la notazione f(x, y)€
€CT[C*.2)] su D significa che f coincide su 9P con una
funzione dotata di derivate parziali k-sime continue [A-hélde-
riane] in tutto 9; se z(8), y(s) ECE®[C*N] si dird che D
& di classe [k] [[k, N\]].

(*) Pervenuta in Redazione il 18 settembre 1956.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Cagliari.
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Assegnate m funzioni f.(s), k=0, 1, .., m—1, il pro-
blema ordinario di Dirichlet consiste nella determinazione di
una funzione u(x, y) tale che

Sul =flz,y) in D—C

K
gv—:-‘=fk(s) su C k=0,1,.., m—1,
ove v indica la normale a & diretta per esempio verso l'in-
terno di 9.

Questo problema é stato trattato da Levi!) nelle seguenti
ipotesi: ay(x, y) €CCE+I+1) in D; le radici dell’equazione
.+Z.I,, ayht = 0, hanno molteplicitd costante; »#(8), y(8) € C(3m+1);
i+s=2m
fr(8) €CCM—K) £ =0,1,.., m—1: f(x,y) €C® in D e €CY)
in ®--C.

Recentemente Browder ha dedotto da un problema genera-
lizzato di Dirichlet alcuni risultati?) circa il problema ordi-
nario nell’ipotesi che esso abbia al pit una soluzione: la rego-
laritd imposta ai dati & un po’ piu forte di quella imposta da
Levi, la regolaritd imposta ai coefficenti & notevolmente piu
forte; perd non é richiesto che le caratteristiche abbiano mol-
teplicita costante.

Nella presente Nota ci interessiamo alla questione della
riduzione delle ipotesi sui dati, senza preoccuparci di ridurre
le ipotesi sui coefficienti e su C.

E da aspettarsi infatti, nel caso dell’unicitd della solu-
zione, che questa esista e sia di classe C(™1) in 9 se fi(s) &
di classe C(m—*—1) [ —0, 1, .., m —1.

Una ulteriore riduzione delle ipotesi. quella eioé consi-
stente nel supporre che f,(8) sia di classe C(™—*—%) con

1) K. E. Levi, I problemi dei valori al contorno per le equazioni U-
neari totalmente ellittiche alle derivate parziali, Memorie Soc. It. dei
XL, 16 (1909).

2) F. E. BROWDER, Assumption of boundary values and Green’s fun-
ction in the Dirichlet problem for the general linear elliptic equation,
Proc. of the Nat. Acad. Sci. U.S.A. 39 (1953) ; cfr. anche F. E. BROWDER,
Ntrongly elliptic system of differential cquations, Contributions to the
Theory of partial differential equations, Princeton-New Jersey (1954).



SUL PROBLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIONI, ECC. 179

fr(m—*—2)(s) assolutamente continua per ¥ =0, 1, ..., m —2,
e fm—, (8) sommabile, dovrebbe essere sufficiente ad assicurare
Vesistenza della soluzione (in ipotesi di unicitd per la solu-
zione del problema ordinario) del seguente problema genera-
lizzato, diverso da quello considerato da Browder: detta C,
la curva

e=wa(8)—ty(s) , y=y@)+tr(s) , 0s<s<],

per ¢ in un intorno positivo dello zero, la condizione al con-
torno é

i
. m—1 aku
% (|3, - wola=o

Nel presente lavoro proveremo queste due presunzioni, re-

lative ai problemi ordinario e generalizzato, nel caso pid sem-

plice, quello cio¢ che sia m = 2 e che Pequazione Z; a,;A\' =0
=4
abbia due radici doppie. In un successivo lavoro tratteremo

il caso generale.

Se perd facciamo sui dati delle ipotesi un pd piu restrit-
tive, precisamente se supponiamo che f.(8) sia di classe
O(m—k—1,1) angiché di classe C(™—*1) allora non & difficile
provare che esiste la soluzione del problema ordinario di Di-
richlet (sempre in ipotesi di unicitd) per l’equazione generale
d’ordine 2m. Questa affermazione verra provata nella seconda
parte del presente lavoro.

1. - PROBLEMA DI DIRICHLET PER LE EQUAZIOXNI
DEL QUARTO ORDINE A CARATTERISTICHE DOPPIE

1. Maggiorazioni puntuali e globali della soluzione e
delle sue derivate prime.

11 problema
AdMy=0 in 9—-C

@ u = fos) , %:fl(s) su @

nell'ipotesi che D sia di classe [2]. f, € CY), f, €C©), puo
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essere ricondotto al problema

Alu=0 in 9—C
1) g ou

— ou _ )
33,, (s , ﬁ—gz(s) su €

con g,, 9, €0 (s, indica Parco di C,). Seguendo Pleijel ?)
la soluzione di (1'), determinata a meno di una costante addi-
tiva, pud esser posta nella forma

® e =1 [( arctg L 4 T s+ T o)
) .

Xz + Yz
ove
3) = [z — 2()]2'(s) + [y — y()]y(s)
— [z — 2(s)ly'(s) + [y — y(s)lx(s).
Posto
= [2(0) — ty'(0) — 2(s))z'(0) + [y(0) + ¢z'(0) — y(S)]y'(g) =

(3') = X(O', t; 8)

Y = —[a(0) — ty/(0) — #(s)]y (0) + [y(0) + t'(6) — y(s)]e'(0) =

= ¥(9, t; 3),

dalla (2) si deduce

w2 ¥YY XYy
9?, ==z / m my(s) — Xz ¥ mz(s)l
e
4) . _ _
w2 Xy: XXy .,
a—t=&-£[ T ™0+ e (s)] s

In tutto il seguito indicheremo con la lettera H, eventual-
mente con soprasegno e con indici, una costante positiva, che

3) R PLEIJEL, On Green’s functions for elastic plates with clamped,
supported and free edges, Proc. of the Symposium on spectral theory
and differential problems, Mat. Dep. Oklahoma Agric. and. Mech. Col-
lege Stillwater, Oklahoma (1951).
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per il nostro scopo non occorre precisare, la quale pud avere
valore diverso nell’una o nell’altra delle formole in cui figura.
Dalle (4) & facile dedurre la maggiorazione

o

ou
Os,

+ \git‘ )e,ds <H [l(lgllv'i‘ |g2|)ds *)

al variare di ¢ in un intorno positivo dello zero, sia 0 <t <'%,.
B anche facile dedurre una formola di maggiorazione pun-
tuale del tipo

& |

au 7 ’
+ ’— < H (max | fo'(s) | + max | fy(s)|) °)
oy o<ts<il o<<s<l
Infatti, assunti s —o e ¢ come infinitesimi, se X (o, ¢; s) e
Y (o, t; 8) indicano le (3) quando al posto di # e y si pone
x(c) —ty'(s) e y(o) 4 t2'(c), si ha
X(o, t;8) =0(c—s)=X(o, t; 8)
Y(o, t; 8) =0(t) = 17(0, t; 8)

e quindi, tenendo presente che

o+9d
tds <
(s—of4t =7
5

o—

dalle (4) si deduce

|§—z 3| < g, % max | ms)|.

3y 1 o<s<l

b

D’altra parte per ¢t — 0 4 dalle (4) si deduce ®)

]
56 =2 [ K, smis)as + mio

4) B. PiNi1, Una generalizzazione del problema biarmonico fonda-
mentale, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, XXV (1956).

5) Cfr. anche C. MIRANDA, Formole di maggiorazione ¢ teorema di
esistenza per le funzioni biarmoniche in due variabili, Giorn. Mat. Bat-
taglini, 78 (1948-49).

8) Cfr. 1. c. in 4).

13 x
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ove g=(9g,, ¢.), m=(m,, m,) e K & una matrice nucleare
continua. Ne segue che

2
[m, |, !m2|<H224 max | g, |
4 o<ts<l

da cui la (5').

A rigore il ragionamento fatto assicura la (5') solo se il
punto (2, y) varia in una corona, di altezza convenientemente
piccola, attorno a & e appartenente a 9. Perd la validita
della (5') si estende a tutto 9 se si osserva che, detto 9,
il dominio appartenente a 9 e limitato da C,, detta G,(z, y;
& =) la funzione di Green relativa al problema biarmonico
fondamentale, si ha per la formola di Green

Uz, y) = }

oty
z.‘;: %,(%, ¥; & M) W ds

o=<i+j<lI

ove le @, (2, y; & m) sono certe funzioni continue e dotate
di derivate rispeto a # e y continue al variare di (z, ) in 9,
edi (§ q) su C.

Consideriamo ora l’equazione

ot Hu

6 T a; T
(6) Sy 0@ ) g = 1@, )
e facciamo sui coefficienti sul termine noto e sulla @ le ipo-

tesi di Levi. Supponiamo che l’equazione 2 ayht =0 abbia
i+i=4

caratteristiche doppie. Possiamo riferirci, anziché alla (6), al-
’equazione normalizzata

Q)= Mu+ = ¢ u
(7) [u] = AAu +osi J:;;Ssai,(xy Y) T f(z, v);

e supponiamo che il problema di Dirichlet relativo ad essa
abbia una sola soluzione nell’ipotesi che anche i dati abbiano
la regolaritd richiesta da Levi, cioé che, posto

(®) w=fld) , G =h),

sia f, €00, f, €0®.
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Sussistendo un teorema di alternativa”), dall’ipotesi che
il problema di Dirichlet ammette una sola soluzione segue
I’unicita della soluzione del problema di Dirichlet per l’equa-
zione aggiunta della (7); in particolare segue l’esistenza della
funzione di Green ®).
E intanto immediato dedurre V’unicitd della eventuale so-
luzione del problema generalizzato.
Sia G(z, y; E. m; t) la funzione di Green relativa al domi-
nio 9D, e alla (7). Per la formola di Green si ha
(9) u{x ‘——/ 2, ay(r,y; t)wds
&Y= o;\.i»}i.:'£1 A AR 35'37lj ‘
t
dove le a; sono certe funzioni lineari nelle derivate seconde
e terze di G. Tenendo fisso il punto (&, y) interno a 9
e facendo tendere t a 0 -4, poiché le @, e le loro derivate
rispettano a « e y si mantengono limitate, dall’ipotesi che sia

ds=20

i
|
lim ik 18& e
t

t—eot o ) |OtF
°

segue dalla (9) che u(z, y)=0.

Questo ragionamento si estende ovviamente al caso gene-
rale onde & lecito affermare che:

Se in certe ipotesi di regolarity sui dati il problema di
Dirichlet ha una sola soluzione, allora il problema generaliz-
zato ha al pit una soluzione; quindi anche il problema ordi-
nario nelle minime ipotesi di regolarita sui dati ha al pid
una soluzione.

Sia ora ¢ la soluzione del problema

- AAv=0 in 9—C
@) \ dv
\’ v = "$), ¥ fi(s) su C.

e f,€CM™, f, €0, la v riesce almeno di classe C® in

D (ovviamente di classe 0 in 9 - @). Sia infatti v una

7) Cfr. L c. in 1),
>y Cfr. anche 1. c¢. in 2).
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funzione di classe C®) in D e 0@ in D —C tale che

- dv .
v=f,, &_v_fl su C ‘)-
Posto v=v+4 v* si ha

AAy* = —AAv in D—C

*
v*:%:O su @

e quindi

o*(z,9) = — |[ @iz, v; & DALY, dEdn.
S

Per Pipotesi fatta su v, tenendo presente che ogni derivata
terza di G, ¢ in modulo maggiorabile con una espressione del
tipo H[(z—8)>+ (y —m)?]—%, si ha che v, al pari di v*,
¢ almeno di classe C® in 9. Cid posto, essendo u la solu-
zione del problema (7) — (8), poniamo

(10) u="v -+ w.
Di qui segue
ful=f— 3y ay oy in D—C
(11) 0<<i+j<s T oY
w=gv2=0 su @;

il secondo membro dell’equazione & di classe C® in 9 e di
clagse C() in @ — C. Percid la funzione w & fornita da

al+.’v
(12) wie, 9) = [[ 6o, v: & W1 D —_By_ 0, m g |dean
5

H_

9) Una funzione siffatta si pud sempre costruire; cfr. per esempio
C. Miranpa, Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico, Springer,
Berlin (1955), pp. 36-39.
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Di qui & facile maggiorare i moduli di w, dw/z, ow/dy
mediante |f,|, |fo |, |fi], |f], puntualmente o globalmente.
Intanto si ha

13) f l(

(13)

1
3 N
1fi)cef’s<f’f(|fo}+Ifo'l+|f1!)ds

av

S| < H(max|fo| +masx| fJ| + max|fy )

Poniamo ora

: -y
9 w=[[oazem  w,= (] o g dEn.
) 9

Poiché la G e le sue derivate prime sono limitate, si ha
immediatamente

s) [(l wo |+ }a‘”“l)@‘d«m (J171ean
9
(15" Iwol—l—la;?i 8;;)/°E<E—Iomax5)|f|.

Scriviamo ora

w=(ff + [ )G"" seiany %

D—Dy,

Dalla espressione di v fornita dalla formola di Green rela-
tiva a 9, al variare di (§, n) in 9, si ha

| 3

lv],

<H /l(|,,|@+ | v'(x(s), y(s) | + lat

d’altra parte

J oG = oo
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ove ds. = {1— [2'(8)y”(s) — z”(s)y’'(s)]=}ds, onde per quanto
é stato premesso sulle funzioni biarmoniche, per i+ =20, 1
si ha :

l
(16) /(w,,|+|a“’" )@ds<
l, | , ov
<H,~,-f(-v,@—]—|v(x(s),y -'e)ds
16" s+ 52+ 1] <

<H, (max |ofa(s), y6)| + max | > o(a(s), uis) | +
o<s<l o<s<i! 0T |

+ max| 9 v(x(s), yY(s)) |)
o§a<l| a
Indichiamo ora econ D(¥) una derivazione k-pla rispetto alle
variabili & ed w. Tenendo presente che @, oG/ e 3G/
si annullano su @, si ha

(17 []GaD‘z’vdE_dv) = UD“’(Ga)D“’vd&dn
o} )

ove indichiamo con @¢ uno qualsiasi dei coefficienti a; con
i1+j=2:

(18, HNGaD"’vdEd'q = f [ D*(Ga)D"MvdEd
) s

ove ¢ indica uno dei coefficienti a; con i 4 j=—3.

Ora la funzione G ha le derivate seconde in modulo mag-
giorabili con una quantita del tipo H log23/p essendo & il dia-
metro di ® e p=[(r—E&)*+ (y—m)?] e ha le derivate
terze in modulo maggiorabili con una quantita del tipo H/p.

Dalle (17) e (18), tenendo presente quanto si & detto sulle
funzioni biarmoniche, si ha percid subito che le (16) e (16')
sono valide anche per i + j=2, 3.
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Concludendo :

Nelle ipotesi di Levi sui coefficienti e termine noto di (7),
sui dati al contorno e su &, se il problema di Dirichlet ha
una sola soluzione, per questa valgono le maggiorazioni

1
a9) /(u+|3t ds<HH fo|+fo|+|f1|>ds+{[|f|dxdy

(19) wlt iy F gyl <

< H(max[fo + maxlf., | + ma\|f1| + maxg, f|).

08l

2. Problema ordinario di Dirichlet.

Proviamo che:

Nelle ipotesi di Levi sui coefficienti e termine moto di (7)
e su @, il problema di Dirichlet ha una soluzione (supposta
unica) di classe C) in D nellipotesi che sia f, € O, f, € C(),

E intanto lecito limitarsi all’equazione omogenea poiché

D

& una soluzione di (7) almeno di classe 0(® in D nulla in-
sieme alla sua derivata normale su C.

Supponiamo per comoditd che sia f,(0) = 0; questa ipotesi
non costituisce alcuna restrizione: basta trasformare il pro-
blema (7) — (8) in quello che si ottiene ponendo u=—v—1,
ove u, & il valore assegnato ad u nel punto (x(0), y(0)).

Sia {fon(s)} uma snecessione di funzioni di classe ()
nulle per s=0. ed {f,,(8)} una successione di funzioni di
classe O tali che

(20) lim (mal\lf«m'—fo[+maxlfm—f1l)—0

n— 20 0_ 8-
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Sia u, la soluzione del problema

un) =0 in P—C
Un = fon %"=fm su C

e sia v, la funzione biarmonica in 9 — C tale che v, = fo,,
dv,/dv=f,, su C.
Allora, posto u,=v, + w,, si ha

(1) tou@, v) = — f[ 6,y & 1) _Sy_oull, ) ggraes didn =

- [ ([ 6oy 2 a:;' “ dEdn + = [ [ D@D vndedn —

0<'+JSI

> UD"’(Ga)D“’v,,dEdn

ove le due ultime somme sono cid che diventano rispettivamente
con una e con due integrazioni per parti i termini

av,‘

oy 4N

—[ Gz 0
9

per i+ j=2e i+ j=3. Ora {v,} converge uniformemente in
9D a una funzione v € C™) in D, la quale in P — C & biarmo-
nica e soddisfa le condizioni v=7,, dv/dv=7F, su C.

Dalla (21) in base alla (20) e alla formola di maggiora-
zione (19') si deduce che {w,} converge uniformemente a una
funzione w € 0 in 9 data da

wiz, y) = — f Gay 3&‘8 > dEdn + = f f D™(Ga)DPvdEdn —

0<C+JSI

-3 f D™(Ga)D®vdEdy .
%
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D’altra parte per la formola di Green

(22)  wnle, )= [ [al5, 3 & Dfonts) + B y5 & Mfonls) +
. e
+ vz, ¥; g, ‘Y))fln(S)]dS

si ha che in ogni insieme chiuso appartenente a 9 — C 1la
{ u, } converge a

~

ua, y) = [ (afo + B’ + 1f)ds
é

soluzione di £[#] = 0. Inoltre w & nulla insieme alla sua deri-
vata normale su &, al pari di ogni w,. Resta cosi provato
Tasserto.

Dal ragionamento ora fatto segue anche che:

La formola di maggiorazione (19') sussiste per la soluzione
del problema di Dirichlet relativo ai valori al contorno fo(8)
ed f,(s) nella sola ipotesi che sia f, € C(V), f, € C(9).

3. Problema generalizzato di Dirichlet.

Proviamo che:

Nelle ipotesi di Levi sui coefficienti e termine noto di (7)
e su @, se il problema ordinario ha una sola soluzione allora
anche il problema generalizzato corrispondente alla condizione
al contorno

1
; N | _
(23) t£T+s/(l (’u)@; — fols) | + l(a_t)@,_ fa(s) ' )ds =0,

ove f, & assolutamente continua e nulle per s=0 ed f, &
sommabile, ha una sola soluzione.

Siano {f,,(8)} ed {fi»(8)} due successioni di funzioni rispet-
tivamente di classe C(®) e C®), con fy,(0) =0, tali che
1

@4)  lim [ (|fim) — ()] + | fune) — ls) s = 0.
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Se u, & la soluzione del problema
Sfu) =0 in D—C

= fo AR s @

per le (22) e (24) si ha che {u,} converge uniformemente a una
soluzione » di £[#] =0 in ogni insieme chinso contenuto in
D — Q. La u verifica la condizione (23). Infatti si ha

]

e [(1we—rl+](5) o= flas=<

< [ l”_“nl@g'l‘ Ia(u at uu){@‘)ds-{'

+ l(| (e, — fonl + [ ()= in | Js +

1l
+f(|f...—f..l ¥ fon— i ds.

I1 terzo integrale a secondo membro tende a zero per
n — oO; per ogni fissato n il secondo integrale tende a zero
per t — 0 4; per la formula di maggiorazione (19) si ha

| 1
Ysee — Uy % ,
[(Ium—u-|e. X it )%@ s<H [('fom—fon;‘i"flm—fml)ds
e ‘e

onde, passando al limite per i — o9, si ha che il primo inte-
grale a secondo membro di (25) tende a zero per n — oo uni-
formemente rispetto a t. Di qui Passerto (°).

10) 1] ragionamento fatto & del tutto analogo a quello corrispondente
svoito nel lavoro citato in ¢). Vogliamo perd esplicitamente rilevare che
in tale lavoro i ragionamenti sono alquanto pii complessi perché la
dimostrazione dell’esistenza della soluzione del problema generalizzato
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Si ha inoltre che:

La formola di maggiorazione (19) sussiste anche se f,(s)
ed f,(8), anziché soddisfare le ipotesi di Levi, sono rispetti-
vamente assolutamente continua e sommabile.

II. - PROBLEMA ORDINARIO DI DIRICHLET
PER LEQUAZIONE D’ORDINE 2m.

I ragionamenti fatti al n. 2 si lasciano estendere al caso ge-
nerale sempreché le maggiorazioni indicate nel n. 1 si siano
preventivamente estese alla soluzione del problema di Dirichlet
relativo all’equazione che si ottiene dalla data prendendo solo
i termini contenenti le derivate d’ordine pil elevato e consi-
derando i coefficienti come costanti. Di tali maggiorazioni
ei occuperemo in altro luogo.

E invece facile stabilire Pesistenza della soluzione del pro-
blema di Dirichlet se i dati si suppongono un po’ pitt regolari
di quanto non sia stato supposto nel n. 2.

Consideriamo ’equazione

o
(26) $lu] = e ‘f}:smaa(% Y) S flz, y).

Come si é detto nell’introduzione, Browder ha considerato
un problema generalizzato di Dirichlet e ne ha dedotto alcuni
risultati per il problema ordinario. Sia 9 un dominio limi-
tato, fEC™) in D — FD, FEL® su D, ay€0CEm+i+i+4) jn
un dominio 9, DD.

Assegnata una funzione g €C(™ su P — FD dotata di
derivate d’ordine m di classe L() su 9, il problema di Diri-
chlet considerato da Browder consiste nel determinare una

¢ fatta in modo che, una volta stabilite comunque le opportune maggio-
razioni globali della soluzione e della sua derivata normale, si pud pre-
scindere, con qualche ritocco, dalla conoscenza dalla soluzione del pro-
blema ordinario. Qui invece ci si serve costantemente della soluzione
del problema ordinario e quindi non v'¢ bisogno di stabilire un teorema
di completezza analogo di quello contenuto nella Nota citata in +) e si
pud semplificare il teorema di convergenza.
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funzione » tale che sia ¥ €CC™ in D — FD, Llu]=7F in
D — §9D, mentre u—g¢g si annulli con tutte le sue derivate
d’ordine <m su FD in senso variazionale. Se per g=0 il
problema ha la sola soluzione nulla, allora v’& una ben deter-
minata soluzione per ogni funzione g avente la regolaritd spe-
cificata. Se poi la §9 & localinente connessa e priva di punti
isolati ed f & limitata in 9 (di classe C) in D — F9D)
e geCCEm+) gu 9, allora la soluzione u del problema genera-
lizzato (supposta unica) & tale che u—g e le sue derivate
d’ordine < m tendono a zero, quando il punto argomento tende
alla 9, in senso ordinario.

Questo risultato & conseguito indipendentemente dall’ipo-
tesi che le radici dell’equazione IX;; ayA! =0 abbiano molte-
nlicitd costante. Hhi=am

Noi ci riferiamo all’equazione omogenea, il che non & restrit-
tivo; faremo sui coefficienti a;; le ipotesi di Browder e sup-
porremo che 9 sia un dominio come quello considerato nella
prima parte della presente Nota, ma di classe [2m 4 2] anzi-
cheé [2m 4 1]. Ammetteremo che il problema di Dirichlet abbia
una sola soluzione quando i dati hanno la regolaritd richiesta
da Browder e mostreremo che cid avviene anche nella sola
ipotesi che sia g € C(m—1,7),

4. Maggiorazioni della soluzione e delle sue derivate
d’ordine < m.

Assegnato un dominio 7, che per semplicitd supponiamo
semplicemente connesso, consideriamo la funzione

[ v(s)ds

@7) Lizy; o= | J5%

51‘

ove i & un numero >0, ¢, = Vr P(w/2)[T ((n+1)/2)], ¢
indica la distanza del punto (2, y) dal punto corrente su &7,
e d la distanza di (@, y) da FT.

Se T & di classe [1 4 R][[1+ R, A]], se v € CW[C™DV]
ed & p>h=0[u—A>h=0] allora la funzione eguale a
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I, inT—&T eawvsu FT & diclasse CW[C* D] in un in-
torno di T ).

Siano z==(8), y=9(8), 0 <8 <1, le equazioni para-
metriche di FT riferite all’arco con origine fissata una volta
tanto. Riferiamoci all’insieme

s=12(0) — (o), y=yo)+iz(0), 0<ao<l, 0<t<i,

con i, abbastanza piccolo, che indicheremo con 7 —1T,.
La (27) si scrive
1

tP v(s)ds

(28) P,(G, t; v)—= [W

ove
e, t; s) = [z(6) — ty'(6) — z(5)]* + [y(o) + tz'(6) — y(s)].
Posto © = ¢ — 3, esistono due costanti positive m ed M
tali che
(29) m+1)<p¥(s, t; s)<M(0*+1t%) , 0<s, o<, 0<t<t,.
Fissato poi un & > 0, intendendo che z(s) e y(s) siano
prolungate per periodicita, si ha
ez [
(30) [ ds o [ do - 1
e, t st phr T et
J et 9] Lt
Segue subito dalla (28) che se v € 0(®) &
(31) |I,| < H max |v]|.
co<ss<l

Supponiamo ora v€C®N), p—A>0, T di classe [2];
si ha

(o, t; v) _ 1 : v(s) — v(o)

(32) # e, / (oo, #; o)t

ds —

ol (o, t; 1)

1
_pt1# [ os)—v0) *
2 /[p(c t; s)eteat ds + %9)

u) Cfr. L e in 9).

14
13
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U
Mo, 5 0)__pklte [us)—of0) ¥,
@) == o flan s e 3 O

a1 (a t1)

Intanto I, (s, ¢; 1) & di classe O in T'—T,. Sia
| —ua)| <[vh]s—sf  ©<A<D)

ove |v[; & il coefficiente di Holder della v( 8). Da cid, e tenendo
presente che

1
2

op?

p* ‘

DN b=t

1

si ha subito che il primo e secondo termine a secondo membro
di (32) e il primo termine a secondo membro di (33) si pos-
sono in modulo maggiorare con

3 +ao
N 2H |v; z*dz
o 3 Pra— b

- (0 4% ¢ (1422

Hlvll

ove l'ultimo integrale & convergente perché u > A. Pertanto in
T—T,siha

1| |a
34 l— —

o)) H, max |v]|.
tl___l '7. + 2 ogusll ,

In generale sia T di classe [1 + k], v €C0®), v(0) =" (0) =
= =01 (0)=0, p>h=0. Si ha

) . i
(35) La{%f——w = %:k (,i) np — 1) ...
_1 (s ) ” a‘-{-j—k 1
-k DT [ [v( )~ 5 Co e L s+

h—ll a-i—

+5 ek, (;),(— Ot ey 1 5 89,

h—1
I.(c, t; 89) & di classe O(®) in T —1T,; v(s) — E v(rYc) -
—o)r/r!=vM®(3)(8 —c)*/h! essendo s un opportuno nu-
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mero compreso tra s e o, e

Ik 1 1
303tk \grt1) < peritiri—k

quindi, tenendo presente la (30) e osservando che |v(™ | <
=< max [v(®) | per r <h, si ha

o<s<l
I (o, t; v L
(36) I—a"%ﬁ——)i<H2?é‘ v®(s)| per ¢+ j<h

Sia infine 7 di classe [2+h] e v€EC *) con v(0)=
=9 (0)=..=vr =0 e p—A >h=0. Scriviamo la (35)
ponendo h al posto di h—1. E

) 6 —

(s a)h -
v(8) — 2, V(o) = ————- [v"'>(8) — v*)(a)]

essendo s un opportuno valore compreso tra s e g¢; quindi

b—!
}v()_z'(s O') v(r)() < h. !v(h)’)

D’altra parte I,(s, t; s9) & attualmente di classe C(*+));
quindi per i 4+ j=h + 1 si ha

| 31 (s, t; v)
S e

<H, | o™ |, + H, max | o™ |.

t*—l

Riassumendo :

Se T & di classe [1+h], v€ECH), p(0)=10'(0)=..=
=vh1) =0, o >h=0, e I* ¢ la funzione (28), allora in
T— T, vale la (36); se T ¢ di classe [2-4+Rh], vEC™ DY),
(0)=v(0)=..=0®)(0)=0, p—A>h=0, allora in
T —T, valgono la (36) e la (37).

Ricordiamo ora che se T & di classe [1+4 R][[1+ A, A]],
se u,(8) ECW{C*-V] ed & p>h=0 [p—A>h=0], la
funzione

(38) wz, y) = = O L@ yi wp)

p! T y; 1)
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& tale che: €0 jin T—§FT, u€ C@+tR[CP+h, V] in T;
u=du/dv= . =dPu/dv? =0, dPu/dv? =u, su FT ).

Da cio e dal precedente risultato si ha che:

Se T ¢ di classe [2+ p+ h], u, € CPD), 4, (0) = up(0) =
=w=ul"0)=0, u—A>h+1 (h=>0), 8i ha in T

4
(39) laa.ay,i<Hmaxl u| , i+i<p+h

| 3%+

H 1 . .
(40) la oy H[t?_ﬂup)b'l-maxl (h)[],z+3:p+h+1.

B evidente che basta stabilire queste maggiorazioni per’
(@, y) variabile nella corona T — T, poiché & banale che esse
sussistono in 7,. Ora in T — 1T, si pud scrivere

(— 1P
p!

I o, t; Du= tP1,(0, t; up);

poiché p+p>p+h+11la I, (0, ¢; 1) & di classe C(P+h+2)
in T—7T,; allora, per il risultato precedente, ammessa la (39)
per i+ j <p-4 h essa segue anche per ¢4 j—=1p + h.

La (40) segue poi con ragionamenti analoghi a quelli fatti
prima.

Infine sia T di classe [m, A] e siano assegnate m funzioni
fx(8), k=0, 1, ..., m —1, f,€C(m—k 1) Egiste allora una
funzione u(®, y) di classe ¢ in T — &FT, di classe C(m—1. 1)
in 7, tale che d*u/dvc =f, su §T, k=0, 1, m —1. Tale

funzione é data da
m—1

(41) ' u= 3, U,
[ ]

ove U, é la funzione analoga alla (38) tale che

_ dU,'_ _ d“IU.' . diUi_
T= = = =0, G =

dUh 13
" )

12) Cfr. L ¢ in 9).
18) Cfr. 1. c. in 9).
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In base a ci0 e ai precedenti risultati possiamno affer-
mare che:

Dato un dominio D di classe [2m + 2] ed m funzioni f(s),
k=01, .., m—1, tali che f,€CM*-12 ¢ f, (0)=f;(0) =
= .. f"*D0) =0 per 0 <k < m—2, esiste una funzione u*
tale che u* € 0 in P — D, u* € 0m—1.1) in D, d*u*/dvk = f,
su §D, k=0, 1, .., m—1, e per la quale sussistono in D
le maggiorazioni

a‘+ju§ m—1 m—k— . .
(42) }W <H§k£f§l]f§c kl)l y t+i<m—1
AtHIy* l _m—1[ 1 ke P L
43 | p! (m 1) m—k—1) = m.
( )|3$‘3y-’|<H .k[t1_1|fk ll+:2?;'f(k I, i+i=m

L’ipotesi su 9 & palesemente restrittiva ma permette di af-
fermare che se f, € (®m+1—k) gllora u* € C(*m+1) in 9.

Torniamo ora all’equazione (26); facciamo sui coefficienti e
termine noto le ipotesi di regolarita richieste da Browder e
ammettiamo che il problema di Dirichlet abbia una sola solu-
zione se anche i dati hanno la regolarita indicata da Browder.
Poiche in tali ipotesi esiste la funzione di Green, possiamo rife-
rirci all’equazione omogenea poiché disponiamo della solu-
zione

[ [ &z, y; & Nf(E, n)dEdn
)

nulla al contorno insieme alle sue derivate d’ordine < ne.

Supposto D di classe [2m 4 2] e assegnate le funzioni
fx(8), k=0, 1, ..., m—1, se f, € C®m+1—k) gllora la funzione
u* riesce di classe C®™+1) in 9D e quindi ha la regolarita della
funzione ¢ di Browder. Poniamo

(44) v=u*+w
onde
wie, y) = — ([ 6, y; & WEu*E, midedn.
)

1 4%
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Poniamo

+Jq»
wie, y) = g 6z, ¥ & Wl ) gy

Per la (42) si ha subito

G—+Dgyy .. "1
(45) !}a w;’-z'<H S max fi* Y per atb<m, i+j<m.
1ozt oy® | o o_s<l

Indicando, come si & fatto pia indietro, con D) una
derivazione k-pla rispetto a &, u, tenendo presente che G e le
sue derivate rispetto a &, n d’ordine < m si annullano su &,
si ha

w, = (— 1) ﬂ"D(h)(Ga)Dm—nu*dgdn per i4+j=m—1+h.
%)

Quindi, tenendo presente che le derivate d’ordine 2m —1
di @ si maggiorano in modulo con una quantitd del tipo
H[(z—E&)* 4 (y—m)?]—%, in forza della (42) si ha che la
(45) & ancora valida per ¢ +b <m, i + j < 2m.

Infine se i 4+ j—=2m, si ha

wy = (— 1™ ]f D™)(Ga)D™u*dEdy;.
D

Sia ora 9, il dominio, gid considerato, contenuto in 9
¢ avente per frontiera &, con %,(> 0) abbastanza piccolo.
Poiché¢ in 9, la u* e una qualunque sua derivata sono in
modulo maggiorabili con una espressione del tipo di quella
che figura nel secondo membro della (43), basta considerare

R
U D")(Ga)D™u*dEdn = [ dt / DO)(Ga)D™u* « (1 — yt)ds,
D—9, 0 0

ove Y= (8)y”(s) —2”(8)y'(s). Quest’ultimo integrale e una
sua qualunque derivata d’ordine < m sono in modulo maggio-
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rabili con una espressione del tipo

dtds
— 84 (r—10)

h 1
" | dm—k—1) pm——n [
H T (| fi lﬁg;nf‘k I)j .ft‘-l\/(o

essendo ¢ = x(s) — ty'(s), y = y(c) + 72’ (s); ma l'integrale che
qui figura si mantiene limitato al variare di 7z tra 0 e ¢,
e di o tra 0 ed ! poiché é& convergente e limitato al variare di
< l'integrale

—' dt.

o

t
/ loft —1
[}
Pertanto :

Se D ¢é di classe [2m + 2], assegnate m funzioni fi(s),
k=0, 1, ..., m—1, tali che f, €CC™+—F) {.(0)=fr(0)=
=..= f},'"_k")(O) =0 per 0 <k < m—2, la soluzione v (sup-
posta unica) del problema

( Sv]=0 in D-C
(46)

k
( :-;:fk su @ k=0,1,.., m—1,
¢ tale che
|3 | et —k—1) m—k—1)\ :,
© Y | ; <m—1.
4D | gy <H (T4 max [0, idj<m

5. Problema di Dirichlet.

Mostriamo che:

Nelle ipotesi di Browder sui coefficienti di £, e supposto D
di classe [2m 4 2], se il problema di Dirichlet ha una sola
soluzione quando i dati hanno la regolarita richiesta da
Browder, allora il problema (46) ha un sola soluzione se
fr(s) €CUMm—%—2, 1) k=0, 1, ..., m—1.

Intanto si pud supporre che sia fi’(0) =0 per k=0, 1, ...,
m—k—2 k=0,1, .., m—2.
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Questa ipotesi non & restrittiva. Infatti la soluzione di (46)
si puo porre nella forma w— v 4 w essendo w un opportuno
polinomio che si pud scegliere in modo da ricondurci alle
condizioni desiderate. :

Consideriamo m successioni {fi,}, k=0, 1, ..., m —1, con
Fin € 0Cm+1—8) ¢ tale che fin(0) =0 per h=0,1, ..., m —k —2,
in modo che riesca

”—1
lim Z ([ — fin ™+ max | A"V — AT Y] =0,
n—s00 0 o<<s<l

Sia u, la soluzione del problema
Cuu) =0 in D9—C

k
% = frn U C.

Allora in base alla formola di maggiorazione (47) con
ragionamenti simili a quelli del n. 2 si ha che {u,} converge
uniformemente in 9 a una funzione soluzione di (46).

Inoltre:

La formola di maggiorazione (47) sussiste anche se le f(3),
k=0, 1, .., m—1, anziche essere la traccia su C di una fun-
zione di classe CCm+1) nulla per @ = #(0), y = y(0) insieme
alle sue derivate d’ordine < m —1, goddisfano solo la condi-
zione f, €Cm—F—1,3) W) =0, h=0, 1, .., m—k—2,
k=01, .., m—2.



