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SU UNA PROPRIETA
DI MEDIA CARATTERISTICA PER
I’ EQUAZIONE DELL’ ELASTOSTATICA

Nota (*) di ANtoN1o CaARLO GaARIBALDI (a Genova)

1. - Sia dato un solido elastico, in equilibrio, omogeneo
ed isotropo, non soggetto a forze di massa, occupante un
dominio 7 dello spazio in cui si introduca una terna di assi
cartesiani ortogonali &, =, §, di origine 0; sia s(Q) il vettore
che rappresenta lo spostamento elastico nel punto Q(§, =, %).
In ogni punto del dominio 7, s(@Q) soddisfa notoriamente
all’equazione:

(11) A%s(Q) -+ q grad divs(Q) =0

con q costante.

Indicheremo con S(P, R) la sfera di centro P e raggio R,
mentre o(P, R) sara la superficie della stessa sfera e diremo poi
Trla porzione di T tale che ogni sfera S(P, R) con P € Ty sia
contenuta in 7. Osserviamo subito che ogni punto interno a 7T
appartiene a qualche Tgp con R opportuno. Percid, quanto
enunceremo per Tp vale per ogni punto interno a 7. Detto
ora P(z, y, 2) un punto di 7 e Q(&, n, %) un punto generico
di S(P, R), converra introdurre un sistema di coordinate sfe-
riche di polo P, per cui si avra:

E=o+pcosdsint n—=ytpsindsint {=z-4pcosz
essendo: 0 <p<R, 0<9<2r, 0<1<m

(*) Pervenuta in Redazione il 18 luglio 1957.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Genova.
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Poniamo ora:
1
18,0= s [| s@us K@ o= [ suomas
a(P, g) o(P. p)
Q—P
[4

la normale esterna a ¢(P, p) in @ ed

essendo n(Q)=-

s, =8 Xn

I1 prof. Sbrana ha stabilito [1]?), nell’ipotesi della con-
tinuitd in Tpx del vettore s(Q) e delle sue derivate parziali
'prime, la formula:

15q

(1.2) s(P)_3———I(P )+ —— K( P)

6 4 29

valida per ogni p compreso tra 0 e R. Scriveremo piu conci-
samente :

1.3) s(P) = M(P, p) + pK(P, ¢)

avendo posto:
2 2—q _ 15q
36¥2¢ "T6+2¢
La (1.3) da il valore di s(P) come combinazione lineare
delle medie dei valori di s(Q) e di s,(Q)n(Q) calcolate su

sfere ¢(P, p) e rappresenta per le soluzioni di (1.1) una for-
mula analoga a quella, ben nota, di Gauss:

= [ [ woas

4mp?
o(P, p)

A=

1.4) wP) =

relativa alle funzioni armoniche, soluzioni dell’equazione:
(1.5) A*u(P)=0.

Volendo rendere piu esplicita questa analogia, che ci
sard di guida per il seguito, porremo:

(1.6) u(P, Q) = 2s(Q) + ps(Qn(Q)  QES(P, p)

1) Tutti i numeri in parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia
finale.
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ed & utile rilevare fin d’ora che il vettore u(P, Q) dipende
Q—P
P

che inter-

dal punto P attraverso il vettore n(Q)=

viene, esplicitamente ed implicitamente mediante s,, nel se-
condo termine di (1.6). Riseriveremo pertanto la (1.3) nella
forma definitiva:

1.7 s(P) = Zgl? [ / u(P, Q)da.
a(P, p)

E noto da tempo che ogni funzione u(P) che verifica in
T la (1.4) soddisfa necessariamente alla (1.5) posto che val-
gano certe ipotesi sulla #(P) di cui ora diremo e che sono
state successivamente allargate. Il risultato pii generale, dopo
le ricerche di Levi [3] e di Tomelli [4] & questo: ogni
funzione w(P) sommabile in T e verificante la (1.4) in Tgr
a meno di un insieme di punti di misura nulla e per quasi
tutti i valori di p compresi tra O e R, soddisfa a (1.5) quasi
ovunque in Tg. Pid brevemente, si dice che la (1.4) & caratte-
ristica per le soluzioni di (1.5).

Il prof. Sbrana ha dimostrato ancora [2] che la sua for-
mula di media (1.7) & caratteristica per i vettori s(Q) soddi-
sfacenti ad (1.1) nell’ipotesi che 8(Q) sia continuo in 7'g insieme
alle sue derivate parziali prime.

Scopo di questo lavoro & di enunciare in ipotesi pii larghe
il risultato di [2] ripetendo il procedimento noto per le funu-
zioni armoniche e dimostrando precisamente che: ogni vettore
8(Q) sommabdile in T e soddisfacente ad (1.7) in quasi tutti
i punti di T e per quasi tutti i valori di p compresi tra O
e R, verifica (1.1) quasi ovunque in Tg.

Avremo occasione nella dimostrazione, di stabilire formule
di media, ancora del tipo (1.7), per le derivate parziali prime
di s(Q); daremo inoltre un’applicazione di questi risultati
alla convergenza di successioni che approssimano in media
d’ordine 2 una soluzione di (1.1).

Un’altra proprietd di media, sempre nellipotesi della som-
mabilitd del vettore s(Q), & stata data dal prof. Pini [6].
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2. - Vogliamo anzitutto dedurre da (1.7) una formula di
media volumetrica, ciod su sfere S(P, p), per il vettore s(P).
L’ipotesi che 8(Q) sia sommabile in T porta subito a rite-
nere ivi sommabile anche u(P, Q) che & una combinazione
lineare a coefficienti variabili ma limitati delle componenti
di #(Q). Caleoliamo percio /ff u(P, Q)dS tenendo conto di

. 3P, R
(1.7); si ha: S B

L s(P)

[[[ w, @as= [ o [[ ue, @as = [an*s(Pm—

S(P,R") o (P, p)

da cui la formula cercata:

(2.1) s(P) = ZniR”' [ [ [ u(P, @)d8,

S(P, R")

valida per ogni ogni R’ compreso tra O e R e, per le ipotesi
fatte, in quasi tutti i punti P di Tg. Pero il secondo membro
di (2.1) ha senso in ogni punto di T per eui possiamo sosti-
tuire s(P) con il vettore definito da (2.1) in tutto Tr che coin:
ciderd con il precedente a meno di un insieme di punti di
misura nulla; per semplicitd, indicheremo ancora con s(P)
questo vettore su cui ragioniamo nei numeri seguenti.

3. - Proviamo ora che il vettore s(P), definito da (2.1), é
continuo. Presi due punti qualunque P, P’ di T avremo:

s(P) — s(P) = ‘ﬁ% g [ [ [ a(P’, Q)dS — [ [ [ a(p, Q)ds|.

S(P', R) S(P, R)

Consideriamo le due sfere S(P’, R) e S(P, R): presi P
e P abbastanza vicini, indicheremo con S, lintersezione di
esse e con S,, S, rispettivamente le parti restanti di S(P, R)
e di S(P, R). Allora si ha subito:

8D [P)— oP)| < g || [[ [, as |+
S

+i[{[u(P,Q)dS‘+p///-|s,',n'~SpnIdS],
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avendo posto: n’=Q—p—,Pl, n=Q—P

e sXn=g,
sXn= 8p-

Basterd dimostrare che quanto P’ tende a P, cioé quando
| PP'|=h tende a zero, gli integrali scritti in (3.1) tendono
a zero. Ci0 segue facilmente per i primi due ricordando las-
soluta continuitd dell’integrale di Lebesgue, in quanto per
h=—0 i volumi di S,, S; tendono a zero. Quanto all’ultimo
integrale della (3.1) occorre spezzarlo in due parti percheé, per
h — 0, 8, tende alla sfera S(P, R); diremo allora S, la regione
ottenuta da S, prendendo in essa tutti i punti che distano
pid di V7 da qualche punto del segmento PP'. Il volume del-
la regione (Sl—gl) tende a zero per h — 0 e quindi, ragio-
nando come in precedenza, si pud concludere che

lim f/f | s;n” — s;n | dS = 0.
h—05-5

Consideriamo ora l'integrale:

(3.2) [ U | s’ — s,m | dS.

5
Preso un punto Q qualsiasi di S,, la differenza tra le due
normali n, n’ in @ risulta tale che:

, _ yy e O /1 — cosa
(3.3 | n n!—2|n||n|81n2§21/__2.__

essendo a P'angolo PQP'. Applicando al triangolo PQP il teo-
rema di Carnot:

h*=P@*+ P'Q°— 2P'Q - PQcos a

1—-cosa_h’—-—(PQ—P’Q)’< r? _
2 T 4PQ-PQ  ~4aVh-Vh

k

4

poiche in S, PQ e P'Q sono non inferiori a Vh. Sostituendo
in (3.3) si ha:

(3.4) |2 (@Q—n@|<Vh Q€S

Mediante la (3.4) possiamo maggiorare Iintegrale (3.2)
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in questo modo:

[[[ 16— somias< [ [[ 1ol 1m0 = m1as +
S

5
+ﬁ[|“"_sf’“"|dsﬁ,./‘[islinlln’—nws-;-
S 5
+[[/lslln'—nl|n|dS§2\/h,’P”|,|ds.
5 SP, R)

Poiché |s| & sommabile in T per ipotesi si conclude che
per h — 0 anche l’integrale (3.2) tende a zero: con cid tutti
gli integrali di (3.1) tendono a zero e quindi la continuitd di
s({P) & dimostrata.

4. - Vogliamo ora dimostrare che il nostro vettore s(F)
definito in (2.1) possiede anche derivate parziali prime continue.
ds(P)

0z

un cambiamento di variabili suggerito dal prof. Sbrana. Ri-
prendiamo il vettore u(P, @) per osservare che in virtd della
continuitd di s(P) dimostrata nel numero precedente, esso
risulta continuo in ogni punto di 8(P, R) tranne che nel
centro in cui non essendo definita la normale w(P, Q) &
indeterminato per quanto in un intorno qualunque di P
u(P, Q) con P Q & limitato. Introduciamo ora un nuovo
vettore ponendo:

servendoci di

Calcoliamo esplicitamente, ad esempio,

4.1) s(P, &) = 4—1?17‘ / / l u(P, Q)ds

S(P, R)—S(P, ¢)

L’integrale nel secondo membro & funzione continua; inoltre
si ha:

{4.2) lim s(P, ¢) =s(P).
g—>0
Passiamo ora a coordinate cilindriche di asse z ponendo:

E—z=Vdecose, n —y= V¢sinyp. —2=0(—=z
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Si ha allora:

s—¢ l}'—(&—z)’ 27

4.2) s(P, e)=4niR,3 [ dg [ dd [ u(P, Q)dy +

z+¢ R—(—e) 2n - z+R fzf—(z—z)’ 2m
+[af o [a® @aot[a| o [ur Quel.

e—e  —(E—e) 0 2+e o

La variabile z figura in (4.2) come parametro nei limiti
di integrazione ed anche in u(P, @) ma soltanto attraverso

la normale n(Q):QmI.J mentre s(Q) non dipende da 2z per

cui si ha:

@4.3) ou(P, @)

0z

=15, 40) + b 5 o) =a X Pt o X m) 3.

Inoltre si vede facilmente che:

on on
(4.4) %=
Deriviamo ora la (4.2) rispetto al parametro z con la regola
solita :

3 R*—e?  2m

= mw|[ @ [ @ oot

+2 f dg / ' [a(P, Qy=r—z—e(§ — 2)do +
s—R ¢

5—¢ m-(&—.)! zn _
o] a [ do + d¢ / [a(P, Qlicspely —

z—R

R—e 2n s+e 2m

— [ ay [ [P, Qlkrdp+2 [ 5 [a(P, Q- mr——erG—eMp—

z2—e O
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—2 [ &5 [ [P, Q= omiearG — 7 +

ste  R—(—2p 27: R—g 21
+faf a ] » d:p——-’ ap /rup Qe +
B E___:+R 21
+ 2 J dag [ [u(P, @)y=rr—z—e§ — 2)d9 +

+R R~y zna
e[ [,
2+t o
Raggruppando opportunamente i termini e semplificando
si ha:
zt R 27
2 [ a [ a(P, OmsncoanlC — Mo —
s—-R o
e 2m
—2 at [ (aP, @lmee-wr(C — )7 +
]

=t

os(P,e) 3
0z 41:R’

R—(l—s) 2 3 +e 2—(E—z)? 21:}9

+f ds/ d@f o[ | w[ 5
Tornando alla notazione solita si ottiene:
os(P, ¢) (C
wn  HE0= o [ a0t a -
o(P, R)

C— z) *r ou

—,,(p,)(P Q) do +ﬂf dS— 5 ds.

Per giustificare completamente gli ultimi due passaggi

. . Ju
oceorre ancora dimostrare che il vettore — & sommabile in
c2
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S(P, R). Ricordando (1.3) e (4.4):
1‘=—p»(s><at) p(sxn)ac X

p=|PQ| e quindi:

'DI!—‘

E facile vedere che I—,-? l_<_
l g

(4.6) l[ ds|<9pm |s‘—d8<4nMR2
5P, R) S, R)

essendo M il massimo della funzione continua s(Q) in Tk. Da
(1.6) segue ora:

(47) la(P, )= (A +uw|s(Q = (A+wH.

Nella (4.5) si pud passare al limite per ¢ — 0 e le (4.6),
(4.7) ci assicurano che i due integrali relativi a S(P, €) e
a ¢(P, €) tendono a zero uniformemente rispetto a P. Ricor-
dando la (4.2), per un noto teorema di analisi si pud affer-

mare che:

. Os(P,e) _ os(P:
sl.lf.a., 92 = 2

e sostituendo al limite il valore trovato si ha in definitiva:

388(:’ / 41;13:!% ({ z[ R')'(P Q) cos (n, 2)do —
—efff [( T+ ex g]ds'},
S(P, R)

Cosi & calcolata la derivata di s(P) rispetto a z; in modo
analogo si calcolano le derivate rispetto alle altre variabili.
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sicehé valgono le formule:

as(P)
%z ~ 4nR* * f u(P,
o(P, R)
os(P) _ 3
y ~ 4nR
( 4 8) ay in o(P, R)
a,(P)
2z
o( P, R)

315

Q) cos (n, x)ds —

- “sf(f?f R)[(‘ X g+ x m g as|

3 ﬂ u(P, Q) cos (n, y)do —

] oo rexmzas
= 3 ff u(P, @) cos (n, 2)do —

—uﬂ;fm[(sxg—'g)n+(sxn)g—§]w{.

Eseguendo una trasformazione sui primi integrali mediante
le formule di Gauss-Green e semplificando si hanno le altre

formule :
505 ]
®.9) = T Il j
=T W

3E+ (-g—an)n]dS
[ G
13+ b (g X ma]as.

Poiché le (4.9) sono del tipo (2.1) ed esprimono le deri-
vate parziali del vettore s(P) come medie sulla sfera S(P, R)
di un vettore composto con esse nello stesso modo in cui

u(P, Q) & composto con s(Q)

cedimento del numero 3 si dimostra la continuitd delle

2 2
oy’ 9z’

e chiaro che, ripetendo il pro-

2s
ax7



316 AXTONIO CARLO GARIBALDI

Ci siamo cosi ricondotti alle ipotesi del prof. Sbrana [4]
sul vettore s(P) soddisfacente alla (2.1): ripetendo a questo
punto il suo ragionamento, si conclude che s(P) verifica (1.1).
Per lo spostamento definito ovunque in Tp da (2.1) la (1.1)
& verificata in tutti i punti P € Tg : supposto quindi di avere
un vettore s(P) sommabile e verificante (2.1) solo quasi
ovunque in Tp anche la (1.1) sard valida quasi ovunque per-
che, come s’@ gid rilevato, i due vettori coincidono quasi
ovunque.

5. - Per fare un’applicazione delle formule di media trovate,
tenendo presente [5] prendiamo una successione {s;} di vet-
tori, sommabili col quadrato del modulo e verificanti quasi
ovunque in 7y la (1.1) o, cid che é ormai lo stesso, la (2.1).

Supponiamo che la successione {s;} converga in media d’or-
dine 2 ad un vettore 8; avremo per ipotesi:

(3.1) [[[ls—sras=c, 1me=o0,

. Dl v k —+ 0
essendo D un dominio qualsiasi contenuto in 7Tg. Giova rile-
vare anzitutto che la successione {u;} definita da:

(5.2) ux = Ask + p(sx X n)n

converge in media al vettore wu—2As 4 p(s X n)n; si ha in-
fatti:

6.3 f[[1ux— a8 <[/ [ox—s|+ pitor —0) X nllS <
.D -/ﬁv
<2 ([[loe—s a8+ p3) =20° + p2ek.
i

Vogliamo ora dimostrare che:

. .3 7
I) la successione delle medie 471!?—3’ ”uk(Q)dS =3s.(P)?
3P, B)
2) I vettori s (P) cosi definiti coincidono quasi ovunque con gli
8 (P) della successione convergente in media (vedi numero 2) e lo
stesso avviene per i limiti delle due successioni, s; e 2 [ / f wdS .

4nR3
S(P, R)
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converge uniformemente ¢ quindi in medic in Tgr al vettore

| [j u(Q)dS = s(P).

41:R‘
SiP, R
II) le successioni analoghe per le derivate prime, ad
. 3 st 88k os1(P) -
esempio W{ﬁ [ |.L( dS =—5,» convergono
8(P.R)

alle derivate prime del limite s(P).
II1) s(P) verifica quasi ovunque la (1.1).
Infatti dalla definizione di s;(P) e s(P) applicando la
diseguaglianza di Schwartz e ricordando (5.1) e (5.3) segue:
/ J— _
(5.4) |sP)— s(P) |<4RR3W ux u|d3§]/ S k-
5P, By

Per le derivate prime occorre tener presenti le (4.8) da cui
si ha:
osx(P) a.(P)

o oz

*41:R")jj |auk —u'!do 4 p,{” |8k — 8|

a(P, p) 5(P, o)

;Idsi.

Integrando ambo i membri della precedente rispetto a p tra
O e R si ha:

R
4w s

tn o] SenB)_ 26(P)
3 .

P :d <MIuk—u as +

S(P, R)

R
+2P/dpsf(fi!,,,)l‘k—sl

| 9sx(P) os(P)
e e |5

S%‘!(Z[R[uk—ulds—l- 2pR!(ZL!.k—.|

on
| g
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Ancora applicando la diseguaglianza di Schwartz, ricordando

(5.1) e (5.3), ed osservando che

c—g | & di quadrato sommabile in

S(P, R), posto C*= [ { ldS segue:
S(P R)

(5.5)

dsx(P) . 33(P)
oz

2 2 4ER3 8

Le (5.4), (5.5) dimostrano quanto abbiamo asserito in I)
e IT) e i secondi membri danno la maggiorazione dell’errore
commesso prendendo s; al posto di s. La IIT) & ormai ovvia.
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os
, come si verifica

8) Naturalmente, la (5.5) vale anche per %, 5

subito.



