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QUALCHE RISULTATO RIGUARDO ALLE
EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES
NEL CASO BIDIMENSIONALE

Nota (*) di GIOVANNI PRODI (u Trieste)

Recentemente è stata dimostrata da O. L. Ladyzenskaia [2]
l’univoca risolubilità « in grande » del problema misto (se-
condo Hadamard) per le equazioni di Navier-Stokes nel caso
2-dimensionale. Successivamente J. L. Lions ed io abbiamo

dato [3] una nuova risoluzione in una impostazione ulterior-
mente generalizzata. Questi risultati aprono la via alla con.

siderazione di numerosi problemi: esistenza di soluzioni perio-
diche, comportamento asintotico ecc.. Nel presente lavoro viene
enunciato qualche risultato in questo senso. Nella prima parte
vengono analizzate le soluzioni introdotte nel lavoro [3j ; si

dimostra che esse sono continue come funzioni di t nello spa-
zio di Hilbert definito dall’integrale dell’energia. Si dimostra
quindi la dipendenza continua dai valori iniziali, nella topo-
logia debole. Questi risultati permettono di dimostrare la

esistenza di una soluzione periodica, nel caso di un secondo
membro periodico. Non viene qui data risposta al problema
dell’unicità di questa soluzione; il problema presenta cer-

. tamente notevoli difficoltà, se il secondo membro non è

« piccolo » in un senso opportuno.

NOTAZIONI. Sia SZ un insieme aperto del piano; indiche-

remo con u un vettore di componenti ul ( j = 1, 2), funzioni
del punto x E Q (to (~1, ~2 ) ). Indicheremo con LP(Q) lo spa-
zio dei vettori con componenti a p-esima potenza sommabile

(*) Pervenuta in Redazione il 7 novembre 1959.

Indirizzo dell’A : Istituto matematico, Università, Trieste.
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in Q, con la norma

dove | u(x) | indica il modulo del vettore u(r). Se p= 2.
questo spazio ha struttura hilbertiana (reale) individiiabile

mediante il prodotto scalare (f. yt= Seriveremo,

Siano poi f . fi vettori definiti in 0, aventi derivate prime
( in senso gpueralizzato) a quadrato sommable in 0. Scrive-

indicheremo lo spnzio hilbertiano dei vettori a

quadrato sommable in Q con le loro derivate prime, indi-

viduato dal prodotto scalare. -. (f- ( ( 1’. 
Sia t la varietà dei vettori indefinitamente diffe-

renziabili. a divergenza nulla e nulli fuori di un compatto
contenuto in Q. Sia la chiusura di in 

1 la chiusura ui n~.( ~~) in Xotinmo che ai vet-

tori ai viene imposta, in mo certo senso, una condi-

zione dai annullamento sulla frontiera.

Se ~t~, v, ~e E 3"’1 (Q), poniamo

Teniamo presente che, in base ad una disuguaglianza dovuta
a Ladyzenskaia [2] si ha, qualunque sia il campo piano Q.

per ogni vettore lt E 

Poichè

la (1) assicura che, nel noxtro caso, la forma trilineare

i-, &#x3E; risulta continua in 

Si ha poi t~: } ‘ b ( n, ~t,, v) ; da cui z) = 0.
Dato uno spaz o di Banach B, indicheremo con LP(O, ’;’; 131
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io spazio delle funzioni definite nell’intervallo (0 -l r), con

valori in B, -a p-sima potenza sommabile.

SOLUZIONI DEBOLI. Sia f(t) E LI(0, 1:; L2 (0». Diremo che una
zi (t) E ~~‘’~ ~, T ; hT1(Q)) to, ~ ; è soluzione

delle di nell’intervallo (0 1 --, l 1:),
(T &#x3E; 0) qr 

per ogni funzione che :

(a) Sia continua come funzione in (O 1-’ ’t), con
in 

(b) abbia derivata rispetto a t t; 

(c) si annulli fuori di un intervallo interno all’inter-

(o 1 - 
Qui y indica una ostante &#x3E; 0 (coefficiente di viscosità).

Si riconosce subito che gli integrali che figurano nella (2)
hanno -senso. In particolare, applicando la {2), la ~1), e tenendo
e-onto della (a,) si verifica che b(u(t), u(t), v(t)) è sommabile.

Vale il seguente lemma.

LE11)IA l. - Alla funzione u, soluz one del problema debole,
si può corrispondere 1m insie1ne -1 -r) di misura

ugu-a,le ta,le per ogni coppia di punti ’t", ~r· E Tu , si abbia

per ogni c (t) alle sole condizioni (a)
e (b).
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Tralasciamo la dimostrazione di questo lemma, che ricalca
in modo completo quella del lemma 1 del lavoro [4] (cfr. an-
che [5], pag. 18). Dalla dimostrazione risulta, in partico-
lare, che si può scegliere come Tu l’insieme dei valori di t

per cui è

fortemente in (insieme di Lebesgue per la u(t)).

LEMMA 2. - Per ogni A &#x3E; può definire nello spazio
N(Q) una proiezione ortogonate E, che gode di queste pro-

prietà, posto (a) u~ EN1(O); lim ul = u in
A - +oo 

N(Q); (y) per ogni u E N1(S~)~ ((u~ ul » = «U). 1 
(a) per lim uA = u

A - oo

in Nl(Q).
Sia A l’operatore definito dalla relazione 

_ (u, v) + ((u, v)); il dominio di definizione di A sia l’insieme
degli elementi per cui si ha (u, v)-t- ( (u, 1’»1 i
al variare comunque di v in essendo k una costante

indipendente da v. 
’

Si verifica che A è autoaggiunto ; indicando con {E~} } la

famiglia di proiettori che interviene nella rappresentazione
spettrale di 11, poniamo u = E~u. Si verifica facilmente che
u, gode delle proprietà (a), (~), (y), (8) richieste.

LEMMA 3. - Per le coppie di punti ,,!, ’~’ E Tu (c f r. lemma 1)
vale la seguente relazione (dell’energia)

Indichiamo con Jg (e parametro reale &#x3E; 0) un operatore
di regolarizzazione, operante su f unzioni di t, (-00  t  + 00)
con valori in uno spazio di Banach B, cos  definito :
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dove k è una funzione reale non negativa, pari, indefinita-

mente derivabile, nulla fuori di un intervallo limitato. Se

Per ogni numero reale ~, consideriamo l’operatore di

proiezione E~- introdotto nel lemma 2. Esso rappresenta una

applicazione continua Ponendo u~ ( t ) - E~ ~c ( t),
se N(D» si ha E LOO (0, 1’; N1(Q». Se v(t)
è una funzione definita per  con valori nello

spazio N(0), localmente sommabile, si ha evidentemente

se v (t) ha derivata localmente sommabile,

come funzione con valori in si ha 
dt dt 

()

Consideriamo dunque la relazione (4) essendo r’, T" E Tu .
Imitando un procedimento seguito nel lavoro [41, indichiamo
con u* (t) una funzione definita per --c~  t  -E- oc, lineare

rispetto a t, con valori in N ( S~ ), coincidente con u ( t ) agli
estremi dell’intervallo (~:’ ;-~ T~). Indichiamo poi con w(t)
una funzione definita per - 00  t  -~ oo nulla per t  ,¿
e per t &#x3E; ~", coincidente con u ( t ) u ~ ( t ) nell’intervallo x".

Prendiamo ora, nella (4), ~c~~ (t), essendo evidente

che questa funzione soddisfa alle condizioni volute dal lem-

ma 2. Facciamo quindi tendere e a zero; per comodità stu-
dieremo il comportamento al limite di alcuni termini sepa-
ratamente. Si ha dapprima
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In questa espressione il primo dei due integrali è infini-

tesimo al tendere di e a zero. Infatti è lim J/w,(t) = 
E - 0

in L2(0, ’t’; Consideriamo ora l’ultimo integrale; esso

è nullo per ogni valore di s. Infatti

-00

Pertanto, al tendere di e a zero, il gruppo di termini con-

siderato converge verso i i I 2. Per il ter-
2 2

mine successivo abbiamo

Inf atti è ua ~ ~ u ~ (t) -f - tT ~ ~,v ~ ( t ) ; ora, come si verif ica fa-

cilmente, converge verso wÁ(t) in L2 ( ~’, -~’; 
Si ha poi, applicando la proprietà (y) dell’operatore di proie-
zione E~ ( cf r. lemma 2),
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Passando all’ultimo termine a primo membro, abbiamo

Infatti si ottiene, per la (2)

Applicando la (1) all’ultimo f attore, si trova facilmente che

esso è infinitesimo al tendere di e a zero.

Si constata poi immediatamente che

Dai risultati ottenuti si ricava l a relazione

Facciamo ora tendere a +00. Per la proprietà (~)
(lemma 2) si ha lim zc~ (t) ~2 - ~ u(t) ~Z. Inoltre é, per la

TI,

dunque applicare all’integrale uA(t) ll2dt il teorema di Le-
TI"

besgue. In base a considerazioni analoghe a quella fatte per
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T~~ 1

il limite (6) si vede che anche nell’integrale f b(u(t), u(t), 
,;’

si può passare al limite sotto il segno. Poichè è identica-

mente b (u ( t ), u ( t ), u ( t ) ) = 0, tale limite è nullo. Per l’inte-

grale a secondo membro, il passaggio al limite è banale.
La (5) risulta dunque dimostrata.
Dalla (5) possiamo ora trarre alcune importanti conse-

guenze.

Anzitutto, fissata una funzione u(t), soluzione debole nel-

l’intervallo (01- -c), sull’insieme Tu la funzione u(t) 12 risulta

l imitata. Ritorniamo ora alla (4), valida per ogni r’, ’~’ E Tu
e prendiamo ~~(t) = w E N’ (0), costante rispetto a t. Si ha

immediatamente, per ogni x* E (0 1-1 ’t),

Poichè N’(Q) è denso in N (0), questa relazione, unita con
la limitatezza di ~ u ( ~ ) ~ ~ ci dice che u ( t ) risulta debolmente
continua nell’insieme Tu e che la sua definizione può essere
modificata nei restanti punti, in modo che essa risulti debol-
mente continua in tutto l’intervallo (0 1-1 ~). .

Con questa premessa si può allora evidentemente affer-

mare la validità della (4) ogni coppia di punti r~ r" E (0 1-1 z),
per funzioni v (t) soddisfacenti sempre alle condizioni (a) e

(b). Osserviamo ora che nella dimostrazione del lemma 3 ab-
biamo utilizzato esclusivamente la (4), senza far ricorso diret-
tamente ad alcuna proprietà di limite della u ( t ) per t --- ’t’, ~c".

Se dunque le (4) vale senza alcuna restrizione, ripetendo let-

teralmente la dimostrazione del lemma 3 possiamo concludere
che anche la (5) vale per coppia di punti r’, T" compresi
nell’intervallo (0 1-1 ?) perciò i u(t) i è continua. D’altra parte,
per noti risultati sugli spazi di Hilbert, la continuità debole
unita alla continuità della norma implica la continuità forte.
Possiamo riassumere quanto detto nel seguente enunciato.

TEOREMA 1. - Le sotuxioni deboli definite nell’intervallo

(0 1-1 ~), modi f icate eventua.tmente in un sottoinsieme di mz-
sura nulla, risultano ( f ortemente) continue come funzione d i
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t con valori in N(S~). Inoltre per ogni coppia d i punti -r’, ~"
contenuti in detto intervallo vate la (5).

D’ora in poi, parlando di soluzioni deboli, intenderemo

che esse siano definite in modo da risultare continue in

N(Q).

OSSEBVAZIONE. Il risultato espresso in questo teorema si

può estendere al caso 3-dimensionale a patto di aggiungere
l’ipotesi: u(t) E L4(0, t; L4(O). Nel caso 2-dimensionale questa
relazione, in virtù della ( 1 ), è conseguenza delle ipotesi am-
messe per la u(t).

PROBLEMA MISTO. Il problema mi.sto (secon.do Hadamard)
consiste ora nel trovare la soluzione debole de finita per
o  t  t che per t - 0 assume un valore prescritto in N(Q).
Nella nota [31 è dimostrato che questo problema ha una ed
una sola soluzione 1). La dimostrazione si può facilmente adat-
tare a mettere in evidenza anche la dipendenza continua

della soluzione dai valori iniziali in N( SZ ). Oltre a ciò noi

dimostreremo il seguente

TEOREMA 2. - ch.e il campo g limitato, la.

8oluzione del problema misto, per un t &#x3E; 0, dipende
con continuità dai valore iniziati, topologia debote di

N(0).

Premettiamo un importante lemma di E. Hopf, che enun-
ceremo nella forma più adatta per il nostro scopo

LEMMA 4. - Sza succession.e di f unzzoni con
u. (t) E Lx (o, N(ú» N1(O», dove Q è un campo
limitato,. rSi supponga inoltre che le norme, in entrambi questi

-----

(1) La formulazione del problema in [3] presenta qualche differenza
rispetto a quella qui adottata, nella definizione delle varietà corrispon-
denti alla N ( ~ ) e Comunque, anche prescindendo dal fatto che,
almeno per campi sufficientemente regolari, le due definizioni coinci-

dono, si vede immediatamente che la dimostrazione ivi svolta si adatta,
negli stessi termini ,alla formulazione presente.
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spazi, siano limitate e che un(t) converga debolmente in

N(S~), per ogni t E (0 1- ~), verso un.a. funzione 
la successione {un(t) } converge verso forte1nente in

£2(0, ’t; N(Q)).
Per la dimostrazione, rimandiamo al lavoro [1] 2).

Sia dunque una successione di elementi di con-

vergente debolmente verso a. Indichiamo con { ~c,~ (t) } la suc-

cessione delle soluzioni tali che con u(t) la solu..

zione tale che di(0)= a. Per dimostrare che, fissato t &#x3E; 0,
} converge debolmente verso u(t), procederemo in que-

sto modo: dimostreremo che da una qualsiasi successione

parziale estratta da { u,~ (t) } si può estrarre una nuova suc-

cessione parziale convergente debolmente verso u(t).
Indicata, per semplicità, ancora con } una succes-

sione parziale, cominciamo col dimostrare che da essa si

può estrarre una ulteriore successione parziale debolmente

convergente in N(0) per ogni f issato t, fortemente convergente
in z ; e debolmente convergente in L2(0, ’t; 
Applicando la (5) si vede facilmente che I un(t) i è limitata

al variare di n e di t. Prendiamo dunque un elemento w E 

(fisso al vaviare di t). In virtù della (5), abbiamo, per ogni
coppia di punti t’, t" E (0 1-1 r), (t’ c t"):

Da questa, tenendo presenti le diseguaglianze (1), (2) e la

(2) La dimostrazione. del resto, si ottiene facilmente notando che:

I) preso si può trovare un ~ &#x3E; 0 tale che (con le notazioni

del lemma 2 ) &#x3E; si abbia per ogni = c ~ E;,u ~ -f.- ~ u ~ ; ~ I I ) essendo
S~ limitato, il proiettore completamente continuu. 

1
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relazione si ottiene :

Indicando con lI l’estremo superiore di g + 1 per

Da questa maggiorazione risulta che la successione

{ (un(t), costituita di funzioni egualmente continue;
da essa si può estrarre una successione parziale uniforme-

mente convergente. Preso ora un insieme numerabile } di

elementi di denso iii utilizzando il consueto pro-
cedimento diagonale, si può trovare una successione parziale
{ un (t)} } tale che (t), } converga, uniformemente ri-

spetto a t, per ogni j. Tenendo conto del fatto che un(t) i
è limitato al variare di t ed n, si ha subito la convergenza
di { un (t) } nella topologia debole di uniformemente

al variare di t. Sia la funzione limite.

Possiamo poi imporre, evidentemente, alla successione

k(t) di convergere debolmente (verso u~’ (t)) in .N1(O))’
Per ogni E ( 0 ~-~ ~-) e per ogni indice nk , presa comun-

que una funzione v(t) soddisfacente alle condizioni (a) e (b),
vale 1’eguaglianza :

t



12

Si ha ora, per le proprietà della successione { unk (í) }

Dimostriamo che

Si può scrivere:

L’ultimo integrale è infinitesimo perchè {unk(t)} converge

debolmente verso in L2(o, ~ ; consideriamo il pri-
mo integrale. Si ha :
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Poichè | v(n) |L4(Q) si mantiene limitato, applicando la dise-

guaglianza di Schwarz basterà dimostrare che

Per la (1) abbiamo

Poichè il lemma 4 ci assicura la convergenza di in

LZ(o, ~ ; questa ultima espressione è infinitesima. Resta

pertanto dimostrata la (7).
La funzione limite u*(t) soddisfa allora all’equazione

Quindi u*(t) è soluzione del problema misto corrispondente al

valore iniziale a. Poichè questa è unica si ha u~ (t) -. u(t).
Resta perciò dimostrata la convergenza dell a successione estrat-
ta verso u(t).

Il teorema 2 è utile nella risoluzione del seguente problema.

PROBLEMA DELLE SOLUZIONI PERIODICHE. Supponiamo che

00, + (X); che sia periodica con periodo 1.
Si domanda se esiste una f unzione u(t) E L~(2013 + oo; N(Q»,
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1 rl« 

alla

per- ogni 1;(t) ohe ta’~) continua, con 

iti Yi(Q). +00; ~1’(S~)),
(,e*) Itulla fuori di un intervallo finito.

Cominciamo col dimostrare il

5. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè una

funzione continua con ralori in Ni£2), E N1(Q)),
periodica di i periodo 1, sia posto è che
e.;8a Ria ~t) -- 1).

La necessità è ovvio ; per dinostrare la sufficienza, conside-
riamo una qualunque funzione v(t) soddisfacente alle (a*)

J (c*}.
La soddisfa, per ipotesi; alla f:;) nell’intervallo (0 |-| 1);

prendiamo t’ = 0, -." =l. Per la periodicità di 1I(t) e di f (t)
si avrà, preso un intero qualsiasi,

Sommando membro a membro rispetto a 1. {i termini diversi
da zero saranno solo in numero finito), si ottiene l-a (8).

Indichiamo con T la trasformazione di ~(Q) in s-è cos

definita: Ti« &#x3E; = dove è soluzione del pioblema misto
individuata dalla condizione ~~{O} = «.

LEMMA 6. - Sr. Q è T 

di sufficientemente grande e 

d.i N(Q).
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Indicando con c la cotante dell’immersione 

applicando la (5), (valida come abbiamo visto, per ogni coppia
’, , " E (6- -- i 1)~ si attiene facilmente

Basterà allora considerare in una sfera chiusa ER con
i

centro nell’origine e raggio R -’ ( 1 e - e03BC)-1 f | f(n) | dr1 per
o 

°

ottenere che la trasformazione T la muti in sé.

Siamo ora in grado di dare una risposta al problema delle
soluzioni periodiche almeno per quanto riguarda l’esistenza.

Per il lemma 5 il problema è ricondotto a quello tlella

ricerca dei plnti uniti trasformazione T in La

sfera Ew. che viene mutata in se dalla T. è compatta nella

topologia debole ed è, evidentemente, un insieme convesso.

Il teorema 2 assicura che T è continua nella topologia debole.
Applicando il noto teorema di Tychonov, si conclude :

TEOREMA 3. - Nell’ipotesi che Q sin limitato, essite almeno

una 
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