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QUALCHE RISULTATO RIGUARDO ALLE
EQUAZIONI DI NAVIER-STOKES
NEL CASO BIDIMENSIONALE

Nota (*) di GiovanNI Prop1 (a Trieste)

Recentemente é stata dimostrata da O. L. Ladyzenskaia [2]
l’'univoca risolubilitd «in grande » del problema misto (se-
condo Hadamard) per le equazioni di Navier-Stokes nel caso
2-dimensionale. Successivamente J. L. Lions ed io abbiamo
dato [3] una nuova risoluzione in una impostazione ulterior-
mente generalizzata. Questi risultati aprono la via alla con:
siderazione di numerosi problemi: esistenza di soluzioni perio-
diche, comportamento asintotico ecc.. Nel presente lavoro viene
enunciato qualche risultato in questo senso. Nella prima parte
vengono analizzate le soluzioni introdotte nel lavoro [3]; si
dimostra che esse sono continue come funzioni di ¢ nello spa-
zio di Hilbert definito dall’integrale dell’energia. Si dimostra
quindi la dipendenza continua dai valori iniziali, nella topo-
logia debole. Questi risultati permettono di dimostrare la
esistenza di una soluzione periodica, nel caso di un secondo
membro periodico. Non viene qui data risposta al problema
dell’unicitd di questa soluzione; il problema presenta -cer-
tamente notevoli difficoltd, se il secondo membro non &
« piccolo » in un senso opportuno.

Norazioni. Sia Q wun insieme aperto del piano; indiche-
remo con % un vettore di componenti u; (j=1, 2), funzioni
del punto # € Q (v= (o,, @,)). Indicheremo con LP(Q) lo spa-
zio dei vettori con componenti a p-esima potenza sommabile

(*) Pervenuta in Redazione il 7 novembre 1959.
Indirizzo dell’A: Istituto matematico, Universitda, Trieste.
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in Q, con la norma

wiee = i [ |utz; var s
4]

dove |u(r)! indiea il module del vettore u(r). Se p=2
questo spazio ha struttura hilbertiana (reale) individuabile

mediante il prodotte scalare (f, gy= / Y, fig.d®e. Seriveremo,
0

per fELAQ)N | fl=(f. f*.

Siano poi f. ¢ vettori definiti in Q, aventi derivate prime
(in senso generalizzato) a quadrato sommabile in Q. Scrive-

[ N
remo (1, gn=[ 232 3% an, 1 51= (01 .
y

Con H'(Q) (im]ieheromo lo spazio hilbertiano dei vettori a
quadrato sommabile in Q con le loro derivate prime, indi-
viduato dal prodotto secalare. (f. ¢y oy= (f. g) -+ ((f. g).

Sia 9U(Q) la varietd dei vettori indefinitamente diffe-
renziabili, a divergenza nulla e mulli fuori di un compatto
contenuto in Q. Sia ¥(Q) la chiusura di 9UQ) in L*(Q),
NYQ) la chinsura & OUQ) in HY(Q). Notiamo che ai vet-
tori di N*(Q) viene imposta, in un certo semso, una condi-
zione di annullamento sulla frontiera.

Se u, r, w € N*(Q), poniamo b{u, v. )= [ > u.-— wde.
Teniamo presente che, in base ad una dlweﬂuaglmnza dovuta

a Ladyzenskaia [2] si ha, qualunque sia il campo piano Q.
per ogni vettore u € N*(Q)

1
M <22 ullul
Poiche

@ [ow, v w s[ iu(x)l( (a”’)) jw(z) dz<<lulz40,"v} wlza

la (1) assicura che, nel nostro caso, la forma trilineare
b(u, v, ) risulta continua in N*(Q)XN*(Q)XN'(Q).
Si ha poi b(u, v, w)=—b(u, 10, v);: da cui b(u, v, v)=0.
Dato uno spazio di Banach B, indicheremo con L?(0, z; B)
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lo spazio delle funzioni definite mnell’intervallo (0 —: <), con
valori in B, a p-sima potenza sommabile.

NoLUZIONT DEBOLL Sia f(t) € L(0, t; L*(Q)). Diremo che una
funzione u(t)€ L*0, ©; N*(QYNL (0, 7; N(Q)) ¢ soluzione
dcbole delle equazioni di Navier-Stokes nell’intervallo (01 -1 7),
{z > 0) sec vale la relazione:

(3) / = (u(t), V() + (i), o(®) + blut), ult), vt))dt =
= [ (o), wiopat

0
per ogni funzione v(t) che:

(a) Sia continua come funzione definita in (0.— <), con
valori in NY(Q)

(b) abbia derivate rispetto a t ©'(t) €L*0, ; N(Q))

(c) st annulli fuori di wun intervallo interno all’inter-
vallo (01 -17).

Qui p. indica una costante > 0 (coefficiente di viscositd).
Si riconosce subito che gli integrali che figurano nella (2)
hanno senso. In particolare, applicando la (2), la (1), e tenendo
conto della (a) si verifica che b(u(t), u(?), v(t)) é sommabile.

Vale il seguente lemma.

LeMya 1. - Alla funzione u, soluzione del problema debole,
si puo far corrispondere un insieme T,c(0 — 1) di misure
uguale a % tale che, per ogni coppia di punti v,z €T, , 8i abbia

4

{ T
@ o, o0 [ (w50 + ), (e +

\ =T

Py «tt

+ bt wn) vy at = [ (), wid,

per ogni funzione c(t) soddisfacente alle sole condizioni (a)
e (b).
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Tralasciamo la dimostrazione di questo lemma, che ricalca
in modo completo quella del lemma 1 del lavoro [4] (cfr. an-
che [5], pag. 18). Dalla dimostrazione risulta, in partico-
lare, che si pud scegliere come T, l'insieme dei valori di #
per cui é

t+h

lim 1 [ u@)dE = u(t),
h—o h t’
fortemente in N(Q) (insieme di Lebesgue per la u(t)).

LemMMA 2. - Per ogni A >0 8i puo definire nello spazio
N(Q) una proiezione ortogonale E, che gode di queste pro-
prietd, posto u; = E,u: () u, EN'(Q); () lim u;, =u in

%—s 40

N(Q); (1) per ogni u€NY(Q), ((u, w))= ((, %)= ||
percid ||w |2=|lu|*; () per ogni u€N*(Q) )lim u, =u
in N(Q). T

Sia A DI’ operatore definito dalla relazione (Awu, v)=
= (4, v) 4+ ((u, v)); il dominio di definizione di A sia 1’insieme
degli elementi u €N*(Q) per cui si ha | (u, v)+((u, v))| < Fk|v]
al variare comunque di v in N?(Q) essendo k¥ una costante
indipendente da w. )

Si verifica che A & autoaggiunto; indicando con {E,} la
famiglia di proiettori che interviene nella rappresentazione
spettrale di A, poniamo u; = E,u. Si verifica facilmente che
u) gode delle proprieta (@), (), (y), (3) richieste.

Lemma 3. - Per le coppie di punti <, v €T, (cfr. lemma 1)
vale la seguente relazione (dell’energia)

P T’
1 1 ,
®  Flue)F— 5w+ [l w0 Pt = [ o), wons.
24 L4
Indichiamo con J. (¢ parametro reale > 0) un operatore

di regolarizzazione, operante su funzioni di ¢, (—oo < < 4 o0)
con valori in uno spazio di Banach B, cosi definito:

+oo
Tt = e [ (et — ENg(E)E



QUALCHE RISULTATO RIGUARDO ALLE EQUAZIONI, ECC. b

dove k & una funzione reale non negativa, pari, indefinita-
mente derivabile, nulla fuori di un intervallo limitato. Se

g(t) € Lby(— oo, L oo; B) (co>p=1), & J.g(t) € Lb(— oo.
+oo; B)esiha lim J[(g9)=g(t), sempre in Lf,.(—oc, 4o0o; B).

]

Per ogni numero reale A, consideriamo l’operatore di
proiezione E, introdotto nel lemma 2. Esso rappresenta una
applicazione continua N(Q) — N*(Q). Ponendo w, ()= E, u(t),
se u(t)€EL®(0, v; N(Q)) si ha u,(¢) €L®(0, 7; N'(Q)). Se v(?)
¢ una funzione definita per —oo< ¢t < 400, con valori nello
spazio N(Q), localmente sommabile, si ha evidentemente
B, Jojv=J . E,v; se v(t) ha derivata localmente sommabile,

come funzione con valori in N(Q), si ha poi %Elv(t)zEl%v(t).

Consideriamo dunque la relazione (4) essendo </, ©”€T,.
Imitando un procedimento seguito nel lavoro [4], indichiamo
con u*(t) una funzione definita per —co <t < + oc, lineare
rispetto a t, con valori in N(Q), coincidente con u(¢) agli
estremi dell’intervallo (¢’ :—i %”). Indichiamo poi con w(t)
una funzione definita per — oo < ¢t < 4 oo nulla per ¢t <+
e per t = ©”, coincidente con u(t) — u*(¢) nell’intervallo ' —i t”.
Poniamo u(t) = u®*(t) + Jow(t), w(t) = Eawult), uy(t)= Eu*(),
wi(t) = Exw(t), un(t)=Eru(t)=us (t)+ ExJiw(t)=us (t) + Jiws(t),

Prendiamo ora, nella (4), v(t)=u,.(t), essendo evidente
che questa funzione soddisfa alle condizioni volute dal lem-
ma 2. Facciamo quindi tendere ¢ a zero; per comoditd stu-
dieremo il comportamento al limite di alcuni termini sepa-
ratamente. Si ha dapprima

[(u(t), “le(t))]:j:’ — [ (u(t), wa(8)dt = [(ux(t), u;\e(t))]:::’ -

— [ ey, wienat = ot wi ) + Sy —

[ i
[W't 0, Lurt)+ 2 Put)at =
— | (ux () + wn(t), a;“x()‘l"d—t cwn(D)di =

T
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= 0@ [ — | 0@ 4 [t), Pn@] - — 3 ([ P —
— [ (smtty— T2une), G on)at — ey, Truen) T —

!
!

— [, &It = 5| =3 ) —

-‘-/
L4

- [ (wnt) — TEun(t), ()t — [ (wntt), & Twepar.

PN

In questa espressione il primo dei due integrali é infini-

\

tesimo al tendere di ¢ a zero. Infatti ¢ lim J:w;(f)= w,(f)

E—>0
in L?(0, ©; N(Q)). Consideriamo ora l’ultimo integrale; esso
é nullo per ogni valore di . Infatti

!

[y, 2 Ttunerat = [, 3 Tt =

<!

= [ (Jaw(?), d%szl(t))dt =0.

—00
Pertanto, al tendere di ¢ a zero, il gruppo di termini con-

siderato converge verso %]ul(r”) |2 — % | s (') |2 Per il ter-
mine successivo abbiamo
' P4
Tim [ (@lt), WDt = [ (), wrts
T,

Infatti & ), = u’ (t) 4+ J-w, (t); ora, come si verifica fa-
cilmente, J:w,(t) converge verso w;(t) in L2*(z, ©”; N*(Q)).
Si ha poi, applicando la proprieta (y) dell’operatore di proie-
zione E, (cfr. lemma 2),

T/t ot

] / ((u(®), wm(@))dt = p [ I} wa(?) ||*dt.

T’
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Passando all’ultimo termine a primo membro, abbiamo

L4 ot

lim [b(u(t), wlt), wf)dt = fb(u(t» uld), w(t)dt.

E=—>0
/

Infatti si ottiene, per la (2)

14

| [ Bt w(t), wnlt) — w()df | < / | att) oy || 008) || fnsE) —

ad 1 i R
N ) : 2
— u;\(t) |L4(Q)dt S{ [l u(t) l;f(u)dt} { [l u(t) hzdt;

{ [ | ure(f) — ua(t) |10 dt }4'

Applicando la (1) all’ultimo fattore, si trova facilmente che
esso é infinitesimo al tendere di ¢ a zero.
Si constata poi immediatamente che

tim (o), wioat = [ (00, it

Dai risultati ottenuti si ricava la relazione

Ldd

L) — @ [+ p [ P+

T

+ [ b(u(t), u(t), w\(¥))dt = [ (f(@), w(t)dt.
w o

Facciamo ora tendere A a - ©°. Per la proprieta (8)
(lemma 2) si ha lim |uy(?) [2=1{u(t)|*. Inoltre & per la

» — 40
(e @) llm@ I < [lu@ il lim [[u)|]F= [ u)]|? Si pué

feadd

dunque applicare all’integrale [||u;(¢)||?d¢ il teorema di Le-

L4

besgue. In base a considerazioni analoghe a quella fatte per
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T’

il limite (6) si vede che anche nell’integrale [ b(u(t), u(t), u,(t))dt

si pud passare al limite sotto il segno. Poiché & identica-
mente b(u(t), u(t), w(t)) =0, tale limite ¢ nullo. Per I’inte-
grale a secondo membro, il passaggio al limite & banale.

La (5) risulta dunque dimostrata.

Dalla (5) possiamo ora trarre alcune importanti conse-
guenze.

Anzitutto, fissata una funzione wu(t), soluzione debole nel-
Pintervallo (0— ), sull’insieme T, la funzionme |wu(?)|* risulta
limitata. Ritorniamo ora alla (4), valida per ogni </, v €T,
¢ prendiamo »(f)= w € N*(Q), costante rispetto a ¢. Si ha
immediatamente, per ogni z* € (01— 1),

l’im [(u(t"), w) — (w(z), w)]=0.
('r”, L;-G_?l':;

Poiché N*(Q) & denso in N(Q), questa relazione, unita con
la limitatezza di |u(?)|* ci dice che wu(f) risulta debolmente
continua nell’insieme 7T, e che la sua definizione pud essere
modificata nei restanti punti, in modo che essa risulti debol-
mente continua in tutto l’intervallo (01— 7). .

Con questa premessa si pud allora evidentemente affer-
mare la validita della (4) ogni coppia di punti 7/, t” €(0—i1),
per funzioni v(¢) soddisfacenti sempre alle condizioni (a) e
(b). Osserviamo ora che nella dimostrazione del lemma 3 ab-
biamo wutilizzato esclusivamente la (4), senza far ricorso diret-
tamente ad alcuna proprieta di limite della u(¢) per ¢t — </, z”.
Se dunque le (4) vale senza alcuna restrizione, ripetendo let-
teralmente la dimostrazione del lemma 3 possiamo concludere
che anche la (5) vale per ogni coppia di punti +', v” compresi
nell’intervallo (01— <) percid | u(¢)| & continua. D’altra parte,
per noti risultati sugli spazi di Hilbert, 1a continuitd debole
unita alla continuitid della norma implica la continuitd forte.
Possiamo riassumere quanto detto nel seguente enunciato.

TroreMA 1. - Le soluzioni deboli definite nell’intervallo
(0 1—1 <), modificate eventualmente in un sottoinsieme di mi.
sura nullae, risultano (fortemente) continue come funzioni di
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t con valori in N(Q). Inoltre per ogni coppia di punti ', <”
contenuti in detto intervallo vale la (5).

D’ora in poi, parlando di soluzioni deboli, intenderemo
che esse siano definite in modo da risultare continue in
N(Q).

OsservAZIONE. 11 risultato espresso in questo teorema si
puo estendere al caso 3-dimensionale a patto di aggiungere
Pipotesi: u(t) € L*(0, t; L*(Q)). Nel caso 2-dimensionale questa

relazione, in virtua della (1), ¢ conseguenza delle ipotesi am-
messe per la u(t).

ProBLEMA MiIsTO. Il problema misto (secondo Hadamard)
congiste ora nel trovare la soluzione debole definita per
0 <<t << che per t=—0 assume un valore prescritto in N(Q).
Nella nota [3] é dimostrato che questo problema ha una ed
una sola soluzione ). La dimostrazione si pud facilmente adat-
tare a mettere in evidenza anche la dipendenza continua
della soluzione dai valori iniziali in N(Q). Oltre a cid noi
dimostreremo il seguente

TeoreMA 2. - Nellipotesi che il campo Q sie limitato, la
soluzione del problema misto, per un fissato t = 0, dipende
con continuitd dat valori imiziali, nella topologia debole di
N(Q).

Premettiamo un importante lemma di E. Hopf, che enun-
ceremo nella forma piu adatta per il nostro scopo

Lemma 4. - Sie {u,(t)} una successione di funzioni con
U, (t) € LX(0, ©; N(Q)) NL2(0, ©; N(Q)), dove Q é un campo
limitato. Si supponga inolire che le norme, in entrambi questi

(1) La formulazione del problema in [3] presenta qualche differenza
rispetto a quella qui adottata, nella definizione delle varietd corrispon-
denti alla N(Q) e N1(Q). Comunque, anche prescindendo dal fatto che,
almeno per campi sufficientemente regolari, le due definizioni coinci-
dono, si vede immediatamente che la dimostrazione ivi svolta si adatta,
negli stessi termini ,alla formulazione presente.
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spazi, siano limitate e che wu,(t) converga debolmente in
N(Q), per ogni t€ (0:— t), verso una funzione u(t). Allora
la successione {u,(t)} converge wverso wu(t) fortemente in
L0, ©; N(Q)).

Per la dimostrazione, rimandiamo al lavoro [1]?2).

Sia dunque {@,} una successione di elementi di N (L), con-
vergente debolmente verso a. Indichiamo con {u,(f)} la suc-
cessione delle soluzioni tali che u,(0)—a,, con u(f) la solu-
zione tale che u#(0)=a. Per dimostrare che, fissato t= 0,
{u,(2)} converge debolmente verso u(t), procederemo in que-
sto modo: dimostreremo che da wuna qualsiasi successione
parziale estratta da {u,(f)} si pud estrarre una nuova suc-
cessione parziale convergente debolmente verso u(?).

Indicata, per semplicitd, ancora con {u,(t)} una succes-
sione parziale, cominciamo col dimostrare che da essa si
pud estrarre una ulteriore successione parziale debolmente
convergente in N(Q) per ogni fissato ¢, fortemente convergente
in L*(0, ; N(Q)) e debolmente convergente in L*(0, 7; N*(Q)).
Applicando la (5) si vede facilmente che |u,(f)| & limitata
al variare di # e di ¢. Prendiamo dunque un elemento « € N*(Q)
(fisso al vaviare di t). In virta della (5), abbiamo, per ogni
coppia di punti ', € (01— ), (£ <1t"):

t’/
(nlt"), ) — (nlt), 0) = — [ { (nl®), W) +
&
trr
+ Bun(t), ualt), 0)} df + [ (), wit.

t’

Da questa, tenendo presenti le diseguaglianze (1), (2) e la

(2) La dimostrazione, del resto, si ottiene facilmente notando che:
I) preso un ¢ >0 si puo trovare un A >0 tale che (con le notazioni
del lemma 2) si abbia per ogni ue N(Q): u *<<!E;u 24-¢ u |2 IT) essendo
Q limitato, il proiettore F; & completamente continuo.
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relazione b(u, v, w)=— —b(u, w, v), si ottiene:

”

[t ) — (), )] < / (e ) |0 +

tr

Tt 1L<u>|w.|)dt+|w|[|f(t

¢ trr

<jwi| éu+iun(t)!¥|lunf)x|dt+IWI[l ft)| at.
t t

Indicando con J/ l'estremo superiore di p - |wu,(f)| per
n=1, 2, 3, ...; t€(01—1 1) si ha

| ("), w) — (un(t), w) | =

"
L t

— ' —|w| [ 110 at

t

M]l-

<] ) [uu,.twdt}

Da questa maggiorazione risulta che la successione
{(ua(t), w)} & costituita di funzioni egualmente continue;
da essa si pud estrarre una successione parziale uniforme-
mente convergente. Preso ora un insieme numerabile {w;} di
elementi di N*(Q), denso in N*(Q), utilizzando il consueto pro-
cedimento diagonale, si puo trovare una successione parziale
{u, (t)} tale che {(u, (), w;)} converga, uniformemente ri-
spetto a ¢, per ogni j. Tenendo conto del fatto che |wu,(f)|
é limitato al variare di ¢ ed =, si ha subito la convergenza
di {u, ()} nella topologia debole di N(Q), uniformemente
al variare di ¢. Sia u*(¢) la funzione limite.

Possiamo poi imporre, evidentemente, alla successione
{unk(t)} di convergere debolmente (verso w*(t)) in L?*(0, ©; N*(Q)).

Per ogni t€ (01— t) e per ogni indice n,, presa comun-
que una funzione v(¢) soddisfacente alle condizioni (a) e (b),
vale I’eguaglianza:

t

(Uma®)y o) — @ni> (0) + / {— (Ung(0), VD) +
0 t

- g, A0 - B, smgt, v 0 = [ (), .
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Si ha ora, per le proprietd della successione {u,,k(t)}

lim (), o(8) = (WO(1), 0(6)
.t ¢
Jim [ Gontn), v)n = [ ), D

o

t t
lim [ (@t o))y = / (o), vn))dn.

o [}

Dimostriamo che

t t
M tim [ bl wmn), oty = [ s, wsempetman

1] (]

Si pud scrivere:
t t
[ S, i, vtnran — [[vcwsen), when, weaan =
0 , 0
= [ Bty (n) — 4¥0), ), 0

+ [ 3, ) — w2, ot

L’ultimo integrale & infinitesimo perché {u,,k(t)} converge
debolmente verso 4*(n) in L*(0, v; N*(Q)); consideriamo il pri-
mo integrale. Si ha:

t

| / ‘ b(uﬂk(‘rl) - u.(n)y unk(‘n)9 v("))d'f] l b

o
4

< / | unwa() — w*) |80y || () || | ¥(0) |80y

o
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Poiche | v(n) |40y si mantiene limitato, applicando la dise-
guaglianza di Schwarz bastera dimostrare che

t

lim | | uu(n) — %) [4a)dn = 0.
k— 00

0

Per la (1) abbiamo

t t
[ ) — ¥t B < 2% [ o) — w0 | | st) —
0 : .
— wn) | dn < 22| [ | unylr) — wr) P

t i
11 id — ot P |

Poiche il lemma 4 ci assicura la convergenza di u,,k(t) in
L%(0, =; N(Q)) questa ultima espressione é infinitesima. Resta
pertanto dimostrata la (7).

La funzione limite u*(t) soddisfa allora all’equazione

t
(), v(t) — (s, »(0) + [ {— (u*(n), vM) + p((w®(n), v(m) +

t
Bk, w¥(), o)) dn = [ (), ofm)an.

Quindi u*(t) é soluzione del problema misto corrispondente al

N\

valore iniziale @. Poiché questa é unica si ha wu*(t)=— u(t).
Resta percio dimostrata la convergenza della successione estrat-
ta verso u(t). ‘

Il teorema 2 & utile nella risoluzione del seguente problema.

PROBLEMA DELLE SOLUZIONI PERIODICHE. Supponiamo che
f(£) € Lio{— oo, + oo; L*(Q)) e che sia periodica con periodo 1.
Si domanda se esiste una funzione u(t) € L(— oc, 4 oco; N(Q)),



14 G1ovaxyy: Iners

€ Lige(—oc, +oct N1 Qn, periodice coni periodo 1 che soddisfi
alla

r+°°
(8) | =ttty )+ et wit) +
—oo 4x
+ bu(t), u(t), v(t)' dt = ](f(t;, v't))dt

fante

per ogni v(t) che sia: (a*) continua come funzione con valori
in N (Q), (b*) derivabile con derirata r'(t €L 1—oc, 4-oc; N (Q)),
(c*) nulla fuori di un intervallo finito.

Cominciamo col dimostrare il

LeEMMA 5. - Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una
funzione continua con ralori in N(Q), € Lije(— oc, 4+ oco; NY{(Q)),
periodica di periodo 1, sia soluzione del problema posto ¢ che
essa sia una soluzione debole nell'intervallo (0 — 1).

La necessita é ovvia; per dimostrare la sufficienza, conside-
riamo una qualunque funzione v(t) soddisfacente alle (a*)
(b*) (e*).

La uit) soddisfa, per ipotesi, alla (5) nell’intervallo (0:— 1);
prendiamo " =0, " = 1. Per la periodicita di w(t) e di f(t)
si avrd, preso un intero & qualsiasi,

k

(u(k), (k) — (w(k — 1), v(k — 1)) + / i — (u(t), v(t) +

k—1 k
+ pl(ul®), v(@) + blult), u(t), v(t)! dt = ’ (f(2), v(t))at.
k—1

Sommando membro a membro rispetto a &k (i termini diversi
da zero saranno solo in numere finito), si ottiene la (8).

Indichiamo con T la trasformazione di N(Q) in s& cosi
definita: T(«)= wil), dove u(t) ¢ soluzione del problema misto
individuata dalla condizione u{(0)= «.

Leaya 6. - Se Q ¢ limitato la trasformazione T muta in
s¢ ogni sfera di raggio sufficientemente grande ¢ centro nel-
Uorigine di N(Q).
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Indicando con ¢ la costante dell'immersione N'(Q) — N(Q),
applicando la (5), (valida come abbiamo visto, per ogni coppia
<, 7 € (0 — 1)) si ottiene facilmente

vy

u(l)| =|T(a)| <|a'e -+
t

t
+ [ e | fr) [ faleme 4 11 an

(]

Bastera allora cousiderare in N(() una sfera chiusa g con
1

centro nell’origine e raggio R= (1-—e-)~* j| f(m) | dv, per

0

ottenere che la trasformazione 7 la muti in se.
Siamo ora in grado di dare una risposta al problema delie
soluzioni periodiche almeno per quanto riguarda Vesistenza.
Per il lemma 5 il problema ¢é ricondotto a quello della
ricerea dei punti uniti della trasfermazione 7 in N(Q). La
sfera Ty, che viene mutata in se dalla T. é compatta neila
topologia debole ed &, evidentemente. un insieme convesso.
I1 teorema 2 assicura che T ¢ continua nella topologia debole.

Applicando il noto teorema di Tychonov, si conelude:

TeEOREMA 3. - Neli'ipotesi ehe Q sia limitato, esiste almeno
unae soluzione periodica.
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