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UN TEOREMA DI APPROSSIMAZIONE

PER LE FUNZIONI CONTINUE RISPETTO

A UNA VARIABILE E MISURABILI

RISPETTO ALL’ALTRA

Nota *) di GIORGIO LETTA (a Pisa) * *)

Se X, Y sono intervalli chiusi e limitati della retta, e f è una
funzione numerica finita, definita nel rettangolo X X Y, si

dice che f è continua rispetto alla seconda vacriabile e misurabile

rispetto alla prima, se sono soddisfatte le due condizioni seguenti :

a) per quasi ogni x E X, la funzione parziale f (x, ~ ) è con-
tinua in Y;

b) per ogni y E Y, la funzione parziale f( . , y) è misurabile
(secondo Lebesgue) in X.

Per successioni di funzioni di tale tipo, G. Stampacchia ha
introdotto il concetto di convergenza quasi uniforme di tipo
semiregolare, e ha dimostrato in proposito un notevole teo-

rema [1].
La nozione di funzione continua rispetto a una variabile e

misurabile rispetto all’altra, e il teorema di G. Stampacchia,
sono stati estesi in [2] in senso « astratto » : cioè col sostituire al-
l’intervallo X un opportuno spazio di misura, e all’intervallo Y
un opportuno spazio topologico.

Nella presenta nota, riprendendo le ipotesi di [2], si dimostra

*) Pervenuta in redazione il 20 aprile 1965.
Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Università, Pisa.

**) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca Ma-
tematica del C.N.R.
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un teorema di approssimazione (teor. (1.5)), secondo il quale
ogni funzione continua rispetto alla seconda variabile e misura-
bile rispetto alla prima è limite, nel senso della convergenza

quasi uniforme di tipo semiregolare, y di una successione di fun-

zioni, ciascuna delle quali è somma di un numero finito di funzioni
del tipo

con A sottoinsieme misurabile di X e g funzione continua in Y

(dove XA denota la funzione caratteristica di A).
Nel caso banale in cui lo spazio Y si riduca ad un punto, il

teorema degenera nel ben noto teorema di approssimazione di
una funzione misurabile mediante funzioni semplici.

Come esempio di applicazione, si fa vedere come, nell’ipo-
tesi in cui lo spazio X sia dotato anch’esso di un’opportuna
struttura topologica, sia possibile dedurre dal teorema di ap-

prossimazione (come immediato suo corollario) un teorema

(teor. (2.1 ) ), che estende alla presente situazione « astratta » il

noto teorema di G. Scorza Dragoni [3], riguardante la quasi-
continuità di tipo semiregolare di una funzione continua rispetto
a una variabile e misurabile rispetto all’altra.

I. - Siano : X un insieme, k una misura esterna finita nel-
l’insieme delle parti di X, £ la o-algebra delle parti di X misura-
bili (secondo Carathéodory) rispetto a ~,. Siano, inoltre, Y uno
spazio topologico metrizzabile, compatto, di tipo numerabile,
d una metrica compatibile con la topologia di Y~ H un sottoin-
sieme numerabile di Y, ovunque denso in Y.

Denoteremo con Il (cfr. [2], n. 3) la inisura esterna nell’in-

sieme delle parti di S = X x Y, definita, ponendo, per ogni
E C S,

(dove prlE designa la prima proiezione dell’insieme E).
Denoteremo con qY il sottospazio vettoriale dello spazio

vettoriale Rx di tutte le funzioni numeriche finite definite in 8,
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costituito dalle funzioni f E Rs che soddisfano alle due condizioni

seguenti :

(1.2) per ogni x E X, la f unzione parziale f (x, -) è con-

tinua in Y;

(1.3 ) per ogni y E H, la f unzione parziale f( . , y) è misurabile

in (X, C).

Denoteremo con ~o il sottospazio vettoriale di R~’ generato
dalle funzioni f della f orma :

con A E C e g continua in Y. Evidentemente è un sottospazio
di 

Sussiste il seguente teorema di approssimazione :

(1.5) TEOREMA : Nelle ipotesi sopra precisate, ogni funzione di
cg è limite, rispetto alla convergenza p-quasi uni f orme 1), di una

successione di f unzioni di cg,, .

Alla dimostrazione del teorema (1.5) premettiamo il seguente

(1.6) LEMMA: Nelle ipotesi di (1.5), se f E ’U, è possibile, per
ogni e &#x3E; 0 e ogni a) &#x3E; 0, determinare un insieme I di C, con A(I)  8,
e una partizione finita (A,)i  ; C m di X - I, costituita da in-

siemi di C, in modo tale che, per ogni coppia x, x’ di punti di X - I
appartenenti a uno stesso insieme Ai (1  i  m), risulti

Dim. del lemma (1.6): Per ogni intero n, si ponga:

1) Nel senso specificato in [2], n. 1.
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Per 1-quasi ogni x E X, f (x, ~ ) è uniformemente continua in Y,
sicchè risulta gn(x) ~, 0. La successione (gn) di funzioni misura-

bili in (X, H) converge dunque in misura verso zero (rispetto a ~,).
Pertanto, fissati e &#x3E; 0, o) &#x3E; 0, esiste un intero p tale che

Sia ( U j ), c ~ c n un ricoprimento finito dai 1-", costituito da

insiemi aperti, non vuoti, di diametro minore e per ogni
j (1  j  n) sia y; un punto di Uj n H.

Sia J un insieme dei £ , con 1(J)  ~/2, tale che le funzioni
f( . , y;) (1  j  n) siano equilimitate in X - J; e si ponga

Sia infine una partizione finita di X - I, costi-

tuita da insiemi di C, tale che ciascuna delle funzioni f ( ~ ,y;)
(1 C j C n) abbia oscillazione minore di o)13 su ciascuno degli
insiemi Ai (1  i  m). Si ha  e. Inoltre, se x, x’ sono

punti di X - I appartenenti a uno stesso insieme Ao risulta

Ciò prova la tesi.

DIJI. del teorema (1.5): Sia f E Senza ledere la generalità,
si può supporre che f (x, ~ ) sia continua in Y per ogni x E X.

Per ogni intero n si determinino, a norma di (~.6)y un insieme
t, con Â(In)  2-n, e una partizione finita di

X - In, costituita da insiemi di £, in modo tale che, per ogni
coppia x, x’ di punti di X - In appartenenti a uno stesso in-
sieme A’! (1  i  m (n ) ), risulti

Scelto, per ogni n e ogni i (1  i C m(n», un punto a; E A i, 9
si denoti con In la funzione (appartenente a definita da:
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Posto Io = lim supn I n, risulta )w(Io) = 0. Inoltre, per ogni
x E X - Io, la successione ( f n(x, ~ )) converge uniformemente in
Y verso la funzione f (~, ~ ). Conseguentemente ([2], teor. (2.4))
la successione converge ,u-quasi uniformemente in- verso
la funzione f .

2. - Mantenendo tutte le ipotesi del n. 1, supporremo ora,
ulteriormente, che X sia dotato di una struttura topologica, e
considereremo lo spazio _ .X x Y munito della topologia
prodotto. Diremo che una funzione numerica finita f, definita

in S, è p-quasi continuac se, per ogni e &#x3E; 0, esiste un insieme

E z ~’, con  s, tale che la restrizione di f al sottospazio
S - E sia continua.

Sussiste il seguente teorema, nel quale è contenuto come caso
particolare il teorema di G. Scorza Dragoni [3], citato nella

introduzione.

(2.1) misura esterna ~, è legata alla topologia
di X dalla seguente condizione di compatibitità :

allora ogni funzione di V è lí-quasi continua.

Drnz. : In virtù di ( 2 . 2 ), ogni funzione della forma (1.4) è

p-quasi continua. Essendo l’insieme delle funzioni p-quasi con-
tinue un sottospazio vettoriale di Rs, chiuso rispetto alla conver-
genza p-quasi uniforme, la tesi segue applicando (1.5).

3. - Nei paragrafi precedenti abbiamo considerato soltanto
funzioni definite nell’intero prodotto cartesiano 8 = .X X Y. I
risultati conseguiti sono peraltro applicabili anche al caso di una
funzione definita su un opportuno sottoinsieme di S, grazie al

seguente teorema di prolungamento, il quale consente di esten-
dere una siffatta funzione all’intero spazio S, conservandone inal-
terate le proprietà di continuità e di misurabilità parziali.

(3.1) TEOREMA: Nelle ipotesi del n. 1, sia f funzione
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numerica finita, definita in un sottoinsieme E di X X Y. Si sup-
pongano verificate le condizioni seguenti :

(3.2) per A-quasi ogni x E X, la sezione E(x) - ~ y E ~?": (x, y) E
E E} è un sottoinsieme di Y coincidente con l’aderenza del proprio
interno, e la f unzione parziale f (x, ~ ) (ivi definita) è continua ;

(3.3) per ogni y E H, la sezione E(y) = {x E H: (x, y) E un

sottoinsieme di X A-misurabile, e la f unzione parziale f(., y)
(ivi definita) è misurabile rispetto ad L.

g c -1

D~:M:.: Senza ledere la generalità, si può assumere la condi-
zione (3.2) con le parole « per ogni x » in luogo delle parole « per

k-quasi
Essendo

si può anche supporre che sia X.

Si ponga allora:

Per ogni x E X, la funzione g(x, ~ ) è continua in Y, in virtù
del teorema di estensione di Tietze-Urysohn (cfr. [4], 4.5.1).

Rimane da provare che, per ogni fissato y E H, la funzione

g( . , y ) è misurabile in (X, £).

Essendo, invero

risulta, per ogni a E R,

t alchè la funzione m - d(y, è misurabile in (X, C).
Analogamente, posto
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risulta, per ogni a E R,

ciò che dimostra la misurabilità della funzione h( . , y).
Ne segue la tesi.
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