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SOLUZIONI PERIODICHE

DELL’EQUAZIONE DELLE ONDE
CON TERMINE DISSIPATIVO NON LINEARE

di GIOVANNI PRODI (a Pisa) *)

Sia S~ un aperto limitato di Rn; sia t) una funzione
definita in SZ X .R, periodica rispetto a t di periodo T. Con-
sidero qui il problema dell’esistenza di soluzioni t) perio-
diche rispetto a t con lo stesso periodo T, dell’equazione

dove è

4 operatore di Laplace

con la condizione al contorno ujàp = 0.
L’esistenza di una ed una sola soluzione periodica è stata

da me dimostrata in un lavoro del 1956 [5] nell’ipotesi che p
abbia rapporto incrementale compreso fra due costanti posi-
tive. Recentemente, G. Prouse [6] ha dimostrato l’esistenza

ed unicità, per il caso di un termine della = u’ +
-~- nell’ipotesi che la dimensione dell’aperto D non sia
superiore a 5.

Qui dimostro che la tesi sussiste nel caso di una # mono-
tona e divergente come una arbitraria potenza di esponente
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di questo lavoro 1’Air Force Office of Scientific Research OAR con il

Grant AFEOAR 65-42.

Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Università, Pisa.



38

~O &#x3E; 1, e senza alcuna restrizione per la dimensione dello spazio.
Le difficoltà particolari presentate dal problema consistono in
questo: è relativamente facile ottenere maggiorazioni di tipo
integrale per u’(t), mentre non è agevole ottenere, da queste,
maggiorazioni per la stessa incognita u(t). Ma ciò invece è

possibile in modo ovvio nel caso di una u(t) a valore medio
nullo; la tecnica usata consiste pertanto nell’assumere come
nuova incognita la funzione 

-

Mentre la v(t) soddisfa ad una equazione analoga alla (1),
ma risulta a valor medio nullo, per valor medio V di u(t) si

ottiene una equazione del tipo di Poisson, con secondo mem-
bro in Poichè è 1  (~O + 1)/e  2, la risoluzione di
questa equazione presenta qualche difficoltà nel caso di un

aperto S~ qualsiasi. Pertanto, nei § § 1 e 2 suppongo il campo
Sz di classe 2; nel § 3, seguendo un’indicazione fornitami da
G. Stampacchia, tolgo ogni ipotesi di regolarità su S~. Il pro-
blema di Cauchy per l’equazione (1) è stato ampiamente stu-
diato da J. L. Lions e W. Strauss [4] [3]; successivamente

a G. Andreassi e G. Torelli [2] è stato possibile migliorare, in
una direzione, i risultati dei predetti A.A. togliendo l’ipotesi
che P siamo monotona (e sostituendola con una condizione di
tipo asintotico). Anche per il problema delle soluzioni perio-
diche si pone il quesito se si possa garantire l’esistenza di una
soluzione (prescindendo dall’unicità) in ipotesi di tipo esclusi-
vamente asintotico sul termine Il quesito si presenta tanto
più spontaneamente, in quanto solo in un punto la dimostra-
zione dell’esistenza utilizza la monotonia di ~8. Non mi è stato
possibile, tuttavia, di dare una risposta.

1. - Supponiamo che la funzione reale ~8 definita in Rabbia
queste proprietà:

i) ~8 sia continua e monotona in senso stretto

~i) Esista un numero ~O &#x3E; 1 tale che, per ~ ~ :~: oo si
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abbia:

Per p &#x3E; 1, k intero &#x3E; 1, indichiamo, con Wk»p lo spazio
delle funzioni reali che hanno derivate fino all’ordine k a p-esi-
ma potenza sommabile in D con la consueta norma; 
indicherà la chiusura dello spazio M(Q) (spazio delle funzioni

indefinitamente derivabili, a supporto compatto in D) in 
Indichiamo con lo spazio duale di + 1/p’ = 1).
So u E LP, v E 9 con 1/p + 1 /p’ = 1 , porremo:

Se u E L$ , scriveremo :

Per u, v E porremo :

Pertanto Il u li, in è una norma equivalente a quella
indotta da -W1.~. Per spazi diversi L2 e da W1·~, accanto al sim-
bolo della norma, indicheremo lo spazio a cui la norma si ri-
ferisce.

Se B è uno spazio di Banach, indi-

chiamo con L2,(T; B) lo spazio delle funzioni di t fortemente

misurabili, a valori in B, periodiche con periodo T e a p-esima
potenza sommabile in ogni intervallo di periodicità. Dato

ancora uno spazio di Banach B, useremo, con abuso di lin-

guaggio, il medesimo simbolo B per indicare l’insieme delle

funzioni di variabile reale a valori in B e costanti.

Sia ora SQ lo spazio delle funzioni v di variabile reale, a

1) La scrittura indica che il rapporto fra ed è

compreso, per I E 1 abbastanza grande, fra due costanti positive.
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valori vettoriali, periodiche di periodo T e tali che

Supponiamo poi che:

Consideriamo una funzione reale u appartenente ad 8,9)
EB poichè - L1 (inteso nel senso delle distribuzioni)
definisce un’applicazione continua di in ~-i,(e+i)/e~ si

riconosce facilmente che f appartengono a

~-i,(c+i)/c). Quindi la (1) potrà essere intesa nel senso
delle distribuzioni, di variabile indipendente reale, a valori

in 

Vale allora il

TEOREMA 1. - Se un aperto limitato di 2, e ge val-
gono le ipotesi i) ii) iii), l’equazione (1) ha una ed una sola solu-
zione (periodica di periodo T) nello 8, @ 

Applicando i valor medio di ambo i membri della (1) (ciò
che ha certamente senso, trattandosi di distribuzioni vetto-

riali periodiche) ed eseguendo la sostituzione (2), tenendo conto
del fatto che u’ = v’, si ottiene l’equazione:

(in cui il soprassegno indica il valor medio). Qui è U E 
Sottraendo poi membro a membro dalla (1) si ricava:

avendo posto g = f - f. Il sistema (3), (4) è manifestamente
equivalente al problema posto se U E 9 v 
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Per risolvere la (4) è opportuno trasformarla in una equa-
zione di forma integrale. Si verifica f acilmente che la (4) equi-
vale alla:

supposta verificata per ogni a) e n *112. Questa equivale,
ancora,, ad imporre che per ogni 9 periodica con periodo T,
tale che Wl/2) n e n

n L2)@ si abbia (convenendo, qui e nel seguito, di omet-
tere l’indicazione degli estremi di integrazione ogni volta che
l’integrale è fatto su un periodo):

2. - Risolviamo ora la (4) utilizzando il metodo di Ga-

lerkin-Faedo. Sia una successione di elementi di fl i

linearmente indipendenti, le cui combinazioni lineari siano un

insieme denso in Cerchiamo, per ogni intero m &#x3E; 0,
m

una funzione vm(i) - che soddisfi alla (5) per
1

ro - ... , COn- Si abbia cioè:

con k = 1, 2, ..., m. Questa fornisce un sistema differenziale

per Om,2(t), ..., sistema che può essere messo in
forma normale, a motivo dell’indipendenza lineare delle (j)k.

Ora, si vede facilmente che il sistema (7) ammette una (ed una
sola) soluzione periodica di periodo T; ciò può essere dimostrato,
ad esempio, con il metodo di Leary-Schauder, facendo inter-
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venire il sistema, dipendente dal parametro A E [0,1],

m

dove v. ha sempre la forma vm(t) = i. 
1

Notiamo ora che, per A = 0, questo sistema è lineare ed ha
una ed una sola soluzione, qualunque sia ~; la maggiorazione
a priori (uniforme rispetto a Â) delle sue soluzioni per m fissato
non presenta difficoltà.

Dalla (7) si deduce che la soluzione vm ha valor medio nullo.
Infatti, integrando la (7) su un periodo e tenendo conto del
fatto che V = 0, si ottiene:

ciò che comporta, evidentemente, vm = 0.
Passiamo ora ad ottenere maggiorazioni per vm , indipendenti

da m. Moltiplicando la (7) membro a membro per 0’
sommando rispetto all’indice k e integrando su un intervallo
[7:’, z"] (7:’  -r") si ottiene:

Facendo, in particolare, z’ = 0, r" = T, si ricava:

Osserviamo ora ehe, in virtù dell’ipoteai Zi) esistono due
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costanti positive 8,h, tali che, per [ $ ) I &#x3E; ò si ha j8(~)~ 
Pertanto, y per ogni vale la disuguaglianza:

dove si è posto H = + . Applicando questa

alla (9) si ottiene:

Da questa si deduce immediatamente la limitazione:

dove la costante el è indipendente da m. Poichè vm ha valor
medio nullo, da questa si ottiene la limitazione:

dove anche e2 dipende solo dai dati del problema.
Consideriamo ancora la (7); moltiplicando membro a mem-

bro per sommando rispetto a k e integrando su un

periodo, otteniamo:

Teniamo ora presente che (come si deduce dall’ipotesi ii)
esistono due costanti positive k, g tali che i  g -f- k ~ ~ ~.
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Allora, dalla (12) si ha:

Teniamo ora presente che, avendo Q misura finita, Le+~

è immerso in L2 con continuità; applicando le (10) e (11) si

vede che esiste una costante 0,, dipendente solo dai dati del
problema tale che:

Ritorniamo ora alla (8); integrando rispetto a i’, membro
a membro, nell’intervallo [7:" - T, 7:"], e tenendo conto della (10)
e della (13) si constata che esiste una costante C1, dipendente
solo dai dati del problema, tale che:

Allora (procedendo come Lions e Strauss ([3], [4] ) ) pos-
siamo estrarre una successione parziale Vv tale che:

v,, converge debolmente in L-(T; Wl) verso un ele-

mento v (qui la topologia debole è quella che proviene dal
considerare L°° (T ; Wl,2) come spazio duale di Ll(T; W1~~) ).

v’ converge debolmente (in senso analogo a quello ora
visto) in L°° (T ; L2), e converge pure debolmente in Le+1(T; Le+’).

converge debolmente in L(Q+l)/Q (T ; .Lce+1»e) verso un
elemento (pertanto converge debolmente in 

verso 7~).
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Dalla (7) si ricava allora facilmente la relazione:

r

per ogni funzione yh(t)ccy essendo le y(t) funzioni perio-
i

diche di periodo T dotate di derivate prime continue. Tenuto
conto della proprietà di densità della famiglia si deduce
che la (15) vale per ogni 99 di periodo T e tale che :

Dunque, per poter affermare che v è soluzione del nostro
problema, nella forma espressa dalla (6), basta mostrare che:

Applicando un risultato di G. Torelli [8] 2) alla (15) si ot-

tiene la relazione:

che si può scrivere, considerando che v’ = 0 , y

2) Notiamo che il risultato, sufficiente ai nostri scopi, espresso dalla
(16) si può ottenere con dimostrazione più semplice di quella del teo-
rema di G. Torelli, dal momento che, volendo qui ottenere la « rela-
zione dell’energia » per l’intervallo di periodicità, vengono a mancare
i termini di frontiera.
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Da questa e dalla (9) otteniamo:

Si ha ora:

Per la (18) questa espressione è infinitesima. Essendo ~8
monotona in senso stretto e continua, ciò comporta la conver-
genza di fl(v§(z, t)) verso t)) in misura, nel cilindro

Q X [0, T]. Pertanto è h(t) = 

Dunque, la (4), (o le equivalenti (5), (6)), ammette una
soluzione. Dimostriamo che essa è unica (sempre nello spazio B(1).

Siano dunque soluzioni della (6); posto v, - w,
si ha:

per ogDi p tale che i

Applicando il citato teorema di G. Torelli si ottiene:
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e da questa si ottiene, avendo v’ 1 e v’ 2 valor medio nullo,

Essendo j3 monotona in senso stretto, si ha v((t) = vá(t) e,
infine, ricordando che Ul = U, = O, vl(t) = 

Risolta la (4), passiamo ora alla (3) tenendo conto che

tanto f quanto #(v’) sono in Z(s+i)/p.

Avendo supposto il campo Q sia di classe 2, da noti risul-
tati (Agmon [1]) segue che la (3) possiede una ed una sola
soluzione ’~ in Il teorema 1 risulta dunque dimostrato.

OSSERVAZIONE. - Il risultato ora citato, relativo alle equa-
zioni di tipo elittico, permette di affermare che la soluzione u
della (3) appartiene allo spazio Dunque la soluzione
del nostro problema appartiene ad SQ Ef) W-,(Q+l)le).

3. - Nel caso di un aperto Q limitato qualsiasi la risolu-
zione del problema di Diriehlet per l’equazione di Poisson

presenta qualche difficoltà se si prende h E L9 con 1  p  2.

Il seguente esempio mostra che, già per un campo a fron-
tiera lipschitziana, non si ha in generale unicità della solu-

zione nello spazio 
Preso un numero a, con 1 /2  a  1, si consideri, nel piano,

il settore circolare A rappresentato in coordinate polari (O, 0)
dalle disuguaglianze: 0pl,00 e, in esso, la fun-

zione armonica 0) = (pz - sen a0.
Si verifica senza difficoltà che u e non appena è

C 2 . Dunque, per ogni E 1 4 3 si può trovare unp 
a + 

P g p / C p

campo piano con frontiera lipschitziana tale che in esso la

soluzione del problema di Dirichlet per la (19) non sia unica.
Occorre dunque sostituire a uno spazio più ristretto

in cui la soluzione del problema di Dirichlet per la (19), con
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h  p  2) esista e sia unica, prescindendo da ogni
ipotesi di regolarità su il Ciò è possibile in virtù del seguente

LEMMA. 2013 Q aperto limitato Rn. con-

12 l’operatore - LI di in Z~ (1  p  2), defi-
nito dapprima nell’insieme e tali che - A u sia in L2.

Questo operatore ammette un prolungamento quale sta-
biÌi8C6 isomorfismo suo dominio di definiz one V p e lo
spazio Lp. Pertanto la (19) ha, per qualunque h c- Lz,, una ed
una sola soluzione in V,.

Indichiamo con p’ l’esponente coniugato di p; si avrà

dunque p’ &#x3E; 2. In base ad un risultato di G. Stampacchia
([7] th. 4.1) la restrizione dell’operatore di Green G = (- 
: allo spazio ~f-~’~ definisce un operatore conti-

nuo tra e LI, dove r è un numero &#x3E; 2, che è arbi-

trario se è p’ &#x3E; n, minore o uguale derlesponente di Sobolev
relativo a p’ se è p’  n (In quest’ultimo caso è dunque 1/r &#x3E;
&#x3E; llp’ - lln). In entrambi i casi si può porre r = p’.

Pertanto, dall’ applicazione continua G : Li,’, si de-
duce, per dualità, un’applicazione continua 0*: 

Ora, come si verifica facilmente, 0* coincide con G su L2;
inoltre G* è iniettiva, essendo ottenuta per dualità da una ap-
plicazione con immagine densa. L’operatore (6~)~ è chiuso,
come inverso di un operatore continuo; il dominio di defini-

zione, che indichiamo con coincide - ovviamente - con

l’immagine dell’applicazione G* in Esso è il minimo pro-

lungamento chiuso di - A, come si vede subito notando che L2
è denso in Poichè G* coincide con G in L2 9 u = Gh è, per
ogni h c- L-v, soluzione dell’equazione (19) nel senso delle di-

stribuzioni. 111 lemma è cosi dimostrato.

Ritorniamo alla (1), nelI’ipotesi che D sia un aperto limi-
tato qualunque, cercando una soluzione nello spazio 
Si ottiene ancora la decomposizione nel sistema (3) e (4), dove
ora le (3) è posta nello spazio Per il lemma, la (3) ha
una ed una soluzione ~ in Tenendo presente che la
soluzione della (4) è stata trovata senza alcuna ipotesi di rego-
larità su Q, si ha il seguente
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TEOREMA 2. - Nel caso di un aperto limitato qualsiasi SZ,
l’equazione (1) ha una ed una sola soluzione periodica (di periodo
T) appartenente allo spazio ~Se EB 
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