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SUL PROLUNGAMENTO D’UNA MISURA
DEFINITA SU UN PRODOTTO INFINITO-II

FRANCO CHERSI *)

SUMMARY - This is the sequel to a note having the same title (see [2]). In sec-

tion 1, a necessary and sufficient conditions is given (see (1.2) and (1.3)) for
the extension of u to a unique measnre on the o-algebra ac (), whioh ooin-
oides with /* on 7U; in seotion 2, two examples are given, of which the
seoond has son1e connection with the « general prodaot measures » by Elliot
and Morse (see (3)) ; in the last seotion a oounter-example by E. De Giorgi
is reported.

Sia T un insieme non numerabile, e per ogni t E T sia (Xt, stlt)
uno spazio misurabile ; siano l’insieme prodotto degli Xt ed A
la 6-algebra prodotto delle a-algebre At. Diciamo la classe delle

parti di D della forma II Aty con che chiameremo « tubi »,
tET

ed 7~ la classe delle loro unioni finite. Un tubo .F = Il At non
tET

appartiene ad A, a meno che sia At = Xt per « quasi tutti » i

valori di t (cioè escluso al più un insieme numerabile di valori 1).
La presente nota si occupa del problema seguente : assegnata una
misura finita p su (D, stl), ed indicata con la misura esterna

da essa indotta, esiste un prolungamento di p alla a-algebra a ( f )
(ossia generata che coincida con ~c~ su 7u ’.3 Nel paragrafo 1

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di Ricerca del Comitato per la
Matematica del C. N. R..

Indirizzo dell’Autore : Istituto di Matematica, Università, Pisa.
1) È ben noto ohe difficoltà di questo tipo si presentano nella teoria dei

prooessi stocastioi.
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si dà una condizione necessaria e sufficiente amnchè ciò avvenga ;
nel paragrafo 2 si danno due esempi di casi in cui la condizione

è verificata ; nel paragrafo 3 si riporta un controesempio, dovuto
ad E. De Giorgi e non pubblicato altrove. Per le notazioni ed i

risultati qui presupposti, rimando alla precedente nota con lo stesso
titolo (v. [2]).

Ringrazio i professori E. De Giorgi e G. Letta per utilissimi

consigli.

1. Se E è un reticolo di parti d’un insieme, e ~, una funzione

reale definita su E, crescente 2), 0, diremo (seguendo
Barbuti [1], pag. 148) che A è regolare internamente se, per ogni
coppia A, B di elementi di .6 con A c B, risulta

(1.1) PROPOSIZIONE. Se p è una misura finita su A), detta
, la restrizione di l/lE al reticolo , y Â. è regolare internamente.

DIMOS1’RAZIONE. Poichè , è anche finita e modulare (v. [2],
teor. 1), basta dimostrare che, per ogni y risulta

dove H’ è il complementare di .g in D e A (il) ,u (D). (Vedi Let-
ta [5], (2.5)).

Sia H =-- U Ei, dove I è finito ed Ei = fl T prt 1 (At, i), At, i E EI tET , ,

è un tubo non vuoto. Sia S una parte numerabile di T tale che
sia A (.H ) ,u ( Cs (g )) ([2], lemma 3).

basso, per ogni e &#x3E; O esiste una parte finita di SI tale

che, posto pr-1 ), risulti ,u (F ) &#x3E; ,u ((08 H »’) - B,
yE P t E Iy(t) r

2) In senso debole.



141

(1.2) TEOREMA. Se ,u è una misura finita su (Q, A), sono equi-
valenti le seguenti condizioni :

(a) Esiste una, ed una sola, misura v sulla a-algebra a 
la quale coincida con ,u~ su 9~u.

(b) Per ogni successione decrescente 3) di elementi di 7u
tale che sia === 0y risulta lim p* 0.

n n

DIMOS’1‘RAZIoNE. È ovvio che (a) implica (b). Che (b) implichi
(a) deriva dal teorema III di Barbuti [1] (pag. 152), tenendo conto
del fatto che è modulare su JU e della proposizione prece-
dente 4).

(1.3) OSSERVAZIONE. Se è verificata la condizione (b), la misura

v è un prolungamento di p. Infatti, detta 92 la classe dei rettangoli
misurabili di ,S2 (nel senso di Halmos [4], pag. 154), risulta ~ 
e quindi A = a (~) e o ( ~ ), con inclusione propria ; sull’anello 92~
è v ~CC’~ ,u~ quindi v ,u su sfl = a 

2. In questo paragrafo diamo due esempi di casi, molto parti-
colari ma non banali, in cui la condizione (b) è verificata.

(2.1) ESEMPIO I. Per ogni t sia Xt un insieme finito, ed Sllt
l’algebra (e a,algebra) di tutte le parti di Xt ; essendo Xt finito,
At è anche una classe compatta (vedi per es. Pfanzagl e Pierlo

[6], (1.1)). È facile provare che, in tal caso, 9: è una classe com-
patta di parti di S ; quindi anche g:u lo è (v. [6], (1.4)). In questo
caso, qualunque sia la misura p su sfl), ,u’~ verifica la condi-

zione (b).

(2.2) Sia p una misura su (Q, sil) con p 1. La

classe degli insiemi E 9: con p* (E) 1 è stabile per l’intersezione
numerabile.

3) In senso debole.
4) Si veda anche [5], prop. (3.8) e (2.7).
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DIMOSTRAZIONE. Se E - t n (At), con At E At, ~C~ (.E ) m- 1

equivale a p (At)) 1 per ogni t E T (questo deriva, in modo

ovvio, dal lemma 3 di [2], per es.). Consideriamo una successione

(2.3) LEMMA. Se Fn è una successione decrescente di elementi

di 7u, y con u’ &#x3E; 0 per ogni n ed == o, esiste una suc-
n

cessione Gn E 7U tale che :

DIMOSTRAZIONE. Se è c Fn U con E CJ, pos-
k 

’ ’

siamo rappresentare come U .F’+1 l (+1, in modo che
1 

’ ’

ciascun i sia contenuto in almeno uno degli perchè
n,. Supposto ciò per ogni n, sia gn #k: p* (Fn, k) &#x3E; 0~

e Gli k K n Fn, k . Sono ovvie le proprietà 1), 2) e 4) ; per la 3),

se 
E 
U ciascun Ft).+, l è contenuto in un 

1 E Kn+1 
’ ’ ’

con (Fn, k) &#x3E; 0, da cui c Gn.

(2.4) PROPOSIZIONE. Sia p come in (2.2). La condizione seguente:
(c) « E E ~, ,r,c*‘ (E ) &#x3E; 0 =&#x3E; t E ( Ct (E )) C 1 ~ è numerabile »

implica la (b).

DIMOSTRAZIONE. Sia una successione decrescente di ele-

menti di 9u , con n Fn o. Se, per n &#x3E; n, è ,u (.Fn) 0, la (b) è
n

verificata ; se invece per ogni n è (Fn) &#x3E; 0, grazie al lemma (2.3)
possiamo supporre che sia Fn - U con Fn, k E J e (Fn k) &#x3E; 0.

Per la (o), esiste una parte numerabile ~S di T tale che sia
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fl Cs (Fn) fl G Q ; ma, essendo ,‘(G)1 ciò implica ,u(fi Cs(Fn)) 0
n 

. 

,i

(v. [4], 17.A) ossia lim C (08 (Fn)) 0 e dunque 0.
n n

(2.5) ESEMPIO II. Per ogni t sia una misura su (Xt , silt) con

,ut (Xt) 1, e sia ,c~ la misura prodotto delle ,ut (vedi per es. [4],
38.2). Allora p verifica la condizione (c) e quindi la (b).

DIMOS1’RAZIONE. Sia E E 9 con ()&#x3E;0; esiste 9 parte
numerabile di T, tale che, per ogni parte numerabile 8 di T con-
tenente sia ~cc ( Cs (.E )) ,u ( Cs~ (.E )) ~C~ (E ) (v. [2], lemma 3).
Se l’insieme V - (t E T : ~c (Ct (E))  1 ( non fosse numerabile, esi-
sterebbe in esso un posto si avrebbe 08 (E) :z:c

assurdo.

Anzi, da quanto precede risulta che è TT e 81; è facile vedere

che V è proprio il minimo degli Si .

(2.6) OSSERVAZIONI. I) La condizione (c) assicura 1’esistenza

del prolungamento v ; però (e) implica che, per F E 9~, può essere
v (1~’ ) &#x3E; 0 solo se 1 per « quasi tu tti » i valori di t. Nel

caso dell’esempio II, ciò significa : se 14’ II At , con può
tET

solo se 1 per quasi tutti i t. Tuttavia

questa circostanza non rende banale il prolungamento, nel senso
che la a-algebra a (J) non si raggiunge col completamento p)
di Infatti sia F= t f T (At) un tubo « stretto », cioè

per ogni t E IT non numerabile, ma con ,u~ (1~ ) &#x3E; 0 (per
es., 1 nel caso della misura prodotto si abbia ,ut (At) 1 per ogni t).
Se fosse FEA, sarebbe U N con A EA ed 1V e 

(v. [4], 13.B); allora A ma l’unico elemento di s4 contenuto
in 14’ è l’insieme vuoto, quindi F - N con ,u*‘ (N) 0, contro l’ipotesi.

II) Quando verifica la condizione (b), ogni insieme .1~’ II At ,
tET

con At E risulta dunque v-misurabile. Se ,u è come nell’esempio
li, da v (F) = p* (F) = p ( Cs (h’ )) (con ~S opportuna parte numerabile
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per t ~ ~S ; vedi (2.5)).
Quindi, nel caso della misura prodotto, abbiamo trovato, per

altra via, un risultato analogo a quelli di Elliott e Morse in [3J.

3. Se p è una misura finita su (Q, sil), ~C~ sulla classe 9: è in
ogni caso continua dall’alto in 0 5) ; ma può mancare la continuità
dall’alto su 9u 1 cioè la condizione (b), come mostra il seguente
esempio suggerito da E. De Giorgi.

Siano : T = [0, 1], =====[0,1] di Bo-

rel di X, per ogni t E 1’ ; (S .) (X T T ). Sia f l’applicazione
di X in Q che ad associa la funzione costante T -1-- X,
mz (t) - z ; sia E f (X ). Si infatti, sia B E C)3 ;
fissato comunque t E T, consi deriam o R = pr71 (B) E (R) B ;
quindi f -1 (,~) è una a-algebra che contiene C)3; d’altronde

( pr§i 1 (B)) : t E T, B E ~~, e quindi (f -1 =-==

f w (a ~ ~rt 1 (B)~ ) f -1 (.~). Detta 1 la misura di Lebesgue su

(, Y) sia IA la misura su (il, sil) definita da C (A) 1 ( f -1 (A))
per A E A; allora p* non soddisfa la condizione (b).

Infatti, per n, k interi con n ~ 1 ed 1 c k C 2n, 1 t E T, sia
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