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IL PROBLEMA DELLE PRECESSIONI
GENERALIZZATE REGOLARI ELLITTIOCHE
PER UN SOLIDO PESANTE ASIMMETRICO

CARMELO TOTARO *)

In una memoria !) del 1963, G. Grioli ha introdotto il concetto
di precessione generalizzata.

Si pud allora porre il problema della ricerca di precessioni
generalizzate, dinamicamente possibili, per un solido pesante asim-
metrico C.

Nel presente lavoro, sviluppo un metodo che conduce alla ca-
ratterizzazione dinamica di una speciale classe di precessioni ge-
neralizzate che ho chiamato precessiont generalizzate regolari ellittiche,
o brevemente, moti 2, .

Determino cosi un nuovo insieme di moti %P, e ritrovo altri
movimenti, dello stesso tipo, gia segnalati e studiati in una mia
precedente nota 2).

1. Seguendo G. Grioli !), si indichi con e = || & || (r,s =1, 2, 3)
una matrice di ordine tre ad elementi indipendenti dal tempo.

*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. 7.

Indirizzo dell’Autore: Istituto Matematico della Universitd di Messina.

1) G. GrioLl, Qualche teorema di cinematica dei moti rigidi, « Rend. Acc. Naz.
dei Lincei», ser. VIII, vol. XXXIV, fasc. 6 (1963).

2) C. ToTARO, Precessioni generalizzate regolari ellittiche per un solido pesante
asimmeirico, « Rend. del Sem. Mat. dell'Universita di Padova», vol. XL (1968).
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Si dicono moti di precessione generalizzata tutti e solo quelli
per i quali
1) ‘ 0w = ve + uk,

ove ® & la velocitd angolare di un corpo C nel suo moto intorno
ad un punto 0 di un riferimento &, » e u due quantitd secalari
dipendenti, eventualmente, dal tempo, ¢ un versore solidale con J
e k un versore solidale con C.

Se, in particolare, » e u sono indipendenti dal tempo si parlera
di precessioni generalizzate regolari.

In quest’ultimo caso la (1) puo sostituirsi con la

2 o0 =c¢+ K,

ove K & un vettore, in generale non unitario, solidale con C.

Basta, a tale scopo, dividere la (1) per » e mutare (1/»)¢ in
ee (urk in K.

Nella ricerca di tutte le precessioni generalizzate regolari per
un corpo asimmetrico pesante si e condotti a considerare il sot-
toinsieme di moti che si ottengono da (2) imponende ad ®w questa
altra condizione

(3) o=0w0*+acos y+ bsiny,

ove ©*,a,b sono vettori arbitrari solidali con C e y & un para-
metro dipendente dal tempo.

Si vede subito che Iestremo P di 0, » descrive, rispetto a C,
una ellisse ed 0, ©* ne individua il centro; a e b, vettori non pa-
ralleli, costituiscono una possibile coppia di semidiametri coniugati.
In particolare, se si verifica la condizione a >< b = 0, i detti vettori
costituiscono una coppia di semiasst.

Con la trasformazione cos y = (1 — 7?)/(1 4 7%), sin y = 2t/(1 + ?)
8i pud pure scrivere
m=A2‘2‘|‘A1T+Ao

(3 ) 12 + 1 )
ove
(4) A,=0"—a, A, =2b, Aj=0*+a

e con t funzione del tempo.
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Dird precessioni generalizzate regolari ellittiche o brevemente moti
P, tutti i movimenti di un solido @ che soddisfano simultaneamente
alla (2) e alla (3).

2. Le equazioni fondamentali per la determinazione dei movi-
menti, intorno ad 0, di un solido pesante C sono

060 + ®Aow = 0G*Ac
(5)

ct+ore=0,
per le quali valgono questi due integrali primi

ow X e =1k,
(6)
om <X ® — 2¢ <X 0G* = 2E.

In (5) ed in tutto il seguito, ¢ ha ormai il significato di versore
della verticale discendente; o & lomografia d’inerzia; OG* il pro-
dotto del modulo del peso per la coordinata vettoriale OG del ba-
ricentro @ di C;k,la componente costante del momento delle quan-
titd di moto secondo ¢; F la costante dell’energia.

Con lo scopo di determinare movimenti 7P, per il solido pesante
@ si cominci col sostituire la (2) in (5) e (6):

o0 + © A o = 0G* A (s0 — K)

e + oA (eo —K) =0
am X (eo — K) =k,
om <X ® — 2 (v — K) < 0G* = 2E.

Dalle (5”), con la sostituzione di (3’) e la moltiplicazione per
due vettori arbitrari u e v diversi da zero, si ottiene

y = @4T4+@313+@2T2+@17+@0_
= Q7+ Q7+ Q -

Ryt Ry 4 Ry Ryt 4K,
- S R e !

(7)
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avendo posto

M, =0A,AA, + 0G* A (A, — K)

M, =0A,AA +0A AL, + OG*AEA,

(8) M, = 0A,AA -+ oA, AN+ 0AgA A+ 0G*A[e (A, 1A ) — 2K]
M, =cA AA, oA, AA,+ OG* A €A,

M,=0A,AA;+ 0G* A (A, — K)

M, = (A, — K)A A,

M;= (A, —K)AA, |- eA A A,

(9) M, = (A, —K)AA)+ (A —K)A A, + A, A A,
M,= (A, —K)AA, A A4

M, = (A, — K) A A,

' N, = — oA, = — 20b
(10) s N, =20(A; — A)) = — 4oa
N, =o0A, = 20Db
| Ny = —¢eA, = — 2¢b
(11) s N, =2¢eA;, — A) = — 4ea

( N, =¢A; = 2¢b
e successivamente
(12) uxM=%, uxXNy=Qs, VX M;=Ri, VX Ny=dJy

(i=0,1,2 3,4 (J=0,1,2).
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Da (7) e da (6"), per Varbitrarietd di 7, segue

(13)

(14)

(15)

Py Sy — Ry Oy = 0

Py Sy + Py, — (Ry Q) + Ry Qy) = 0

PuSo + Pa Sy + Py Sy — (R, Qo + Ry QO + Ry Q) = 0
Py Sy + P Sy + Py Sy — (Ry Qp + Ry Oy + R, By) = 0
Py Sy + Py S1 A+ Py Sy — (Ry Qo + Ry Qy + Ry Q) = 0
Py Sy + Po Sy — (Ry Qo + R Q) = 0

\g’oCSo"‘%oQo=0

o0* < (e0* — K)+ oca <X ca=k,
oa < (¢0* — K) 4 o0* < ea =0
ob < (e0* — K) 4 c0* <X eb=0

ob < ea + oa < b =0

\ oa < ea=ocb <¢ebh

o0* < o* 4+ oa < a — 2 (ev* — K) < 0G* = 2F
ow* <X a —ea <X 0G* =0
ow* < b —eb < 0G*=0

oa < a=o0ob x<b

ga <X b=0.

Approfittando dell’arbitrarietd di u e v, conviene trasformare le
(13) per sostituirle con pitt semplici condizioni di compatibilita.
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La (13,) si pud scrivere in questi due modi

v < [ <X No) M, — (u < M,) No] =0

(16)
uX[(vX N)M, —(v<x M,)Nj]=0,

da cui segue

g (< No) M, — (u < M,) N,=0
17)

(VX No)M, — (v <X M,)N,=0.
Poich® & sempre N, = 20b & 0, da (17,) si ha
(18) M,=mXN,,

ove m & un coefficiente di proporzionalita.
Dopo cido, da (17,) si ottiene

(19) VX Ny(M, —m Ny)=0.
Supposto N, = 2¢b =0, si ha
(20) M4 =m NO .
Procedendo analogamente da (13,) si ottiene
M,=m" N,

(21)

M, =m’ Ny,
ove m’ & un coefficiente di proporzionalita.

Da (13,), mettendo in evidenza prima u e poi v, si ottengono
queste due equazioni

V<X Ny(Mg +mN,) — v < (M +m N)N, =0

22)
( uXxXNy(My;+mN,)—ux Mg+ mN,) N,=0.

Da (22,), supposte non nulle le parentesi rotonde, si ha
(23) M;=m""Ny—mN,,

ove m’’ & un terzo coefficiente di proporzionalita,
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Sostituendo in (22,), si ottiene 3)
(24) M;=m'"" Ny—m N,.
Da (13;), con procedimento analogo, si ha

(VX No(M; —m’ N,) — v < (M, —m’ N)N;=0
(25)
uwx< Ny (M, —m" N)) —uax M, —m’N,) Ny=0.

Dalla prima, supposte non nulle le parentesi rotonde, segue
(26) M, =m""N,+m'N,,
con m’’’ coefficiente di proporzionalita.
Sostituendo in (25,), si ha
(27) M, =m"" Ny+m'N,.
Da (13,), segue :
VX Ny (My 4+ m’”” Ny) — v < (My 4 m”” N) Ng =10

(28)
u < Ny (M, + m”” Np) — u < (My 4+ m”” N,;) Ny = 0.

Come prima, si trova
(29) S M, = mv N, —m’" N,

| M, = m~ N, —m”” N,.
Da (13;), segue
(30) (m'" +m")ym < (v < N;-Ny—v <X Np-N)=0.
Poicheé non pud essere N, || N, segue

(31) m’’ = —m’,

3) B quasi superfluo osservare che il caso escluso delle parentesi rotonde
uguali & zero risulta compreso in (23) e (24) e si ottiene per m'’ = 0. Analoga
osservazione si pud fare nel seguito.
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Da (13,) segue
(32) (mv 4+ m’ 4+ m)u < (v < N;-Nyg— V<X Ny-N,) =0

e quindi
(33) my = — (m -+ m’).

Riassumendo, si hanno le seguenti condizioni di compatibilita
M,=mN, M,=mN,

M;=m'" Ny—mN, M;,=m"N,—mN,

B4 (M,=—(m-+m)Ny—m"’ N, My==—(m-+m’)Ng—m’"N,

M, = —m" Ny+m’ N, M, = —m’ No+m'N,

My=m" N, M,=m'N,.
Per mezzo di queste condizioni, da (7), segue
(35) T =—m® —m"t+ m’.

Conviene sostituire le condizioni di compatibilita (34) con le seguenti
del tutto equivalenti

M, = — (m -+ m’) Ng—m" N, M,=—(m+ m’)N,—m"N,
M, + M,=(m+ m’) N, M, + My=(m + m') N,

M, — M,=(m—m’)N, M,—My=(m—m’)N,

M, + M, =—(m—m’) N, M;+M,=—(m—m)N,

M, — M, =2m"Ny— (m 4+ m’) N, M3 — M, =2m” Ny — (m 4 m’)N, .
Per brevita si ponga

(37) m-4m =s, m—m’ =s,.
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Tenendo conto di (4), (8), (9), (10), (11) e (37) le (36) possono
seriversi pil esplicitamente :

(e0* —K)Ao* —eana 4 2ébAb = — s, ¢b 4 2m”" ea
(co* — K)Aow* +eara=s, ¢ch
(o* —K)aa + eaA@* = — s, ¢b
(e0* —K)AD 4 cb A 0* = s, ea
eaAb+ebra=—m"eb—s, ca

(36%)
c0* A w* —oaAna 4 20bAb 4 0G* A (e0* — K)= — s, 0b + 2m" 0a
c0*A0*+oaAa -+ 0G* A (c0* — K) =5, ob
ow*Aa 4 oaA©* + 0G*Aea = —s,0b
o0*Ab+ obAo* + 0G*Aebh= s,0a
oa Ab4+ocbaa =—m"cb— s 0a.

3. Nel caso o* = 0 le (36’), le (14) e le (15) divengono

ebab=m"ca hAb — O0G*AK =m" oa
eaAa=:s,¢eb oana — OG*AK =s, ob

(38) s,eh =Kaa 8,00 = — OG* A ea
s,ea =—Kab 8,00 = 0G* A &b
eaAb 4 ebaa=—m"eb — s, ea,0nAb + cbAra=—m"ch—s, oa
ca X ea =k, [oa < a-+ 2K < 0G*=2E
saax<K=0 ea < 0G* =0

(39) (cbxK=0 (40) (&b < 0G* =0
ob X e+ oax<eb=0 ca <X a=93bx<b
oa < ea = ob < &b | oa <X b =0.
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Evidentemente se, con una conveniente scelta dei parametri dispo-
nibili, si riesce a soddisfare le (38) e conseguentemente pure le (39)
e (40), si ottengono movimenti P, di C la cui legge temporale segue
da (35). I calcoli successivi esprimono una possibile maniera di sod-
disfare le condizioni dette.

Sostituendo le (38;,) in (38;,5) 8i ha

(Kaa4+m"EKyaAb=0, (Kab-+s K)yaa=0
(41)

Kaa+m"K)yaa—(KAab+s, K)ab=0.

Dalle prime due segue gh=Kaa 4 m"K, og’a=KaAb + s, K, ove
o e o’ sono due coefficienti di proporzionalita.

Sostituendo in (41,), si trova ¢’ = — g e pertanto bisogna scri-
vere pill semplicemente

ob=Karat+mK
(42)

—oa=Kab 4 s K
Eliminando da queste due il vettore b, si ottiene
(43) *— K*a+ (K< a4 ps) K=0.

Poiche a e K sono da ritenere non paralleli, perch® altrimenti si
ricadrebbe nel caso escluso eb = 0, segue

(44) *=K?, Kx<a=—pgs,.

Da (40,;) si ha che OG* & parallelo al prodotto eéa Aeb e quindi,
tenendo presenti le (38;,), (42:) e (44), si ottiene

N\

o, 0a%sin® aK
- 2
83

(45) oG* K,

ove g, & un nuovo coefficiente di proporzionalitad. Posto

Fa
« _ 01 00%sin®aK

2 )
82

(46) 4
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si pud scrivere pilt concisamente

(457) 06* = o* K.

Da (38,3), per mezzo di (45%),(38;,), (44) e (42,) si ha
s2oa= — "o (s, K+ on)

(47)
s20b = —o* oK Aa.

Eliminando b con la (42,), si ha pure

m=—o"es; K
(48) ,

x (K Aa)=—m"s!dK,
ove 8i & posto
(49) x =80+ 0" %

191

Per passare alla rappresentazione cartesiana si introduca la terna
T = 0&yl costituita con gli assi principali d’inerzia di @ relativi
ad 0 e siano 4,B,C(4 < B < 0) i rispettivi momenti principali
d’inerzia. Con riferimento a C, si indichino le terne delle componenti
cartesiane dei vari vettori apponendo, ai simboli che li rappresentano,

gli indici 1,2 e 3 ordinatamente. Si osservi pure che

n 0 0 s34 + o* * 0
49) z=|" % 0= O sB+etd
0 0 25 0 0

Da (48,) segue

1

K, K, K.
(50) “1=—Q*98171’ g =—¢ 93172v g =—2¢ 931_:'

B0+t e
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Sostituendo nella (48,) si ha

(C— B)yy Ky Ky = — p Ayp 23 Ky
(51) (0—A)p, B3 K, = po Byrsuy K,
(B—A) 13 Ky Ky = — po Oy 25 Ky
da cui segue
K BOw 12 e CAp 7,

—(—4a)B—-4y =B—4)(C=B’

ABuj 73

0

~ (C—B)(0— 4)

K} =
ove u,=m"/o* 0s,.

Tali valori delle K.-2 sono manifestamente inaccettabili.
Tuttavia & possibile soddisfare le (51) scegliendo, ad esempio ¢)

(52) K,=0 X =82B 4 o* 0*=0.
Dopo cio, dalle (50) si ha

o(B— A)a,
Bs, ’

Q(C—B)a3.

(63) K,=— =
1

K2=0, K3=

Sostituendo in (44) si ottiene

(B— AP a? 4 (C — Bpra2 = Bs?

(54)

(B— A) a®* — (C — B)a = Bs?,
da cui
(55) a,= Ry R, s,, a3 = Ry Rys,.

Sostituendo successivamente in (53), segue

(56) K, =— oRy, K, =0, Ky = offy,

4) Si osservi, incidentalmente, ohe la (52,), tenuto conto di (44,) e 49"),
permette il calcolo del modulo di K: o= B2 43| 0G*|*,
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ove per brevita si & posto

(87)
. = =
Da (42,), per mezzo di (55) e (56), 8i ha
by = — (B3 ay + R, m")
(58) by= R, By,
by = — (R, ay — Ry m").

Tenendo conto di (52,), le (47) divengono

oa = B (8, K 4 oa)
(59) M
oh=—Knaa.
[

Ricordando poi le (55), (56) e (58) si puo verificare che la prima di
queste relazioni & identicamente soddisfatta mentre dalla seconda si ha

(65%) a, = R, Rgm”.

Dopo cio le (68) divengono

(60) by=—RyR,m", by,=R, Rys,, by=— R, Rzm".
Da (45’), eliminando o* con (52,), segue

2 2

8! L
(61) 0G* = ?‘ BR,, 06f=0, 06G%=— i B&,.

Queste ultime esprimono sostanzialmente le condizioni struttu-
rali che devono verificarsi nel caso di integralita parziale di Hess.

13
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Per mezzo di (42,), (44), (45’) e (47) si puo verificare che le equa-
zioni (38¢7.10) Sono identicamente soddisfatte.

Le equazioni (38;,) possono invece soddisfarsi approfittando
dell’arbitrarietd di ¢; anzi, in generale, & possibile determinare sei
delle nove ¢, .

Restano infine le equazioni (39) e (40). Da (39,) e (40,) si ha

o* o® a? sin® aK . 2285 — o’ sin’ aK
— 3 y 2B=¢%p 3 )
82 82

(62> k.=

mentre le rimanenti equazioni (39) e (40) sono identicamente sod-
disfatte.

E ormai facile, sostituendo in (3) e (2) le (42) e le (385.4), scri-
vere le formule fondamentali che caratterizzano una classe di mo-
vimenti %,, dinamicamente possibili, per il solito pesante C:

A 144
(D=aCOSZ+K—a+uSinx
(63)
A
c=——-——~9a_|—8‘Kcos;g+K a sin y — K,
L) 82

ove a e K sono dati da (565), (55") e (56); 8, , m’/ sono arbitrari,
mentre le due rimanenti costanti s, e ¢ devono soddisfare ad una
delle equazioni (61). Inoltre

1— 72

(64) COoS y = i‘+—12 y

sin y = 2

14+
sono funzioni del tempo definite dal fatto che r dev’essere solu-
zione dell’equazione (35) e I'integrazione di questa introduce un’altra
costante arbitraria. Altra costante d’integrazione si ottiene quando
8i vuole passare alle coordinate di posizione di C. In definitiva si
hanno cinque costanti arbitrarie. Perd bisogna tenere conto della
condizione ¢> =1 e del fatto che vi sono oco! coppie di diametri
coniugati che danno luogo alla medesima ellisse. Per togliere questa
arbitrarierd non essenziale, e conseguire, ad un tempo, una pil
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semplice rappresentazione dei moti (63) conviene imporre la condi-
zione che a e b abbiano il significato di semiassi dell’ellisse descritta
dal secondo estremo di 0, .

Poiche

(65) axb=—s m’,

si riconosce che la detta condizione equivale a supporre nullo uno
dei due parametri s, e m’’.

Quindi in definitiva, da (63) seguono, come si vedra esplicita-
mente dagli sviluppi dei nn. successivi, due classi distinte di oco3
movimenti.

Dal punto di vista della teoria delle precessioni generalizzate
conviene pure, oltre alle (63), dare le formule che caratterizzano
Pomografia ¢. Si tratta, in effetti, di esplicitare la (2), tenendo conto
delle (63) medesime. Data D’arbitrarietd di y si ottiene:

0 s
sa=;2—<a—|-—g‘—K)
(66)
s(KA&—}—m”K):%KAa.
2

Poiche da queste seguono sei equazioni scalari, tre delle nove e,
(r,8 =1, 2, 3) restano arbitrarie, cio®, in generale, i moti (63) pos-
sono descriversi come precessioni generalizzate in co3 modi diversi.

Tenute presenti le espressioni di a; e b; date da (55), (55%) e
(60), si riconosce subito che bisogna escludere senz’altro l’eventua-
lita 8, = m’’ = 0. Segue pertanto da (66) che ¢ non pud mai ridursi
ad una omotetia e quindi si conferma, anche in questo modo, il
noto risultato ®) di impossibilita, per un solido pesante asimmetrico,
di precessioni regolari con asse di precessione verticale.

5) G. GRIOLI, Esistenza e determinazione delle precessioni regolari dinamicamente
possibili per un solido pesante asimmetrico, Ann, di Mat., ser. IV, t. XXVI, fasc. 3-4
(1947).
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Infine, si osservi che per le (63) & soddisfatta la condizione di
Hess: 0G < 00 = 0.
4. Caso s, =0, ciod m 4 m’ = 0.

Da (55) segue a, = a; = 0; le componenti di K, date da (56),
rimangono inalterate ; invece dalle (60) risulta b, = 0.
Infine I’equazione (35) diviene

(67) T+ m® 4+ m’ v m=0.

Dopo queste specificazioni alla soluzione (63) si pud dare la seguente
forma cartesiana

p=—R,EB,m’”’siny, g=R, Rym'’cosy, r=—R,Ry3m’ siny,

R R
ci=—9(—~%’~im"sinx—ﬁi1),
(68) R. Rum’’
02=——9 12wtm o8 7,
R, R, &R
‘c3=—9(—1—27;——lm”sinx—|—e‘7i3).

Da (68) seguono oo® movimenti.
Con riferimento a tali movimenti da (66) si ha

! 4

’ o= 2m 8
(69) .
(e(KAa—l—m"K)=2mKAa
ciod
. e _E( _ o R
1 2m R, \' 2m R,
0 R
(70) €= &y om - R—; &1
. e _ B[ _ o Ry
3 2m B, \*  2m R,
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5. OCaso m’’ = 0.

In questo secondo caso, le (55) e (56) rimangono inalterate,
mentre (55') e (60) si semplificano cosl

(71) a,=0, b, =0, by=R, Rys,, by=0.
L’equazione (35) assume la forma

(72) t 4+ m® — m’ = 0.

Quindi le (63) divengono :

p=R,R, s, cosy, q= R, Rys,siny, r=Ry,Rys,co08 g

AR, R, gs
ci=—1§’—‘—s—;cosx+ee7h

08, .
02=R1R38—2‘smx

csz—é’—s—;cosx——gﬂl3.

Tale soluzione, a meno di qualche segno dovuto alla diversa
posizione di G rispetto agli assi 0£%, coincide con una soluzione
segnalata in una mia precedente nota (?).
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