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QUALCHE PROPRIETA E APPLICAZIONE
DI SISTEMI DI VETTORI DEFINITI
SU UNA SUPERFIOCIE

TUuLL1I0O VALENT *)

Nel presente lavoro viene discusso il problema dell’esistenza di
soluzioni per un sistema di equazioni integrali, in relazione alla
geometria della superficie di integrazione, allo scopo, tra D’altro, di
vedere entro quali limiti si possono pensare equivalenti una condi-
zione di carattere integrale e una di carattere puntuale.

Cid pud rilevarsi utile in questioni connesse con una imposta-
zione di tipo integrale di problemi di Meccanica ; in particolare nella
teoria matematica dell’equilibrio elastico, ove permette di dimostrare
la possibilitd di inversione del teorema di Menabrea nel caso dell’ap-
poggio unilaterale liscio.

1. Sia X una superficie semplice generalmente regolare, orientata,
limitata, di area finita secondo Lebesgue, e sia N il versore della
normale (orientata) a 3.

Sia P il punto variabile su 2 e 0 un punto prefissato dello spazio.

Consideriamo il seguente sistema di equazioni integrali nella
funzione incognita ¢ (P):

qud2=v

(1) *
quA OPd>=w
2

*) Lavoro eseguito nell’ambito dei Gruppi di ricerca del Comitato Nazionale
per la matematica del C.N.R.
Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico — Universitda — Padova.
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Cerchiamo, in questo primo paragrafo, di dare una caratterizza-
zione dei tipi di superficie 3 per le quali l’equazione (1.1), oppure
I’equazione (1.2), oppure il sistema (1), ammettono soluzione, comunque
stano assegnati i vettort v e Ww.

In altri termini, ci proponiamo di trovare delle condizioni neces-
sarie e sufficienti sulla geometria della superficie 3 affinché, comunque
si scelgano due vettori v e w sia possibile assegnare su di essa un
sistema di vettori !) normali aventi v come risultante, oppure w come
momento risultante (rispetto a un punto 0), oppure, insieme, v come
risultante e W come momento risultante.

Dimostreremo precisamente che :

(a) D’equazione (1.1) ammette soluzione, qualunque sia il vettore
Vv, 8¢ ¢ solo se non esiste alcun vettore costante ortogonale a N su 2.
Cid equivale a dire se e solo se = non é una porzione di un cilindro
o di un piano :

(b) Vequazione (1.2) ammette soluzione, qualunque sia il vettore
W, se¢ ¢ solo se non esiste alcun vettore del tipo delle rotazionti rigide
infinitesime — ciod del tipo a A OP, (a vettore costante) — ortogonale
a N su 3. Cio equivale a dire se e solo se 5 non é una porzione di
una superficie di rotazione;

(c) il sistema (1) ammette soluzione, qualunque siano t vettori
YV ¢ W, se ¢ solo se non esiste alcun vettore del tipo degli spostamenti
rigidi infinitesimi — cioe del tipo a -+ b A OP, (a, b vettori costanti)
— ortogonale a N su 2. Naturalmente, tra i vettori del tipo degli
spostamenti rigidi infinitesimi si devono pensare inclusi anche i
vettori costanti, (b = 0), e i vettori del tipo delle rotazioni rigide
infinitesime, (a = 0).

Le superficie che godono di questa proprieta differenziale le
chiameremo, per semplicitd, superficie di tipo €, dal momento che,
tra di esse, figurano, (oltre le superficie piane, cilindriche, e di rota-
zione), le saperficie elicoidali?) e che ogni tale superficie appare
come linviluppo di una famiglia di superficie elicoidali aventi il
medesimo asse e il medesimo passo.

1) B implicito che le nostre considerazioni si riferiscono ai sistemi di vettori
definiti su 2 e integrabili secondo Lebesgue.
%) Superticie generate da un moto elicoidale uniforme di una linea.
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Che per ogni superficie elicoidale esiste un vettore del tipo degli
spostamenti rigidi infinitesimi ortogonale alla normale alla superficie
stessa, (cio® parallelo al suo piano tangente), & del tutto immediato:
in ogni punto P di una superficie elicoidale il piano tangente contiene
la tangente in P all’elica direttrice passante per P e quindi & paral-
lelo a un vettore del tipo a + b A OP,(a, b vettori costanti).

Sia poi 3 una superficie del tipo € e a 4+ b A OP3) il vettore
del tipo degli spostamenti rigidi infinitesimi ortogonale a N su J;
si supponga anzi di aver scelto O tale che a e b siano paralleli.

Intersecando 2 con un fascio di piani ortogonali al vettore a
si ottiene un sistema {C (1)} di curve; ad ogni curva del sistema si
associ la superficie elicoidale da essa generata nmel moto elicoidale,
con velocita di traslazione e di rotazione uguali (o proporzionali)
rispettivamente ad a e b.

Si ha in tal modo una famiglia {J (1)} di superficie elicoidali e
2 risulta tangente a ciascuna delle superficie elicoidali o5 (1) della
famiglia in tutti i punti della curva @ (4); infatti, se P & un punto
di una curva @(1), il piano per P, parallelo alla tangente in P a
C(4) e al vettore a - b A OP, risulta tangente in P sia a 3 che alla
superficie elicoidale o (4).

Ne segue che 3 & inviluppo della famiglia {d (1)} 4).

3) Escludiamo i casi banali in oui a =0, oppure b = 0.

4) Sarebbe interessante una analisi approfondita di questa classe di super-
ficie, ma, poich? essa non & strettamente necessaria agli scopi del presente lavoro,
oi siamo limitati a mettere in lnce le due proprietd qui accennate.

Non @ escluso che la classe delle superficie di tipo € coincida con quella
delle superficie elicoidali, soprattutto in considerazione del fatto che l’intersezione
di una superficie X' di tipo € con un generico cilindro rotondo, avente per asse la retta
per O parallela ad a, d costituita — almeno ove 2 e il cilindro non sono tan-
genti — di eliche cilindriche di ugule passo. (Il punto O, ben inteso, & scelto in
modo tale che a e b risultino paralleli).

Per convincersene si pensi che, se C & una ourva appartenente all’interse-
zione di 2 con il cilindro e questi ultimi non sono tangenti nei punti di G, la
tangente a C nel suo punto generico P & ovviamente parallela al vettore a b A OP
e quindi coincide con la tangente all’elica passante per P il cui passo & 2za/b.

Ne segue che, 0 C coincide con tale elica, oppure & Vinviluppo di una fami-
glia di eliche di uguale passo tracciate su di un medesimo ocilindro. Giacche,
ocome facilmente si riconosce, di una tale famiglia non esiste una curva inviluppo,
si conclude che C & una elica.



Qualche proprietd e applicazione di sistemi ecc. 309

2. Andiamo ora a dimostrare le tre proprietd enunciate, iniziando
dalla proprieta c), giacch® le altre due sono immediati corollari di

questa.
Con riferimento ad una terna cartesiana trirettangola, il sistema

(1) si traduce nel sistema scalare

/ quidZ=v,

z
quz 4z = v,
2

/qN3 A2 = vy

(2)
(Ny g — Ny a,) d2 = w,

Me_ b
(S

q(Nyoy — N, 23) dS = w,

(Ny @y — Nya)) dZ = wy,

M M
=

essendo
N=(N,, Ny, Ny), OP=(x,2,,23), V= (v, , Uy, Vg), W (W, Wy , Wp).

*
* *

Facciamo vedere intanto che, se X non é una superficie di tipo
&, il sistema (2) ammette soluzioni qualunque siano v;, w;.

Sia 4, = {Zi}i=1, ..., n, (8 = 6), una decomposizione (finita) di 3 5).
Cerchiamo una soluzione del sistema (2) che sia costante su ciascun
elemento 3; della decomposizione: ¢ = k;, (k; costanti), su 2;, vale
a dire una funzione semplice.

5) In porzioni chiuse e misurabili,
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Ci riconduciamo cosl a discutere il sistema lineare, nelle k;,
seguente :

=1

Zk,fN1 iz =,
i
Zki /N2 as = 172
i=1
2

3 ks [N3 i3 = vy
i=1

3)

Zki/(Niwz—Ngaq)dZ:ws.

i=1

i

Se il sistema (3) non & compatibile per v,, w; arbitrari, esistono
6 costanti A", A, A, 4™, u®, u™, non tutte nulle, tale che risulti

l(l’” N,dZ 4 l(zn)sz az 4 }.g")fNa d.Z —+ ,ui") (.Z\T2 Ly — Ns wz) az +
i 24

P} z f

) [0y, — ¥, ) 23 + i [, — ¥y 5 a2 =0,
2 >

per ogni 3; della decomposizione A4,.

Cid significa che esiste un vettore p, = A, + u, A OP, (A, =
(A AW, A), @, = (u® , w, M), del tipo degli spostamenti rigidi
infinitesimi, definito su 3 e ortogonale in media a N su ogni 3;
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della decomposizione 4, :

f ppn X NdX=0.
i
per ogni ;€ 4,.

Consideriamo una successione {4,} di decomposizioni di 3 sem-
pre pit fini®) al crescere di n e tali che la massima misura dei
loro elementi sia infinitesima al crescere di n.

Il rango della matrice incompleta del sistema (3) associato alla
decomposizione 4, risulta evidentemente una funzione monotona
non decrescente di » e quindi assume il suo massimo valore, (<6),
per n =n,, essendo n, un intero opportuno.

Se il sistema (3) non & compatibile per wv;,w; arbitrari, in
corrispondenza alla decomposizione A, esiste, come 8’8 visto, un
vettore p,, del tipo degli spostamenti rigidi infinitesimi ortogonale
in media a N su ogni elemento della decomposizione 4, stessa.

Vedremo ora come p, risulti ortogonale in media a N anche
su ogni elemento di ogni decomposizione successiva 4,, (n > ng),
e, di conseguenza’), esso sia ortogonale a N (puntualmente) su 3.

Sia r il rango della matrice incompleta del sistema (3) associato
alla decomposizione A4, . Denotiamo simbolicamente questa matrice
nel modo seguente :

A1,1 9 Q1,2 5 ey Qg mg
Ag 19 Qg 94y eee y A2
(4) ) IRAl ) )y o

g, 19 A6, 25 o+ y Ag, ng

Per fissare le idee supponiamo — cid non priva di generalita
il nostro ragionamento — che sia r il rango della submatrice for-

6) Ogni elemento della decomposizione 4, +1 & ocontenuto in qualche ele-
mento della decomposizione 4, .

7) In base alle ipotesi fatte su 2, N e Pn, sono vettori continui e quindi
& continuo il loro prodotto scalare Pne < N
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mata dalle prime » righe della matrice (4). La riga » 4+ 1-ma della
matrice (4) risulta allora combinazione lineare delle prime r righe:

Qrpy, s =01 Ay, 5 F oo + 0p Oy 5 (s=1,2,..,m)
Sia
b, b

1,1?

b

5) b1 O gy s by iy e

)

1,2""’b1,no’ 1,n

b

31

2,

b -

R R R

la matrice incompleta del sistema (3) associato a una decomposi-
zione 4., ove n & un intero maggiore di n, arbitrariamente fissato.
Il suo rango & r.

B ovvio che anche la submatrice della (5) costituita dalle prime
r righe della (5) stessa ha rango r e che. percio, la riga r - 1-ma
della matrice (5) & combinazione lineare delle prime » righe:

brg1,n = P11, h+ oo & Brbr. 1y (h=1,2,..,n).

Il nostro asserto resta provato se la »-pla di combinatori
(g 5 +ee y @) coincide con la r-pla (8, ..., B:).

Con operazioni elementari (di sostituzione, previa somma) sulle
colonne della matrice (5) & possibile pervenire ad una matrice della
quale la (4) & una submatrice. Se ne deduce che

Gry1,6=030 s+t 0rs=p1015+F .+ Brars, (§=1,2,..,n),

d’onde
o =i, (t=1,2,..7),

in virth del fatto che le prime » righe della matrice (4) sono state
supposte linearmente indipendenti.

*
* *
La necessita delle condizioni ¢) & di verifica pressoché imme-
diata ; supposto che X sia di tipo € proviamo che il sistema (1)
non ammette soluzione per v e w arbitrari.
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Sia
a+baOP,

(a e b vettori costanti non entrambi nulli), un vettore del tipo
degli spostamenti rigidi infinitesimi ortogonale a N su X ; se il
sistema (1) ammettesse soluzione per ogni scelta dei vettori v e w
si avrebbe

axXv—hbxw=ax qudZ—bX/qNAOPdZ——-
5 b

= |q@a+ba0OP)<xNdz,
>
da cui
axXv=bxw

per ogni scelta di v e w. Ma cid evidentemente & in contraddizione
col fatto che a e b non sono entrambi nulli.

*
* *

A questo punto appare chiaramente come la dimostrazione
della prima parte delle affermazioni contenute nell’enunciato delle
proprietd a) e b) rientri, come caso particolare, in quella ora svolta.

Per finire non ci resta che giustificare i seguenti due fatti:

1% se esiste un vettore costante, a, ortogonale a N su 2,
necessariamente 3 €& una porzione di un cilindro o di un piano,
29) se esiste un vettore del tipo delle rotazioni rigide infi-
nitesime, a A OP, ortogonale a N su 3, necessariamente X & una
porzione di una superficie di rotazione,
il viceversa essendo banale.

Con riferimento ad un sistema cartesiano trirettangolo, (0, x,,
x,, ¥3), con il terzo asse parallelo e concorde al vettore a, sia
f(@,, 2y, ) = 0 Pequazione della superficie 3.

La condizione

ax N=0, su X,
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porge
of
79_.’)% =Y,
epperd, in questo caso, f(x,, %, , ¥3) = 0 risulta essere l’equazione
di un cilindro con le generatrici parallele al vettore a, o, in par-
ticolare, di un piano parallelo ad a, (se & nulla anche un’altra deri-
vata parziale della f).
La condizione
aA0OP <xN=0, su 3,
porge invece
YW
o, 0w,
ciod implica che f(x,, #,,#;) = 0 sia Pequazione di una superficie
di rotazione intorno all’asse x;, parallelo ad a.

3. Con riferimento alla superficie X del paragrafo precedente,
giano X, e X, due porzioni chiuse misurabili (secondo Lebesgue)
di X, siffatte che

2=23,U2,, r(ZNnZ)=05%).

Dimostriamo che, in generale, se un vettore v definito su 2
verifica le

(6) qude2=0, qude220,

2 2y

nella classe, diciamola K, di tutti © vettori g N definiti ed equilibrati
su 2, paralleli a N su 3, , paralleli e concordi a N su Z,, si ha
quast ovunque

(7 VXN=0su 3, VXX N=0 su 3.

8) Con pu (2, n 3,) si intende indicare la misura di 3, n Z,.
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Nella nota precedente °) ho trovato un risultato analogo, nel-
Pipotesi, perd, che X fosse una porzione di piano.

Il fatto enunciato vale «in generale » nel senso che, per de-
durre le (7) dalle condizioni integrali (6), non si puo prescindere
da considerazioni sulla geometria della superficie 2.

Tuttavia — diciamo subito — le eccezioni si possono avere
al pin quando 2, oppure X,, ¢ una superficie di tipo ¢, senza
che Vintera I sia di tipo €.

Infatti la dimostrazione che segue presuppone soltanto che
ogni vettore parallelo a N, definito su X,, sia equilibrabile con un
vettore parallelo a N, definito su X, e viceversa; e cid & senz’al-
tro vero — in virta delle considerazioni fatte ai paragrafi prece-
denti — se si esclude che > sia del tipo anzidetto.

A questo proposito giova osservare che, se l’intera 3 & una
superficie di tipo &, la compatibilita del sistema 1°)

2 kaid}J:jENidZ

=1

>3 2
zka dZ:f&Ngdz
P 2y

stdZ-—[qN:,dZ
z—l

f(N xy — Ny @) d2 = fg(Nzxs—Nawz) az
1—1 %
>) ki[(N3x1 —‘Ni'”a)d2=ja(N3x1—N1 g) A2

=1
Z; 29

f(N 2, — Ny x,) dZ_-fq(N %y — Ny ,) d2,
1

1=

9) Qualche proprietd dei sistemi di vettori applicati. Possibili applicazioni alla
teoria matematica dell’elasticita.

10) Cfr. il sistema (3). In queste ipotesi esiste un vettore del tipo degli
spostamenti rigidi infinitesimi ortogonale a N, puntualmente, su =,
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in corrispondenza a qualche decomposizione di X, e ove_q é una
funzione assegnata su X,, si deduce dal fatto che ogni vettore
definito su X (del tipo degli spostamenti rigidi infinitesimi) e orto-
gonale a N su 3, &, in questo caso, ortogonale a N anche su J,.

Naturalmente, ’osservazione resta valida quando si scambino
i ruoli di 3, e di 3,, ciod quando ¢ sia assegnata su 3, .

*
* *

Mettiamoeci nelle ipotesi che 3 non sia una delle superficie
eccezionali che abbiamo segnalato.

La (7.2) discende dalla (6.2) in maniera immediata :
se si avesse v < N < 0 in un sottoinsieme, 3, di %, di area non

nulla, preso un vettore ¢ N della classe K, nullo su 3, — 3 e non
nullo su X !!), risulterebbe

quxvd2=qu><vdZ<0,

5, 5

contro D’ipotesi (6.2).
Mettiamo la (6.1) nella forma equivalente

(8) qu><(v><N)Nd2=0.

P

Consideriamo, e indichiamo con lo stesso simbolo (v < N)N
la restrizione del vettore (v >< N)N su ~,.

Sia N un vettore definito su 3, che equilibra (v > N) N 1?) e
risulti

/_u’N (v =0), su 25,
\——u”N (u” << 0), su 7.

1) Tale vettore, per le ipotesi fatte su X, esiste.
12) Vale l'osservazione della nota 1)
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Sia poi w N un vettore definito su X, ed equilibrante — u”N.
(v >< N)N pud scriversi nella forma

[(W><N)N+ wN]—wN,

ove (VX N)N 4+ wN & equilibrato da w’ N (parallelo e concorde a
N) e wN & equilibrato da — «” N (pure parallelo e concorde a N).

Dal fatto che la (8) deve, ovviamente, valere sia quando ¢ N
coincide, su X,, con (v <X N)N 4 wN, sia quando ¢N coincide, su
>,, con wN, segue:

f(v><N)N><[(v><N)N+wN]d2=
2h

=f[(v><N)N + w NpPdX — ijx[(va)N—}—wN]dZ:
21

21

=j(v><N)2dZ+/(v><N)N><deZ=
> 21

=f(v><N)2d2=0.
P

Se ne deduce che v < N =0 quasi ovunque su %, .

*
* *

La proprieta messa in luce in questo paragrafo mostra 1’equi-
valenza — almeno entro certe ipotesi ben poco restrittive, che ab-
biamo precisate — di una condizione di tipo integrale a una con-
dizione di carattere locale e si presta, proprio per questo motivo,
a dimostrare la possibilita di inversione del teorema di MENABREA 13)

13) G. GRrIOLI: Problemi d’inteégrazione e formulazione integrale del problema
Jondamentale dell’elastostatica. Atti del Simposio Internazionale sulle Applicazioni
dell’Analisi alla Fisica Matematioa ; Cagliari-Sassari 1964,
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nel caso del vincolo di appoggio unilaterale liscio con supporto ri-

gido o elasticamente cedevole.
Nella nota precedente !4) avevo dimostrato linvertibilita del

teorema di MENABREA per I’appoggio piano.
Qui possiamo concludere che tale invertibilita sussiste anche

se la superficie di appoggio & pressoche generica.

Manoscritto pervenuto in redazione il 3-6-68.

14y Cfr. 1a 9),



