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SU UNA ESTENSIONE DEL METODO

D’INTERPOLAZIONE COMPLESSO

ANGELO FAVINI *)

Introduzione.

Un’estensione del metodo d’interpolazione reale a n-ple di spazi di
Banach è stata fatta da A. Yoshikawa [12].

Il presente lavoro è invece dedicato allo studio del metodo d’inter-

polazione complesso per una terna di spazi di Banach, di cui si trova

già un cenno in J. L. Lions, [8]: l’estensione da tre a n non presenta
difficoltà nuove.

La prima parte è d’edicata alla prova di risultati interpolatori corri-
sp~ondenti a quelli già stabiliti per coppie di spazi, (cfr. [ 1 ] , [4], [9],
[ 10] ).

Viene poi studiata la relazione fra terne e coppie di spazi d’inter-
polazione ,complessa, e in particolare, si prova (vedi, per la notazione,
la Definizione 2) che, sse Ao , Ai sono spazi di Banach,

(cfr. la Nota al Teorema 6).
Viene poi provato che, sotto una certa condizione, Ao n Ai n A2 è

denso in [Ao , ~2]e,p ; inoltre, si stabilisce un legame di immersione
dipendente dati due parametri e, precisamente,

A2 ~ A1 ~ Ao normalmente # [A2 , p ~ [Aa , 

con 0  ~8 -(- p  1, 9  8’, ~  P’ (cfr. Teorema 8).

*) Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico « S. Pincherle », Bologna.
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Poi si ottiene, fra l’altro, che in generale valgono le seguenti im-
mersioni

Si considerano infine tre esempi. I primi due sono dati dagli spazi
H)..’ p e si verifica che per essi le inclusioni ( I ) sopra richiamate

sono delle identità; il terzo esempio è una estensione a due operatori
del calcolo operazionale che si trova nel lavoro di M. Schechter [9].

Una terna d’interpolazione (Bo , B1 , B2) è una terna di spazi di

Banach complessi, Bo , B, , B~ , immersi con continuità in uno spazio
vettoriale topologico a.

Se su xeBt , i = 0, 1, 2} } si introduce la

norma

Bo n Bi n B2 diventa uno spazio di Banach.
Analogamente, se è lo spazio vettoriale degli elementi

x di d per cui esistono ( i = o, 1, 2) tali che

la funzione

dove l’estremo inferiore è calcolato su tutte le terne xo , xi , X2 con

è una norma su e è uno spazio
di Banach.

Notiamo che sia BonBinB2 che sono immersi con con-

tinuità in ~Í,.

DEFINIZIONE 1. Siano Bo , B1, B2 spazi di Banach immersi con
continuità in d. Consideriamo l’insieme B1, B2) delle funzioni

w), definite su n, a valori in Bo+B1+B2, dove



245

che sono:

(a) continue e limitate da il a 

(~b) olomorfe da il a Bo+B1 -~-B~ ;

la f essendo continua e uniformemente limitata nella topologia di tali

spazi.

PROPOSIZIONE 1. Munito della norma

B1 , B2) è uno spazio di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Analoga a quella di Calderón, relativa a una

coppia di spazi di Banach (cfr. [ 1 ] , p, 129), in base al teorema di con-
vessità in più dimensioni (cfr. [3], p. 521).

DEFINIZIONE 2. Per ogni (e, p)E,!1, 8, lo spazio [Bo, B1, p

è l’insieme di tutti gli elementi x di Bo + B1 + B2 tali che x=f(0, p) per
una B1, B2), normato con

PROPOSIZIONE 2. [Bo , B1 , B2]e, p è uno spazio di Banach.

DIMOSTRAZIONE. Notiamo, infatti, che [Bo , B, , è l’imma-

gine di B1 , B2) attraverso l’applicazione lineare da Bi , B2)
a definita da: f --~ f (~, p).

D’altra parte,
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Pertanto, f -~ f (8, p) è continua da B1 , B2) a 
Cos  se 69o,, denota il sottospazio di 3f(Bo, B1 , B2) dei tutte le fun-

zioni f tali che f(8, p) = o, allora 6»o,p è il nucleo della /2013~/(8, p) e,

per la continuità di tale applicazione, è un sottospazio chiuso di
X(Bo , Bi , B2).

Di qui, [Bo , Bi , B2]8, p è identificato allo spazio quoziente
Bi , ed è perciò uno spazio di Banach, (cfr. [ 1 ], p. 129).

OSSERVAZIONE. Notiamo che

dove il simbolo ~ denota immersione continua.

Infatti, che [Bo , Bi , è chiaro.
Sia xeBo n Bi n B2 . Sia f la funzione tale che

da cui

TEOREMA 1. Siano (Ao , A1 , A2) e (Bo , B1 , B2) due terne di inter-

polazione, Bi ~ áÏ3. Sia T un operatore lineare da Ao +Ai+ A2
a Bo+B1+B2 tale che xeai implica che TxeBi (i=0, 1, 2) e

Allora,

DIMOSTRAZIONE. Per comodità di scrittura, useremo a volte, nella



247

prova di questo risultato e nel seguito, Ae, P per [Ao , ~2]e,p, Be, P per
[Bo , H~ , 82] o, p , ecc.

Sia dunque x un elemento di Ae, P . Allora dalla Definizione 2 segue
che esiste A2) tale che

Poniamo:

Inoltre, ~poichè T è un operatore lineare e continuo da A i a Bi e
quindi da Ao+Ai+A2 a Bo+B1+B2, e A2), g risulta limi-
tata e continua da n a olomorfa da f2 a Bo+Bi +82 .

Dunque, Bi , B2). D’altro canto, g(8, 
Quindi, poiché

e E è un numero positivo arbitrario,

Il Teorema 1 sopra stabilito ammette una generalizzazione a certi
operatori non lineari (cfr. [ 4 ] ). Infatti, vale la seguente

PROPOSIZIONE 3. Supponiamo A2 ~ A1 ~ Ao , B2 Bo . Sia
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T un operatore derivabile secondo Fréchet da Ao a Bo , tale che:

Allora,

DIMOSTRAZIONE. Prima di tutto notiamo che se E2 ~ E1 ~ Eo ,
allora coincide con Eo , le norme nei due spazi essendo equi-.
valenti, (cfr. [ 1 ], ~p. 160), per il teorema dell’inverso continuo.

Il risultato segue allora dal fatto che, se p è una funzione di

A2), quindi olomorfa da n a Ao , e T è Fréchet-derivabile
da Ao a Bo , allora è separatamente olomorfa, e di qui olomorf a,
da Q a B0.

In base a questa osservazione, la Proposizione 3 è conseguenza
immediata del Teorema 1.

DEFINIZIONE 3. Se A, B sono spazi di Banach e H(z, w)eL(A, B)
per ogni coppia (z, dice che H è continua (olomorfa)

se per ogni x E A, la funzione (z, w) ~ H(z, w)x è continua

(olomorfa) da 5 a B, (cfr. [9], p. 123).

TEOREMA 2. Sia H(z, w) un elemento dello spazio L(Ao-I- A1-I- A2 ,
per ogni (z, w)en; inoltre H(z, vv) sia una funzione can-.

tinua e limitata su !1, olomorfa su !1.
Se

e sono continui e uniformemente limitati in questi spazi, con

allora
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DIMOSTRAZIONE. E del tutto analoga a quella del Teorema 1. Ba-

sta, per esempio, introdurre la funzione

con t, 1:" numeri reali e f (z, ~.v) elemento di A2) per cui

TEOREMA 3. Sia B un operatore n-lineare da

tale che

implica che

Allora

DIMOSTRAZIONE. Proviamo l’affermazione per il caso di n = 2. Sia

Allora, VE&#x3E; 0 esistono
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per cui i

Sia

Come nella dimostrazione del Teorema 1, si riconosce che

Bi , B2) e

Per l’arbitrarietà di E, l’affermazione è cos  provata. Per n &#x3E; 2, la prova
è del tutto analoga.

TEOREMA 4.

vale

DIMOSTRAZIONE. Poniamo:

Si è supposto In caso contrario, l’affermazione è ovvia. Dalla
definizione segue che f è continua e limitata da n a olo-

morfa da n a Poi,
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Pertanto,

LEMMA 1. } e V, A, B siano spazi di
Banach, con A -~- B ~ V.

Sia poi f : O ~ V, continua e limitata da e a V, olomorfa da 0 a V,
tale che f (it) E A, ed è continua e limitata da R a A, ed è
continua e limitata da R a B.

Allora B ] 8 , O:S; e ~ 1, (per cui, dunque, si può supporre
B)).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo (cfr. [ 1 ], p. 160)

Poichè f è continua e limitata in 0, g è continua e limitata in 8-;
inoltre, g è chiaramente olomorfa in 0.

Poi, g(it)eA, g( 1-f- it) E B e g è continua nella topologia di tali

spazi. Infine,

Ne segue, per un risultato di Calderón, (cfr. [ 1 ], p. 116), che g è
continua e limitata da O a A +B, olomorfa da O a A --~- B.

Pertanto, B]o. Ma g(O)=1(0); di qui, 

PROPOSIZIONE 4. Se p  1 allora

DIMOSTRAZIONE. Proviamo la (1). Sia x un elemento di

[Bo, Bi, B2]0, o. Allora, per definizione, esiste una Bi, B2)
tale che f(8, 0) = x.
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Ora,

Di qui, la funzione

soddisfa

con

e tali funzioni sono continue in queste norme.
Inoltre, g è, per le proprietà della Bi , B2), continua e

limitata da e a olomorfa da e a 
_

Allora, per il Lemma 1, segue che g è continua e limitata da 9
a Bo -~- Bi , olomorfa da 0 a Bo+Bi .

Cos , ge X(Bo, Bl) e

Infine,

D’altra parte, f è un elemento di X(Bo, B, , B2) per cui f (8, 0) = x.
Cos

La prova della (2) è analoga. Infatti, se xE [Bo , B1 , B2~8, P , allora
x = f(0, p), con B1 , B2). Definiamo:
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Vale h(p)=f(0, p)=x. Inoltre, come sopra, si prova che h appar-
tiene a B2), poichè

Infine, dal fatto che
trariamente scelto, segue

TEOREMA 5.

DIMOSTRAZIONE Proviamo la (1). Sia x un elemento di

[Ao , A2]o, p . Allora esiste A1 , A2) tale che f(0 , p) = x.
Poniamo

In base alla definizione e alle proprietaà di f , g risulta continua

e limitata dà n a olomorfa da Q a 

Poi, dal momento che f(it, f ( 1-f- it, f(it, 
’ vale .

Dunque, gE X(Ao , A2 , e, per l’arbitrarietà della f ,
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Per simmetria, allora,
Di qui, segue la (1).

(2). Sia xe [Ao , A2]0,, ; dunque, esiste A2) tale
che f {8, p) = x. Poniamo:

Si osservi che se (z, allora anche ( 1 - z- w, 
Poi, g( 1- 8 - p, p)= f(8, P) = x. Inoltre, g è una funzione continua

e limitata da Q a A0+A1+A2, olomorfa da f2 a In più,

Pertanto, Ao , A2) e cos ,

Con un ragionamento analogo, supponendo ;
si prova che

e la (2) risulta provata.

(3). Per la (1),

Ma, per la (2), [A~o , A2 , Ao , 
Di qui, ancora in base alla (1),

PROPOSIZIONE 5. Sia Allora:
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DIMOSTRAZIONE. Si è visto (cfr. Proposizione 4 (2)) che

In particolare, per 6= 1, [Ao , A2~1 . Ma, per
ipotesi, e quindi [Ao , (cfr. [7], p. 132).

D’altro canto, se abbiamo già provato precedentemente che
la funzione

è un elemento di X(Ao, A2). Quindi,

Perciò [Ao , A2]o,1 e A2 coicidono, con equivalenza delle nonne.
Notiamo che, se A2 ~ A1 ~ Ao normalmente 1), allora si ha l’ugua-

glianza delle norme, perchè IL W 

PROPOSIZIONE 6. Sia A2 ~ A1 ~ Ao , con li x x i x 
(x e A2). Allora:

DIMOSTRAZIONE. In base alla Proposizione 4 (1)

Poichè Ai ~ Ao risulta Il x ~ A~J~ (cfr. [ 7 ] , p. 132), e

quindi, Il x ~ X A~ , 
_

Supponiamo Per x= o, l’affermazione è ovvia.
Poniamo:

1) Ricordiamo che uno spazio di Banach E si dice immerso normalmente

nello spazio di Banach F se E ~ F, E è denso in F 

(cfr. [7], p. 93).
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p è una apllicazione continua e limitata da n a olo-
morfa da Q a Ao . Inoltre,

Pertanto, dalla (i) e dalla (ii) segue che

COROLLARIO. Sia A2 ~-&#x3E; A1 ~ Ao normalmente. Allora:

DIMOSTRAZIONE. Dalla proposizione 4 (1) segue che

Quindi, vale senz’altro

D’altra parte, se per la densità di A2 in A1, esiste una suc-
cessione di elementi xn di A2 tale che j) 

n-oo

Ora, è anche una successione di Cauchy in AI , per cui
Però, Vm, neN, e, in base

m,n-oo

alla Proposizione 
Per la completezza dello spa-’ ’ 

’ 

m , 

zio [Ao , Ai , A2] 1, o , esiste ie [Ao , A1 , tale che

Dunque, esistono Ai , per cui
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Poichè [ Ao , A~ ] 1, o ~ A 1 , vale anche i 
Di qui, per la unicità del limite, 

n~ °°

Allora, tenendo presente la Proposizione 6,

Ciò prova la coincidenza dei due spazi considerati.

PROPOSIZIONE 7. Supponiamo A2 ~ A1 ~ Ao e A2 sia immerso

normalmente in Ao . Allora:

DIMOSTRAZIONE. L’affermazione è ovvia per x = 0. Supponiamo
x#0.

Per la Proposizione 4 (2) è [Ao , Ai , A2]o e

TAo , perchè normalmente, (cfr. [7], p. 133).
Perciò vale:

Sempre supponendo definiamo la seguente applicazione:

Prima di tutto, o) = x. Poi, è facile riconoscere che 9 è con-
tinua e limitata a Ao olomorfa da f2 a Ao ·

Inoltre,

Quindi, A2) e
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COROLLARIO. Se A2 Ao normalmente, allora

DIMOSTRAZIONE. È identica a quella del Corollario alla Proposi-
zione 6, in virtù della Proposizione 7.

OSSERVAZIONE. In base al Teorema 5, se normal-

mente, l’ordine dei termini nella Proposizione 5 e nei due Corollari pre-
cedenti è irrilevante; per esempio,

LEMMA 2. Sia f E X(Ao , A2), con

(Nel caso di due spazi, cfr. [9], p. 123).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo

elementi di R, arbitrariamente scelti. Poichè A2),
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g è definita su fl, continua e limitata da n a olomorfa

da fl a Inoltre, sempre per le proprietà di f,

con

con

TEOREMA 6. Sia p2:0, 0-2:0, 0p+« 1. Se A1 è immerso nor-
malmente in Ao e O:5e~ 1, allora

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo 
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Per il Teorema 5 (1),

quindi, poichè normalmente, per il Corollario alla

Proposizione 7, [Ao , [Ao , A1]o, o=Ao .
D’altra parte, [ Ao , essendo normalmente (cfr.

171 , p. 133).
Ne segue che il risultato è provato per 0 e [ 0, 1 ] .
Supponiamo, dunque, 0 p +G 1 . Sia x un elemento dello spazio

[Ao , Allora, per definizione, esiste fcJC(Ao, tale che

f(p+0o)=x.

Poniamo:

g(z, (z, 
La funzione g è ben definita, poichè, se 0  e‘J~e z -f- ~e ~  1, ~e z,

~e allora 1. Vale g(p, ~) = f (P -f- 8~) = x, e, per le
p_roprietà della f , g è limitata e continua da SZ a (e quindi da
Il a olomorfa da n a (e anche da ~ a

a0+A1+[A0, A1]0).
Inoltre,
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Di qui,

Cos , per l’arbitrarietà della f,

Sia ora A 1 , [ Ao , Per definizione, x = , f ~ p, a~),
con f un elemento di Ai , [Ao , Poniamo:

Poichè -’2013+20132013==z, la definizione è ben posta. Si ha g(p+a)=
P -I- a’ 

= f ( p, 0-) = x. Inoltre,

per il Lemma 2 si ha poi
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Ma

Inoltre,,

Quindi, nel nostro caso,

D’altra parte,

per la proprietà di reiterazione per gli spazi di interpolazione complessa,
(cfr. [ I ] , p. 121 ).

In definitiva, vale

Ne segue, sempre sulla base della definizione di g, che

e dunque, che

Ma, ancora perchè Ao = [ Ao , essendo A 1 immerso normal-
mente in Ao , per la proprietà di reiterazione, si ha
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NOTA. Dal Teorema 6 segue, in particolare, che A1 - Ao normal-
mente =&#x3E; [Ao , [Ao , A1]p+o.

Basta infatti porre 0=1 e notare che [Ao , (cfr. [7],
p. 133).

Tuttavia, risulta [Ao , A1, anche senza la assun-

zione che Ciò è intanto vero per p=«=0. Infatti per la

Proposizione 4 risulta [Ao , Ai, d’altra parte, se

xe[Ao, allora x= f(0), con definiamo g(z, w)=
=~(z-f- ~.v), (z, risulta geX(Ao, A1 , A~), perchè

inoltre, g(0, dunque [Ao , Ai , Ai]o .
Se è poi la immersione [Ao , P [Ao , Ai , si

prova come la prima parte del Teorema 6; la immersione inversa segue
dalla definizione di una ge (Ao , Ai) attraverso una feX(Ao, A1),
f(p, per mezzo di

COROLLARIO 1. Sia O:$; e:$; 1. Allora, per ogni pc[0, 1 ] tale che

pe+p 1, vale

DIMOSTRAZIONE. Si ha

Per la Nota precedente, [A1 , Ao , [A1 , che, d’al-
tra parte, coincide con [Ao , A1]0.

COROLLARIO 2. Sia A~ immerso normalmente in Ao . Se 0  s, t:51,
0:5s+t:51, 0::5 o-, 8  1, allora
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo i tre casi possibili:
1 ° caso: J=0. Allora, per il Teorema 6,

D’altra parte, per la proprietà di reiterazione,

e quindi la (i) è vera.

2° Allora, sempre per la proprietà di reiterazione,

Perciò,

in base al Teorema 6.

Allora, di nuovo utilizzando la proprietà di reiterazione,

e si ottiene ancora la formula (i).

TEOREMA S. Sia A1, oppure A2, immerso normalmente in Ao .
Allora:
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DIMOSTRAZIONE. In generale, vale (cfr. Teorema 5 (2)),

Quindi, per la Proposizione 4 (2),

Supponiamo A1 ~ Ao normalmente. Per il Corollario 1 al Teore-

ma 6,

In particolare, ciò vale per u=0. Cos :

Ora, per la definizione dello spazio [Xo , X i , X~] a, ¢ , si ha

Dalle (i)-(ii)-(iii) segue che

Supponiamo ora che sia A2 ~ Ao normalmente. Per la Nota al Teo-
rema 6, si ha

D’altra parte, per la (i), [Ao , Ai, A2]1-0, 
Dunque, poichè A2 ~ Ao ,

si ha:

Se normalmente, allora [Ao , A2]1-e,e= [Ai , AZ]e .
Ciò completa la prova.


