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REND. SEM. MaT1. Un1v. Papova, Vol. 49 (1973)

Lie-Algebren mit Idealisatorbedingung. [

WALTHER UNSIN (*)

Einleitung.

In der Theorie der unendlichen Gruppen gibt es zwei wichtige
Verallgemeinerungen der Nilpotenzeigenschaft: die Hyperzentralitit
und das Erfiillen der Normalisatorbedingung, zwei Eigenschaften, die
bei endlichen Gruppen zur Nilpotenz dquivalent sind. Mit der De-
finition dieser Begriffe stellt sich sofort die Frage nach ihrer Beziehung
untereinander. Wiahrend es sehr leicht einzusehen ist, daB eine hyper-
zentrale Gruppe auch die Normalisatorbedingung erfiillt, ist die Um-
kehrung dieses Satzes i.allg. falsch, wie H. Heineken und I. J. Mo-
hamed in [5] durch die Konstruktion einer Gruppe mit Zentrum 1,
die die Normalisatorbedingung erfiillt, gezeigt haben.

Da sich nun die Begriffe « Normalisatorbedingung » und «hyper-
zentral » unmittelbar auf Lie-Algebren iibertragen lassen (bei Lie-
Algebren sprechen wir von « Idealisatorbedingung »), kann man fragen,
wie es um die Ubertragbarkeit der eben erwihnten gruppentheore-
tischen Resultate auf Lie-Algebren bestellt ist. Diese Frage ist in
zweifacher Hinsicht interessant. Erstens zeigen sich bei ihrer Unter-
suchung Méglichkeiten und Grenzen fiir die Ubertragbarkeit gruppen-
theoretischer Sitze in die Theorie der Lie-Algebren. Zweitens ist es,
auch bei isolierter ringtheoretischer Betrachtungsweise, wiinschenswert
zu wissen, welcherart die Zusammenhinge zwischen der « Idealisator-
bedingung » und « Hyperzentralitit » sind.

(*) Adresse des Verfassers: 85 Niirnberg, GibitzenhofstraBe 108, Ger-
mania Oce,
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Man erkennt rasch, da8 eine hyperzentrale Lie-Algebra die Ideali-
satorbedingung erfiillt.

Im Hinblick auf die Umkehrung dieses Satzes nehmen wir, geleitet
von [5], folgende Konstruktionen vor:

Es sei p>2 eine Primzahl und {n},n eine Folge natiirlicher
Zahlen. Wir definieren eine assoziative Algebra F iiber Z,:

> =ara=0 fir alle veF
F=|au| o2 =0+a, ieN

A" = (@, 4 ap™ =0

Mit der Festsetzung z,= x;+ a erzeugen die Elemente z,,¢ e N, eine
Unteralgebra L der Lie-Algebra von F.
Diese Lie-Algebra L hat die folgenden wichtigen Eigenschaften:
1) 8(L)=0, d.h. L ist nicht hyperzentral.
2) L erfiillt die Idealisatorbedingung.
3) (L)'= 0.

Damit ist wie in der Gruppentheorie gezeigt, daf eine Lie-Algebra,
die der Idealisatorbedingung geniigt, nicht notwendig hyperzentral ist.

Mit dieser Definition tritt sofort die « Isomorphiefrage » auf, d.h.
die Frage, unter welchen Umstinden die durch zwei Folgen natiir-
licher Zahlen definierten Lie-Algebren isomorph sind. Die Unter-
suchung zeigt, daB dies — selbstverstindlich bei gleichen Skalaren-
korpern — nur dann der Fall ist, wenn die definierenden Folgen gleich
gind.

Fiihrt man analoge Untersuchungen bei Gruppen durch, so erweist
es sich, daB dort bereits unter etwas allgemeineren Voraussetzungen
Isomorphie erzielt werden kann.

Der Unterschied entsteht dadurch, dal bei Lie-Algebren nicht jede
Potenz einer inneren Derivation wieder eine innere Derivation ist.

Eine weitere Eigenschaft der in [5] angegebenen Gruppe ist die
Nilpotenz jeder eigentlichen Untergruppe. Hier treten nun weitere
Unterschiede auf. Analog zur Gruppentheorie — dort wurde der ent-
sprechende Satz von Plotkin bewiesen — zeigen wir die lokale Nil-
potenz jeder Lie-Algebra, die der Idealisatorbedingung geniigt. Damit
mufBl man sich aber im vorliegenden Fall begniigen. Man kann nicht
noch iiberdies die Nilpotenz jeder eigentlichen Unteralgebra fordern.
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Dem steht ein Satz in Weg, wonach eine Lie-Algebra K, die der Idealisa-
torbedingung geniigt, fiir die K's= K ist, und in der jede eigentliche
Unteralgebra nilpotent ist, stets hyperzentral ist.

Ein Grund fiir diesen Unterschied ist in folgender Tatsache zu
sehen: Der Schluf3 auf die Hyperzentralitit von K wird entscheidend
dadurch erméglicht, dafl aus ae (x, N), a ¢ N, K'CN, folgt x€(a, N).
Man kann némlich aus ax € (a, N), a 0, folgern, dafl z € (a, N). Bei
Gruppen kann ein entsprechender allgemeiner Satz nicht aufgestellt
werden. Dazu wire notig, daB man bei einer Gruppe G aus 2"€ H,
n>1, G'CH, stets auf € H schlieBen kénnte. G/H miiite dann tor-
sionsfrei sein, was aber i.allg. nicht zutrifft.

Neben einer Untersuchung der Struktur der einzelnen Lie-Alge-
bren, wie sie in dieser Arbeit definiert werden, taucht ein weiteres
Problem auf.

Von Gruppen ist durch die Abhandlung [5] bekannt, daB das direkte
Produkt zweier Gruppen die Normalisatorbedingung nicht zu erfiillen
braucht, auch wenn die Gruppen selbst sie erfiillen.

Wir stehen deshalb vor der Aufgabe, zu zeigen, wann das direkte
Produkt aus zwei der konstruierten Lie-Algebren die Idealisatorbe-
dingung erfiillt.

Zu diesem Zweck wird zunidchst unabhingig von den speziallen
Konstruktionen ein Kriterium dafiir gesucht, daf das direkte Produkt
L, x L, von Lie-Algebren L,, L,, die der Idealisatorbedingung geniigen,
seinerseits die Idealisatorbedingung erfiillt. Als notwendig und hin-
reichend dafiir wird folgende Bedingung erkannt:

Besitzen L, und L, Unteralgebren mit isomorphen Faktoralge-
bren, so sind diese Faktoralgebren hyperzentral.

Unter diesem Aspekt werden die konstruierten Lie-Algebren einer
verschirften Isomorphiebetrachtung unterworfen. Es wird gepriift,
wann Algebren Unteralgebren mit isomorphen Faktoralgebren, die nicht
hyperzentral sind, besitzen.

Als Ergebnis dieser Kalkulationen erhalten wir, daBl das direkte
Produkt zweier Lie-Algebren genau dann die Idealisatorbedingung
erfiillt, wenn die definierenden Folgen keine « gemeinsamen Endstiicke »
besitzen.

(Wir sagen, zwei Folgen {n;}.n und {mg};n besitzen gemeinsame
Endstiicke, wenn zwei Zahlen ¢,, c,eN, existieren mit folgender Eigen-
schaft: n, ;= m,; fir alle ieN).

Definiert man nun zwei Folgen mit gemeinsamen Endstiicken als
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dquivalent, so erhdlt man eine Klasseneinteilung aller Folgen natiir-
licher Zahlen. Man iiberlegt sich leicht, daBl es iiberabzihlbar viele
Aquivalenzklassen gibt, wobei jede abzihlbar viele Folgen enthiilt.

Dadurch wird fiir jede Primzahl p>2 offenbar eine Klassenein-
teilung der iiber Z, konstruierten Lie-Algebren induziert, wobei es
wieder iiberabzidhlbar viele Klassen gibt, deren jede abzihlbar viele
verschiedene Lie-Algebren enthilt. Das direkte Produkt zweier Lie-
Algebren erfiillt genau dann die Idealisatorbedingung, wenn die beiden
Algebren aus verschiedenen Klassen stammen.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Dr. H. Heineken herzlich danken
fiir die Unterstiitzung, die er mir bei der Anfertigung dieser Arbeit
zuteil werden lief.

Bezeichnungen und Begriffe.

{a,b,...} Dbezeichne die Menge der Elemente a, b, ....

(@, b,...) Dbezeichne die von den Elementen a, b, ... erzeugte Algebra,
deren Typ wir im Einzelfall angeben.

{a, b,...> bezeichne das von a, b, ... erzeugte Ideal einer Algebra, die
im Einzelfall angegeben wird.

Fiir eine nilpotente Abbildung f wird definiert
ord f = ord (f) = min {n € N|f»= 0}

UcCV (UcV) U ist Unteralgebra von V (und (U#7V),
vclv U ist Ideal in V.

[#,y] ist das Produkt der Elemenfe x,y einer Lie-Algebra. In-
duktiv wird definiert [z, ¥©]==, [#, y*+V]= [[x, y™], y].

Die Lie-Algebra einer assoziativen Algebra wird bekanntlich durch
die Festsetzung [z, y] = 2y —yx konstruiert.

Fiir Teilmengen U, V einer Lie-Algebra L ist [U, V] die von allen
Produkten [u,v], ue U, ve V, erzeugte Unteralgebra von L.

Damit erkldren wir die Glieder der absteigenden Zentralreihe einer
Lie-Algebra L folgendermaflen:

I'=L, IL#=[L" L]

Statt L2 schreiben wir L',
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Fir das Folgende seien U, L Lie-Algebren mit UCL. Dann ist
B(L) Zentrum von L, d.h. Menge aller ze L mit Ladz=10
©(U) Zentralisator von U, d.h. Menge aller ze L mit Uadz=10

J(U) Idealisator von U, d.h. Menge aller ze L mit wadze U fiir
alle ue U.

Die Oberalgebra L von U, auf die sich die Angaben des Zentra-
lisators bzw. des Idealisators beziehen, wird, wenn Miflverstindnisse
nicht ausgeschlossen sind, im Einzelfall angegeben werden.

Eine Algebra L heillt hyperzentral, wenn gilt:

Fiir jedes Ideal K von L mit 3(L/K)= 0 folgt L/K = 0.
Eine Algebra L erfilllt die Idealisatorbedingung, wenn gilt:
Fiir jede Unteralgebra U von L mit I(U)= U folgt U = L.

Wenn L die Idealisatorbedingung erfiillt, ist also jede echte Un-
teralgebra von L von ihrem Idealisator in L verschieden. Im iibrigen
folgen wir den Bezeichnungen von Seligman [2].

I. - ALLGEMEINE SATZE

1. Hilfsmittel.

Zunichst seien zwei zahlentheoretische Bemerkungen gemacht. Es
ist allgemein bekannt, dag fiir jede Primzahl p gilt

n
(1.1.1) (1')1,)5 (p) fir neN und 1<i<p”,

”-——
(1.1.2) (—1)*'(1’ ; l)zl(p) fir neN und 0<i<p®—1.

In einer assoziativen Algebra A gilt bekanntlich fiir zwei beliebige
Elemente x,y die Gleichung

(1.1.3) @, "] =3 (— 1) (f) yoy"~, meN.
i=0
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Handelt es sich um eine Algebra iiber Z,, so folgt sofort
(L1.4) [, 9" = ay” — "0 =[2,9”'], n>0.

Diese Gleichung gibt Anlal zu einer Feststellung, die wir noch ver-
wenden werden.

Es seien %,,...,u, €4 und ny,...,n.>0. u,,..., %, erzeugen eine
Unteralgebra L, u2™, ..., ut™ eine Unteralgebra K der Lie-Algebra
von A. Dann gilt wegen (1.1.4) K'CL’.

(1.1.3) besitzt ein Analogon fiir Derivationen. Sei D eine Deri-
vation einer Lie-Algebra L und #,ye L. Dann gilt

(1.1.5) [, y] D" = i (Z’) [#D%, yD"~*], mneN.
i=0

Im Falle der Charakteristik p folgt wieder
(1.1.6) [z, y1D*" = [aD*", y] + [z, yD*"], n>0.

Also ist in diesem Fall auch D" eine Derivation. (Siehe auch Zas-
senhaus [6]).

Nach Jacobson [1], Chap. 5, gilt fiir Elemente u, v einer assozia-
tiven Algebra A iiber Z,

(1.1.7) (u + 0)° =u? + °(L').

Dabei ist hier L die von 4 und v erzeugte Lie-Unteralgebra der Lie-
Algebra von A.

Dieses Resultat 148t sich nun verallgemeinern.

Wir betrachten n Elemente u,, ..., u,€A. Die von ihnen erzeugte
Unteralgebra der Lie-Algebra von A sei L. Mit vollsténdiger Induktion
iiber n folgt aus (1.1.7)

Uy + oo+ u)? =ul + ...+ uB(L),
(11.8)  bzw.
(g + oo+’ =] + ...+ up + g, geL.

Nun machen wir eine zusétzliche Voraussetzung, die spater gerecht-
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fertigt werden wird:
Uyy ..., U, Und L seien wie in (1.1.8). Es soll iiberdies fiir alle
g, h'e L' gelten g'h'= 0. Dann folgt
(U + oo+ u) =" . 4+ 2L, m>0,
(1.1.9) bzw.
(U + oo+ u) ="+ w2+ g, gneL.
Der Beweis geht mit vollstindiger Induktion iber m unter Beriick-
sichtigung der Bemerkung im Anschluff an (1.1.4) und mit (1.1.8).

Spiter werden wir noch folgenden Satz benétigen.

Satz 1.1.1. Sei U Unteralgebra der nilpotent Lie-Algebra V. Dann
existiert ein neN,, so dapf fir die durch

Uy=U, U=,

definierte aufsteigende Folge gilt: U,= V.

BEWEIS. V ist nilpotent. Daher endet die durch
Zo:() ) Zi+1/Zi:8(V/Zi)

definierte austeigende Zentralreihe nach endlich vielen Schritten bei V.
Ferner gilt fiir alle e N,: Z,C U,.
Fiir ¢ =0 ist dies zweifellos richtig.
Wenn nun die Behauptung fiir ein beliegibes ¢ richtig ist, folgt
fiir jedes v, .,€Z,,,

[®,v;.1]€Z; fir alle zeV,
insbesondere
[%,v;.,]e U, fiir alle xeU,,
d.h.
Z,CYU)=U,,.

Insgesamt ist damit die Behauptung bewiesen.
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2. Lie-Algebren mit Idealisatorbedingung.

Wir stellen nun einige Grundtatsachen iiber Lie-Algebren mit Idea-
lisatorbedingung zusammen. Die Beweise verlaufen im allgemeinen
analog zu denen entsprechender Sitze in der Gruppentheorie und
werden daher zum Teil dem Leser iiberlassen.

Zunichst soll die Frage untersucht werden, ob Unter- und Faktor-
algebren einer Lie-Algebra mit Idealisatorbedingung ebenfalls der
Idealisatorbedingung geniigen.

Die Frage wird durch die folgenden zwei Sitze beantwortet.

Sarz 1.2.1. Jede Unteralgebra einer Lie-Algebra mit Idealisatorbe-
dingung erfiilllt ebenfalls die Idealisatorbedingung.

SATz 1.2.2. Jede Faktoralgebra einer Lie-Algebra mit Idealisatorbe-
dingung erfillt ebenfalls die Idealisatorbedingung.

Weiter gilt
SATZ 1.2.3. Es seien L, und L, Lie-Algebren, die folgenden Bedin-
gungen geniigen:
1) Ly~ L,#0;
2) 3(Ly) == 3(L,) = 0.
Dann erfillt L, XL, nicht die Idealisatorbedingung.

Dieses Ergebnis 148t sich nun sofort verallgemeinern.

SATz. 1.2.4. Seien L, und L, Lie-Algebren. Es existiere ferner ein
Quadrupel (X,, U,, X,, U,) von Lie-Algebren, die folgende Bedingungen
erfiillen :

1) X, clU,cL;, i=1,2;
2) U)X, U,/X,50;
3) B(U,/X,) =~ B(U.[X,) = 0.

Dann geniigt L, X L, nicht der Idealisatorbedingung.

BEwEls. Wir wollen annehmen, L, X L, erfiille die Idealisatorbe-
dingung.

Nach Satz 1.2.1 erfiillt dann auch U, X U,CL, XL, die Idealisator-
bedingung.
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Es gilt (U, X U,)[(Xy X X,) =~ U,/X, X U,/X, und diese Algebra miilite
nach Satz 1.2.2 ebenfalls die Idealisatorbedingung erfiilllen. Wegen der
Bedingungen 2) und 3) und wegen Satz 1.2.3 ist dies jedoch unmdéglich.
Die Annahme fiihrt auf einen Widerspruch und die Behauptung ist
bewiesen.

Aquivalent dazu ist folgender

Satz 1.2.4'. Seien L, und L, Lie-Algebren. L, X L, geniige der Idea-
lisatorbedingung.

Wenn dann ein Quadrupel (X,, U,, X,, U,) von Unteralgebren exi-
stiert mit

1) X,clU,CL,, i=1,2
2) Ul/Xl% Uz/Xz?éO
80 ist motwendigerweise

B(U,[X,) = B(U,/X,) #0.

Fiir die weiteren Uberlegungen treffen wir folgende Definition:
L, und L, seien Lie-algebren. (Wieder iiber demselben Grund-
korper.) Wir erkldren Abbildungen
g Iy XLy—~L;, 1=1,2
durch
(uy +u)m;=wu,;, wu,eLy;
Mit Hilfe dieser Definition konnen wir nun einige Ergebnisse iiber

die Unteralgebren von L, XL, formulieren, die uns zur Umkehrung
der Satze 1.2.4 bzw. 1.2.4’ verhelfen sollen.

Satz 1.2.5. Seien L, und L, Lie-Algebren.
U.(_:LIXLz, U,'= Uﬂi, X{z UnL,-, ’i=1,2.
Dann gilt:
1) Die U, sind Unteralgebren von L
2) X,cl U, (folglich X,=UNU,)
3) U,[X, =~ U,/X,
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BEWEIS. 1) ist unmittelbar einsichtig.

Wir zeigen 2) fiir den Fall ¢ =1, der Fall ¢ =2 geht analog. Of-
fenbar ist X, C U,. Sei w,e€ U,, #,€X,. Dann ist [z, w,]€e L,. Zu
u, existiert ein u,e L, mit u, + u,€ U. Dann ist wegen X,C U sogar
[y, u,] = [, w, + u,] € U. Da u, keiner Einschrénkung unterlag, ist 2)
gezeigt.

3) folgt so: Sei u,+ X, € U,/X,: Dann existiert ein v € U, mit
u,+veU. Sei v'e U, ein weiteres Element mit u, -+ v'e U.

Dann ist (4y+v)— (4 + ') =v—20'e UN U,= X,.

Zu jedem wu,+ X,€ U,/X, existiert also genau eine Nebenklasse
vy + X, € Uy/X, mit uy,+v,€ U.

Wir erhalten so in natiirlicher Weise eine injektive Abbildung o
von U,/X, nach U,/X,. Man sieht sofort, daBl o auch surjektiv ist.

Wir wollen nachweisen, dafl ¢ ein Isomorphismus ist.

Sei nun u;+ X, e U,/X, beliebig, (u;+ )o=v,+ X,, =0, 1.

Ferner sei « ein beliebiges Element aus dem gemeinsamen Skala-
renkorper von L, und L,.

Dann ist #;+v,e U, ¢=0,1, und damit w,+ %, + v, +v,€ U,
oty + avo € U, [Uo, Uy] + [V0y 1] = [t + Vo, %; +0,]€ U. D.h.

(oo + X;)0 = vy + X, = (o + X,)0) ,

(%o + w; + X3)o = v + 0, + Xo = (% + X1)0 + (4, + Xi)0,

([oy ] + Xy) 0 = [0, ©1] + Xy = [(% + X))o, (u; + X,)0] .
Somit ist ¢ in der Tat ein Isomorphismus.

Wir sind jetzt in der Lage, unsere Uberlegungen zu vervollstéin-
digen. Es gilt der folgende

SATZz1.2.6. L, und L, seien Lie-Algebren, die der Idealisatorbedingung
geniigen. Fiir jedes Quadrupel (X,, U,, X,, U,) mit

1) X,clU,CL,, i=1,2,
2) U,/X, >~ UyX,+#0,
gelte
B(U,/X,) = B(U,s/X,) #0 .

Dann erfillt L, XL, die Idealisatorbedingung.
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BewEls. Sei UCL, XL, beliebig.

Mit den Bezeichnungen von Satz 1.2.5 gilt U,/X,~ U,/X,. Wire
etwa U,/X,=0, so wire X,= U,, X,=U,, also U= U, x U,. Dann
wire auch (U) = (X(U,) N L,) X (I(T,) N Ly).

Da nach Voraussetzung U= U, x U,c L, X L,, wire etwa U,cL,.
Dann ergibe sich weiter (U,)N L, > U, (und (U,) N L,2 U,).

Somit wire (U) = (XU,)N L) X ((U,)NL)> U, xU,=T.

Wir kénnen also weiter annehmen, dal U,/X,~ U,/X,50.

Nach Voraussetzung ist dann J(U,/X,)s= 0. Das bedeutet, dal
ein u,e U,, u,¢ X,, existiert, derart daB fiir alle w € U, gilt: [u, 4] € X,.
Wegen u,¢ X, gilt iiberdies u,¢ U.

Sei nun u +ve U beliebig.

Dann gilt:

[u + v, up] = [u, u]€ X, CU.

Also U c(U).
Damit ist Satz 1.2.6 vollstindig bewiesen.

AbschlieBend wollen wir diese Ergebnisse zusammenfassen in

Satz 1.2.7. L, und L, seien Lie-Algebren, die der Idealisatorbedin-
gung geniigen. Dann erfillt L, X L, genawu dann die Idealisatorbedingung,
wenn gilt:

Fiir je 4 Unteralgebren X,, Uy, X,, U, mit
1) X,clU,CcL;, 1=1,2;
2) U,fX, = U,/ X,5#0
181
B(U,[X,) = B(U,/X,) #0 .

Da die X, keinen weiteren Einschrinkungen unterliegen, 148t sich
dieser Satz auch so formulieren:

SATz 1.2.8. L, und L, seien Lie-Algebren, die der Idealisatorbedin-
gung gemiigen.
Dann erfiillt L, x L, genau dann die Idealisatorbedingung, wenn gilt:

Besitzen L, und L, Unteralgebren mit isomorphen Faktoralgebren,
so sind diese Faktoren hyperzentral.
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Uber die Beziehung zwischen Idealisatorbedingung und Hyper-
zentralitdt bei Lie-Algebren gibt der folgende Satz Auskunft, der sich
wieder direkt aus der Gruppentheorie iibertragen lagt.

Satz 1.2.9. Jede hyperzentrale Lie-Algebra geniigt der Idealisator-
bedingunyg.

Die Konstruktionen von Abschnitt IT werden zeigen, daf die Um-
kehrung dieses Satzes, wie in der Gruppentheorie, i. allg. falsch ist.

3. Nilpotenz-Eigenschaften von Lie-Algebren mit Idealisatorbedingung.

Ehe wir uns dem eigentlichen Ziel der Arbeit zuwenden, soll noch
gekliart werden, in welchem Umfang sich die gruppentheoretischen
Ergebnisse giinstigstenfalls in die Theorie der Lie-Algebren iibertragen
lassen.

Die Beweise der meisten Sidtze konnen wieder wegen ihrer Analogie
zu den entsprechenden gruppentheoretischen Sitzen, wie sie etwa bei
Kurosh [4]; § 63, ausgefiihrt sind, dem Leser iiberlassen bleiben.

Bei unseren Betrachtungen kommt es uns auf die folgenden vier
Eigenschaften von Lie-Algebren an:

I) Das Zentrum der Algebra ist 0.
IT) Jede echte Unteralgebra ist nilpotent.
ITT) Die Lie-Algebra erfiillt die Idealisatorbedingung.
IV) Die Kommutatoralgebra der Lie-Algebra ist abelsch.
Wir werden sehen, dal eine von der Nullalgebra verschiedene Lie-
algebra nicht alle vier Eigenschaften zugleich besitzen kann, wie es

bei volliger Ubertragbarkeit der Sitze aus der Gruppentheorie zu er-
warten wire.

Zunéchst bendtigt man

LEMMA 1.3.1. Sei H Ideal eimer Lie-Algebra L, die der Idealisator-
bedingung geniigt. Es set 3(H)£0. Ferner ewxistiere ein acL mit
L= (H,a). Dann ist (L) 7~0.

Dieses Lemma kann man benutzen, um eine Verallgemeinerung zu
zeigen, die wieder ihr gruppentheoretisches Analogon hat.
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LEMMA 1.3.2. Sei H ein hyperzentrales Ideal einer Lie-Algebra L,
die die Idealisatorbedingung erfiullt. Ferner existiere ein acL mit
L= (H, a). Dann ist auch L hyperzentral.

Mit diesen Lemmata ausgestattet, konnen wir nun zeigen

SA1z 1.3.1. 8Sei L eine Lie-Algebra mit den Eigenschaften 11 und 111,
sowie L' 7= L. Dann ist L hyperzentral.

BEwEls. Wegen L'+ L existiert ein aeL, a¢ L.

Nach Zorns Lemma existiert weiter eine maximale Unteralgebra B
von L mit L'CBC|L und a¢B.

Sei xe L ein beliebiges Element, das nicht in B liegt. Wegen der
Maximalitdt von B ist dann mit geeignetem « aus dem Skalarenkérper
von L und beB

a=o0xr+b.
Wegen a¢ B ist a=0. Damit ergibt sich
r=ota—oth.

Also ist € (B, a) und man hat L = (B, a).
Wegen B = L ist B nach Voraussetzung nilpotent und damit hyper-
zentral. Nach Lemma 1.3.2 ist dann auch L hyperzentral. w.z.b.w.

An dieser Stelle tritt ein entscheidender Unterschied zur Gruppen-
theorie auf:

Sei G eine Gruppe, G' =G, rc@, x¢G'. Dann existiert zwar
ebenfalls ein maximaler Normalteiler F von G mit G'CF und
x¢ F. Das Erzeugnis (F, x) ist aber im allgemeinen von @ ver-
schieden.

Fiir eine nichttriviale Lie-Algebra L mit den Eigenschaften I, II,
III kann nach dem eben bewiesenen Satz L’ nicht abelsch sein.

Beim Versuch, die gruppentheoretischen Resultate auf Lie-Alge-
bren zu iibertragen, mufl man also auf wenigstens eine der vier Eigen-
schaften verzichten.

Es wird sich herausstellen, dal man unter Verzicht auf II die
iibrigen Eigenschaften erhalten kann.

Nilpotenzeigenschaften gehen aber keineswegs vollig verloren. Wie
in der Gruppentheorie ist nimlich jede Lie-Algebra mit Idealisator-
bedingung lokal nilpotent.

17



254 ‘Walther Unsin

Dieses Ergebnis kann man, wie in der Gruppentheorie, schrittweise
aus folgenden Sitzen erhalten.

SATz 1.3.2. Jede Unteralgebra einer hyperzemiralen Lie-Algebra ist
hyperzentral.

SATZ 1.3.3. Jede hyperzentrale Lie-Algebra ist lokal nilpotent.

Man benétigt ferner.

LemmA 1.3.3. Sei L eine Lie-Algebra mit Idealisatorbedingung und
a,veL. Sei ferner xy=®, x;. = [%, a], 1€N,.
Dann existiert ein 1€ N, mit x,= 0.

Daraus kann man folgern

LEMMA 1.3.4. Sei H ein lokal nilpotentes Ideal einer Lie-Algebra L
mit Idealisatorbedingung und L= (H, a). Dann ist L lokal nilpotent.

Damit sind wir angelangt bei

SA1z 1.3.4. Jede Lie-Algebra mit Idealisatorbedingung ist lokal nil-
potent.

BEWEIS. Sei L eine Lie-Algebra mit Idealisatorbedingung. Die
Nullalgebra ist eine lokal nilpotente Unteralgebra von L. Nach dem
Zorn’schen Lemma existiert eine maximale lokal nilpotente Unter-
algebra H von L.

Sei aeJ(H) beliebig.

Nach Satz 1.2.1 erfiillt (H,a) die Idealisatorbedingung. Nach
Lemma 1.3.4 ist daher (H, a) lokal nilpotent. Da H maximal war,
folgt H = (H,a), d.h. ae H. Da ac3(H) beliebig war, hat man
Q(H)=H. Also ist, da L die Idealisatorbedingung erfiillt, H = L,
d.h. L ist lokal nilpotent. w.z.b.w,

Die Umkehrung dieses Satzes ist jedoch keineswegs richtig. Es
lassen sich-leicht lokal nilpotente Lie-Algebren angeben, die die Ideali-
satorbedingung nicht erfiillen.

Wir nehmen dazu eine der in II. § 1 konstruierten Lie-Algebren L
und bilden das direkte Produkt LxL. Es ist L0 und nach
Satz 2.2.2 iiberdies 3(L)=0. Damit sind die Voraussetzungen von
Satz 1.2.3 erfiillt und L XL geniigt nicht der Idealisatorbedingung.

Auf der anderen Seite ist aber wegen Satz 2.4.2 die lokale Nil-
potenz von L und damit auch von L XL sichergestellt.
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II. - LIE-ALGEBREN MIT TRIVIALEM ZENTRUM
UND IDEALISATORBEDINGUNG

1. Konstruktion.

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Ziel zu, Lie-Algebren iiber
Z, zu konstruieren, deren Zentrum 0 ist, die die Idealisatorbedingung
erfilllen und deren Kommutatoralgebra abelsch ist.

Dabei werden wir von assoziativen Algebren iiber Z, ausgehen.
Gewisse Unteralgebren der Lie-Algebren dieser assoziativen Algebren
werden dann die gewiinschten Eigenschaften haben.

Generelle Voraussetzung wird sein p > 2.

Es sei eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen {n,c}keN gegeben.
Mit ihrer Hilfe definieren wir eine assoziative Algebra F':

1) F werde von den Elementen a, x;, ¢ €N, erzeugt.

2) Dabei werden die Relationen gefordert:

o =ara=0 fiir alle xeF,

ﬁ"l-fl___ . .
2 =w,4+a fir alle 1eN,

"= (@, + @)= 0.

Wir fithren folgende Abkiirzung ein:
Es sei

2,=x;+a fir alle 1eN.

Die Elemente z; erzeugen eine Unteralgebra L der Lie-Algebra
von F.

In den folgenden Paragraphen werden wir zeigen, dall mit der
Angabe von L das gewiinschte Ziel erreicht ist.

Bevor wir den Nachweis der verlangten Eigenschaften vollziehen,
seien einige sehr wichtige Beziehungen in F bzw. in L zusammen-
gestellt.

Auf Grund der Relationen a?=axa =0 in F gilt [a,...,a,.]=0
und folglich [a,...,2;,.]=[a,...,2;,.] fir alle ¢. Damit und mit (1.1.2)
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und (1.1.3) folgt

2" 2" D]_ (pis1—1)
A =T+ a)y" = a7+ [a me 1=2%+[a, 277"

(2.1.1) i1 ( «+1 1)
=2, —[a, 2%

Hieraus findet man unter Ausnutzung von (1.1.2), (1.1.3) und (1.1.4)
durch vollstdndige Induktion leicht folgende Verallgemeinerung von
(2.1.1):

Fiir beliebige ¢, ke N ist

. n, n, NS S DR Ty e o
(2.1.2) zp l+k+ aCTE U [a’ z:ﬁ;:k‘" 41— pTak c+:):'

(p"'uk"' gy — gttty s)
- [“) ]

[a’ (”l+k+ Ay — 1)]

Wegen (1.1.4) bedeutet dies fiir die inneren Derivationen von L fol-
gendes:

(2.1.3) adz; = (adz, QP __ad [, 2@ B |

Pkt — pPhypt Ty s)
- a’d [a'7 A ]

—_ ad [a,z‘ pltet =1 |

SchlieBlich erhalten wir noch in F
—[24) %411 = [%415 m4+1 '1=[a, ”?fi‘ 1=1la,2].

Also gilt

[a, 2;] = [#i+1,2;] fiir alle 4eN,
(2.1.4) d.h.

[a,2,]e L’ fiir alle teN.
Aus (2.1.3) folgt unmittelbar

(2.1.5) [a, %] = [@, 2Zs**™)]  fiir alle 4, keN.
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Die Relationen a?= aza =0 und 22"'= (2, 4+ a)®"= 0 liefern wegen
(1.1.3)

(e, a" V] =0
(2.1.6) bzw.

[a, 27" P]=0.

2. Nachweis von 8(L)=0.

Wir zeigen zunichst

LemMmA 2.2.1. Set
j; = prtetmpm 1) fiir $>2 ,
h=p"—1.

Dann sind fir jedes i€ N die Elemente [a,2P] mit j<j; linear unab-
hangig.

BEwEIs. Wegen der Relationen von F und L ist [a,2]#0 fir
§<js

Sei

> ofa, =0, oeZ,.
1<i<is

Durch sukzessive Anwendung der Abbildungen (ad #)*~%, (ad 2)*%,
...,ad 2; auf die obige Summe erh#lt man

a; =0 fir 1<j<jy,; w.z.b.w.

Um 3(L)=0 zu beweisen, betrachten wir Unteralgebren L; von L,
die folgendermaflen definiert sind:

L,-:(z,-,...,z,-, [a, zi]y""[a’zl])? teN
Offenbar gilt L,C L, genau dann, wenn 3<j, und

L= L.

i=1

Wir betrachten zunéchst nur L; mit ¢>2,
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Vermoége (2.1.2) und (2.1.3) lassen sich alle Elemente von L; durch z;
und [a, 2;] ausdriichen.

Zieht man noch (2.1.5) und (2.1.6) heran, so erkennt man, dafl
sich jedes Element z€ L; in der folgenden Form schreiben 1406t:

d—1
Z—Ea[a,z ]+EI3 At Bey,
@y, Bi, Bi€Zy,, j; wie in Lemma 2.2.1 definiert.
Nun behaupten wir
SATz 2.2.1.
BLy) = ([a, 2" 0NN s,
BEWEIS. Sei ze€ 3(L;) beliebig. Dann ist 2 von der oben ange-
gebenen Gestalt.

Weiter muB sein [[a, 2,], 2] = 0.
Wegen (1.1.4) bedeutet dies

Y= 2/3;[“, (p™it- +":+x+1)] + 13 [a 2(2)] =0.

i=1

Da wegen p>2 auch p™*-*"h(p™m—1)> p™*-+h 1 1 folgt nach Lem-
ma 2.2.1 '

Somit gilt fiir ein Zantrumselement z mit geeigneten «;€ Z,

d—1

2= oja, 2.

i=1

Da [2,2,]=0, folgt wieder wegen Lemma 2.2.1
ox;= O 9 1 <j < j,; .
Anderseits folgt aus (2.1.5) bzw. (2.1.6) aber

[(l:, z?)”t‘l"-w‘l‘”l(pnl—l)—l)] EB(L‘) X

Damit ist Satz 2.2.1 bewiesen,
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Wenn man beriicksichtigt, da wegen p>2 gilt p™—2>0, erhilt
man analog

3(L,) = ([a, 2™ ]) .
Aus Satz 2.2.1 folgt unmittelbar
SaTz., 2.2.2.
B(L)=0

BEWEIS. j; sei wieder wie in Lemma 2.2.1 definiert. (2.1.3) bzw.
(2.1.5) liefern fiir alle ¢teN

[a, 2] = [a, 2f1*""].
Nach Satz 2.2.1 ergibt sich daraus
B(L)N B(Liyy) =0  fiir alle neN.

Sei e N beliebig und ze 3(L)N L; beliebig.
Wegen L,CL,,, ist dann auch z€ 3(L)N L;,,.
Damit ergibt sich xe 3(L;) N 3(Liy).

Also
r=0
D.h.
B(IL)NL,=0 fir alle 1eN
Daraus folgt

3(L) = 3(L)N ( Lj ) = -Q (BL)NL)=0  wab.w.

i

3. Kommutativitiit von L'

L erfiillt auch die Bedingung IV von I. § 3.
Es gilt

Satz 2.3.1. L' ist kommutativ.
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BEWEIS. Nach (2.1.4) ist [a, 2;]€ L' fiir alle 1€ N. Wir betrachten
das Ideal
4 ={[a, 2], [a, 2], ..) clL
Trivialerweise gilt
ACL'.
Uns interessiert die Faktoralgebra L/A.
Sei z,+ A4, z;+ A€ L/A mit i>j.
Dann gilt nach (2.1.3)
(5 + 4, 2+ A] =[5, ] + A = [z, 2" ]
- [zv [a, z(’.,,n(+.“+n,+1_,,".+~~-+";+a)]]
. [Z,-, [a, zﬁpnﬁ-“.-)»mﬂ—l)]] + A
=0+4.
Daraus folgt, dafl L/A kommutativ ist, d.h. L'CA.
Insgesamt ergibt sich so
L'=A4.

Die Relationen a?= axa = 0 in F liefern die gewiinschte Kommuta-
tivitdt von 4 und damit von Z'.

4. Die Idealisatorbedingung in L.

Wir wollen schlieBlich nachweisen, dafl L die Idealisatorbedingung
erfiillt. Tatsachlich werden wir sogar eine Verschirfung dieser Eigen-
schaft zeigen. Es wird sich nédmlich herausstellen, da gilt:

Zu jeder Unteralgebra U C L existieren ein (von U abhéngiges)
neN und Unteralgebren U,, ..., U, von L mit

vclU,ql...clU,ClL.

Um das zu zeigen, fithren wir eine Fallunterscheidung durch. Sei U
eine beliebige Unteralgebra von L. Dann ftrifft sicher eine der fol-
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genden drei Aussagen auf U zu.
1) UcL’
2) (U + L')|L’' # 0 ist endlich erzeugbar
3) (U + L')/L' 0 ist nicht endlich erzeugbar.

Im ersten Fall ergibt sich wegen der Kommutativitit von L’ sofort

Satz 2.4.1. Ist U Unteralgebra von L und UCL', so gilt
UclL'clL.

Ehe wir die beiden anderen Fille behandeln, zeigen wir zunichst,
daB alle inneren Derivationen von L nilpotent sind.

Sei K dievon a und L erzeugte Unteralgebra der Lie-Algebra von F.
Ferner sei B das Ideal <{a) von K.

Offenbar ist B=(a, A), wobei A das in §3 definierte Ideal von L ist.

Wenn u€ K ist, so wollen wir die Restriktion der durch % indu-
zierten inneren Derivation von K auf B mit % bezeichnen.

Die Abbildungen Z,,3Z,,... erzeugen eine assoziative Algebra D
iber Z,.

Wegen der definierenden Relationen von F und wegen L'=A

ist D offenbar kommutativ. Dariiber hinaus gelten wegen (2.1.5) und
(2.1.6) die folgenden Relationen:

=z fir alle ieN,
(2.4.1) iy
2T =0.
Daraus erhilt man
LeMMA 2.4.1. Jede Abbildung we D ist nilpotent.

BEWEIS. Sei we D beliebig. Wegen (2.4.1) existiert ein ke N mit

u=7 %%, o€EL,.
i1

Hieraus folgt, wieder wegen (2.4.1),
— +...+ - -, - ]
u T Palp™i—1) __ Zﬁ’ zg"k"‘ Fa(pN1—1)+j =0 , ﬂ’_eZﬂ .
i>0

Also ist @ nilpotent. w.z.b.w.
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Hieraus ergibt sich sofort das angekiindigte Resultat:
KOROLLAR 2.4.1. Jede imnere Derivation von L ist nilpotent.

BEWwEIs. Seien x und z beliebige Elemente von L.
Fir jedes n>2 gilt dann

r(ad ?)" = [z, 2] = [z, 2]Z* L
Wegen/der Nilpotenz von 2z ist dann fiir geniigend groBles n
r(adz)*=0.
Da x und z beliebig waren, folgt die Behauptung.

Wir konnen jetzt Fall 2) behandeln. Zunichst zeigen wir

SATz. 2.4.2. Ist U Unteralgebra von L und (U + L')[L' endlich er-
zeugbar, so ist U -+ L' nilpotent.

BEWwWEIS. Es existieren endlich viele Elemente u,,..., %,€ U mit
U+ L'= (uyy ..., u,) + L.
Dann muB es ein 1€ N geben mit
U+ L' = (Uyy .0y ty) +L'C(2yy...,2;) + L.
Zum Beweis des Satzes geniigt es dann, die Nilpotenz von

(R1y ---y 2;) + L' nachzuweisen.
Wir setzen

ko= pmt-tm 4 9
Weiter betrachten wir ein beliebiges Element
V=[01y .0y V], VE€E(Ry,...,2)+L fir 1<k<k,.
Von Interesse sind fiir uns lediglich die v; mit &> 2.
Ist ein solches v,eL’, so ist v =0, da L’ abelsch ist. Es geniigt

also offenbar, solche v, zu betrachten, die sich als Summen der Ele-
mente 2z, ..., z; schreiben lassen.
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Mit (2.4.1) erhdlt man nun

v= ov;, V1%, o,€Z,, k;>k,—2 fiir alle jeN
=1

(2.4.1) liefert jetzt v = 0.
Also ist (#...,2;) + L' und damit U + L' nilpotent von einer
Klasse, die nicht groBer als k, ist. w.z.b.w.

Natiirlich ist U + L'C| L. Damit und mit Satz 1.1.1 folgt jetzt
aus Satz 2.4.2 das gewiinschte Resultat:

Satz 2.4.3. Ist U Unteralgebra von L und (U + L')/L' £ 0 endlich
erzeugbar, so existieren endlich viele Unteralgebren U,, ..., U, von L,
U,= U+ L', mit

UclU,¢l...clU,cl L.

In Fall 3) gilt der folgende

SAtz 2.44. Wenn U Unteralgebra von L und (U + L')[L' nicht
endlich erzeugbar ist, dann ist U Ideal von L.

BEWEIS. Sei UCL und (U + L')/L’ nicht endlich erzeugbar.

Der Beweis wird in mehreren Schritten verlaufen.

Zunichst werden wir zeigen, daf J(U) + L'= L. Daraus erbigt
sich dann U)N L' Cc| L und schlieBlich L'CI(U). Das liefert
I(U) = L.

Die von den Abbildungen adwu, ue€ U, erzeugte Unteralgebra von
A, heifle V.

Wenn dann adxeV fir ein xeL, so folgt offenbar xeJ(U).
Sei nun ke N beliebig vorgegeben.

Da (U + L')/L’ nicht endlich erzeugbar ist, existieren ein ¢>% und
ein Element

y=o;2;+ ...+, +welU, wel', oy,..,0,€%,, o;#0
Vermoge (2.1.3) gilt

ady = o;ad 2 + ... + o (ad2)?" "™ fadv, wvel'

Da (ady)*e V fiir alle ke N und da ad y und ad #; nach Korollar 2.4.1
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nilpotent sind, erh#lt man mit (1.1.9) schlieBlich

adz;+adv,eV mit »,e L’

d.h.
U, =2z, +0,€U)

Falls +>Fk sein sollte, folgt nach (1.1.9) und (2.1.3)

(adu)?" "= ade, + adv,€eV  mit veL’
d.h.
U, =2, + 0, €XU).

Wir gelangen so zu der Erkenntnis, dafl zu jedem neN ein Element

Up=2, +0,€I(U), wv,€L’

existiert. Damit hat man

U)+L'=L.

Sei nun ze¥(U)N L' beliebig.
Da L' kommutativ ist, folgt

rvadz,=rvadu,eXU)NL  fir alle neN

Das aber bedeutet
XU)NL'C L

Sei nun ein ¢ € N beliebig vorgegeben. Es existiert ein ¢, € N mit
ko
V= 2 ')’k[ab z:’:)] ’ Vi€ Zn .
k=1

Wir wéhlen ein >k, beliebig aber fest.
Dann existiert ein j>max {i 41, 4,} mit

&)
Vg = D 0la, "], 6,€Z,.
¥>1
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Wir betrachten das Element
q = [Wiz1y W] = [2itry 2]+ [Vi1y 21— (04, 2:0 ] €eU) N L.

Nach (2.1.3) besteht [2,,:,2;] aus ! verschiedenen Summanden der
Form

[a, z:,le mit 1<k <‘,pm+1+<,.+m+:

bzw.

[a,2"]  mit k<p™t-Thn,

Da ko<1, konnen nicht alle Summanden von [#,,:, 2,] durch die Sum
manden von [v,,2,,:] weggehoben werden.
[9:y1, 2] setzt sich zusammen aus Summanden der Form

[a, ktomt-Tma]

d.h. die Summanden von [2,,;,2,] und [v..,#;] sind alle paarweise
verschieden.
Aufgrund dieser Uberlegungen kann man schreiben

(k
q:zek[a'yzj)]’ skEZp,
k>1

wobei &, 0 fir mindestens ein I, <p™*=+mn,
Da XU)n L'c| L, folgt

q(adz) eIU) fir alle keN,
und da adz; nilpotent ist, erhilt man

[a, 2] e (V)
und weiter

[a, 22" "] = [a, 2,]€ X(TV) .
Da ¢ beliebig war, haben wir

[a,2,]e3(U) fiir alle teN
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Mit (U)N L'C| L ergibt sich
L'={[a,2]/ieN) c}U).
Ziehen wir ¥(U) + L'= L heran, so erhalten wir
(U)=1L. w.z.b.w.

Satz 2.4.1, 2.4.3 und 2.4.4 lassen sich zusammenfassen in

SATZ 2.4.5. Die in II. §1 konstruierten Lie-Algebren erfiillen die
Idealisatorbedingunyg.

Satz 2.4.4 gestattet eine Verschirfung, die bei spidteren Beweisen
willkommene Vereinfachungen bringen wird.

SAatz 2.4.6. Wenn U Unteralgebra von L und (U + L')[L’ nicht
endlich erzeugbar ist, dann gilt L'CU.

BEWEIS. Sei ¢ € N beliebig vorgegeben. Da (U + L’)/L’ nicht end-
lich erzeugbar ist, existiert ein j >4 mit

U;=0;2;+...+o,2,+wel, wel, o,..,,€Z,, ot; #~0.

Wegen UC|L hat man dann « = [a, 2;, ;]€ U.
(2.1.3) liefert

i 7yt
u = ofa, 22+ oy_y[a, 2P TV] 4+ o[, 2P

Da nach Korollar 2.4.1 ad #; nilpotent ist, [u,2®]e U fiir alle keN
und «; 0 vorausgesetzt wurde, erhalten wir

[a,22]1e U .
UC| L zieht nun
[a, z§2)’ zg,ﬂ,+...+m+1~—2)] — [a’ z.'_] e U

nach sich.
Da 4 beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Unteralgebren vom Typ 3) haben noch weitere wichtige Eigen-
schaften.
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Zunichst gilt

LEMMA 2.4.2. Wenn U Unteralgebra von L und (U + L')|L' nicht
endlich erzeugbar ist, dann ist A, schon aus allen inneren Derivationen
an u mit we U erzeugbar.

BEwWEIS. Es geniigt offenbar zu zeigen, daB fiir jedes 1eN die
Derivation ad 2, durch Derivationen ad « mit u € U ausgedriickt werden
kann.

Sei 1€ N beliebig vorgegeben. Dann existiert ein j> ¢ mit

2=0;2 4+ .+ 2,€U, oy, €L, a;=1.

Nach (2.1.3) ist

adz=ade; + ... + g(ade) "™+ adv, wvel.
Da L'CcU, folgt y=2—wveU.
ady = adz; + ... + ay(adz;)” ™

148t sich daher durch Derivationen ad v mit e U ausdriicken.
Da ad y nach Korollar 2.4.1 nilpotent ist, kann man ad z; jetzt
als Summe von Potenzen von ad y schreiben:

adz; = Y Bu(ady)*, pi€Z,.

k=1

Daher liegt auch ad z; in der von den ad u, u€ U, erzeugten Unter-
algebra von A4;.
Nach (2.1.3) ist

Ay

ad 2z, = (adz,)? —adw, weL'CU.

Diese Beziehung liefert den Abschlufl des Beweises.
Eine unmittelbar einsichtige Konsequenz aus Lemma 2.4.2 ist

Satz 2.4.7. Sei U Unteralgebra von L und (U + L')[L' nicht endlich
erzeugbar. Ferner sei X ein Ideal von U. Dann ist X auch Ideal von L.

Weiter kénnen wir Lemma 2.4.2 verwenden, um zwei Sitze zu
beweisen, die wir spéter noch bendétigen werden.
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SATz 2.4.8. Sei Unieralgebra von L und (U 4 L')/L' nicht endlich
erzeugbar. Dann ist U'=L'.

BEWEIS. Wir haben zu zeigen, daB [a, 2;,]€ U’ fiir alle s N. Nach
Lemma 2.4.2 gilt dann fiir das Ideal L'= {[a,?], [a,2,],...> von L
sicher Z'C U’. Da ohnehin U’'CL', wire die Behauptung gezeigt.

Sei also e N beliebig vorgegeben.

Wegen L'CU gilt [a,2,.,]€ U.

Weiter kann man nach Lemma 2.4.2 (ad 2,,,)?"+~! durch Deriva-
tionen ad 4, we U, ausdriicken.

Wir haben dann:

(@, 2,] = [@, 2,4 )(ad 217" 1€ U’ w.z.b.W.

SAaTz 2.4.9. Sei U Unteralgebra von L und (U + L')|L' nicht end-
lich erzeugbar. Dann ist Z(U) = 0.

BrwErs. Seien z€L und ze 3(U) beliebig.

Nach Lemma 2.4.2 ist ad # durch Derivationen ad u, we U, aus-
driickbar.

Damit ergibt sich

[2,2]=2zadx=0.
D.h.
ze 3(L) .

Da 3(L) =0 ist, folgt 2=0 und da z beliebig war

8(U)=0. w.z.b.w.

III. - ISOMORPHIEBETRACHTUNGEN

1. Isomorphie der konstruierten Lie-Algebren.

Alle in diesem Paragraphen betrachteten Algebren sollen denselben
Skalarenkérper Z, haben.
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In IT. wurde jeder Folge natiirlicher Zahlen eine Lie-Algebra iiber Z,
zugeordnet. Dabei ist es natiirlich sehr wichtig zu wissen, « wieviel »
wesentlich verschiedene Lie-Algebren man auf diese Weise erhalten
hat, d.h. unter welchen Voraussetzungen zwei der erhaltenen Lie-
Algebren isomorph sind.

Da die Glieder der definierenden Folgen die definierenden Rela-
tionen entscheidend bestimmen und diese wiederum die Ordnungen der
inneren Derivationen festlegen, kann man hoffen, die Isomorphiefrage
dadurch zu lésen, daB man die Ordnungen der inneren Derivationen
bestimmt. Fiir isomorphe Lie-Algebren miissen die Mengen dieser
Ordnungen ja gleich sein.

Sei also L durch die Folge {m;};on definiert.

Sehr leicht ist die Frage fiir Elemente aus L' beantworten. Sei
gelL', g+#0.

Da B(L)=0, ist ord (ad g) > 1.

Da L' kommutativ ist, ord (ad g) <2.

Insgesamt gilt also ord (adg) = 2.

Schwieriger ist die Frage fiir die iibrigen Elemente von L. Wir
betrachten ein Element

y=¢2,+..+azt+wekl, &,..,8€l,, ¢+0, wel'.

Offensichtlich ist ord (ad y) = ord (ad ¢;'y). Wir koénnen also den Koef-
fizienten von 2z; zu 1 normieren, d.h. wir kénnen von vornherein an-
nehmen, dafl ;=1 ist.

Zunichst sei ¢ >1. Wegen (2.4.1) ergibt sich schnell

(3.1.1) ord (ady)<p™t -Th(pm—1)+ 1.

Wir setzen zur Abkiirzung w;= p™*t-+™(p™m—1) 41, i€ N.

Wir werden sehen, daf ord (ad y) tatsdchlich gleich der angege-
benen Schranke ist.

Nach (2.3.1) existiert ein j >4, jeN, mit

ady = (ade,)?" "L g (ad ey L S o adla, 4], o,€Z

> -
r=>1
Die nihere Untersuchung zeigt, dal z.B. fiir alle ie N

[2i01, 2427 0]=0 aber [z,,,2" "]#0,
also in der Tat ord (adz;) = w; ist.

18
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Desghalb driicken wir auch ad y in Abhéngigkeit von z,,, aus. Das
geht wieder vermoge (2.1.3). Im einzelnen ist:
e s T M+t (p"'.1+=+"1+1— Tie2)]
(ad z;) = ((ad 2, ad[a, 2% ]
—ad [a’ zjzi'éu"’”/n—1)])p"7+~-'+"«+1 —
(a,dz, )p"l+:+ ST ad [a’ (p"1+l+ +"t+x-11"1+:)]_

- (p™ 2t T —1)
ad [a, 273 1

(adz)? "™ = (ady, P —ad [a, g O] —

_ad[a z(p"1+l+ -+ —1)
)

S «,ad[a, &"]1 = > «,ad [a, 27"

r=>1 r=>1

Ziel ist es jetzt, zu zeigen, daB [, ¥ V]£ 0 ist.
Dazu rechnen wir zunichst (ady)*~! aus.
Bei genauer Durchrechnung ergibt sich:

(@)~ = 3 fladsy
S yadle 4914 3 50,0l 450,
=0 =1 1>0

Dabei ist im einzelnen:

ﬂn Ver 6: ‘EZ 9

o(r) = phntethph__ 1) __phu e reN,,

(s, 1) = gpMutrny gptinttin seN, teN,.

Speziell fiir y, erhdlt man y,=1.
Damit hat man

1_ " +1 (8,)+1
% 49(ad y)™” = > yle, z}':’,_; ] -2 > 0,,da, 2 5?2 T+,
r=0 81 t=0

Wichtig ist fiir uns der Term

©)+1
Yola, 2, ﬁz 7.
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Auf Grund der definierenden Relationen ist
[a, z%g)ﬂ)] — [a, z,(z_):é+:+~--+”x(p"1—l)"p"ﬂl""l)] £0.

Ferner ist o(0) + 1 5=0(s,t) +1 fiir alle in Frage kommenden r, s, t.
Dies folgt so:

Es ist
0(0) = p™MH(pM—T1)(pMrtn)
a(8, t) = O(p™rtmn) fir all s, ¢,
also

0(0) # a(s, t)(p™++™+)  fiir alle s, t.

Also ist insbesondere p(0) = o(s, t) fiir alle s, ¢.
Wir konnen daher auch schreiben

(0g~1)7 __ (p™+at-tha(pP1—1) —pPia+1
(%5105 ¥V = yola, 255" e ]

e(0)
+ Z :u'f[a’7 z§22] + z :ur[aﬁ z;ti)-2] ’ My € Zv *
r=1

r=>0(0) +2

Nach Lemma 2.2.1 sind die Elemente [a, #j7,] 0 linear unabhingig.
Wire daher [2;,5, ¥~ V] =0, so folgte y,= 0 wegen

[a, 2800 0 .
Da aber y,=1 ist, hat man

[zj+2? y(w«—l)] = 0 ,
(3.1.2) d.h.

ord (ady) > w;—1
(3.1.1) und (3.1.2) ergeben zusammen
ord (ad y) = w,

AbschlieBend sei noch der Fall ¢ =1 behandelt.



272 ‘Walther Unsin

Sei

2=z +vel, wvel.

(O.B.d.A. ist der Koeffizient von z, wieder 1.)

Wir setzen
w, = p™.
(2.4.1) liefert
(3.1.3) ord (ad 2) < w,

Wie im Fall ¢>1 existiert ein jeN, j> 1, mit

adz = (adz)?"" "™+ ¥ (la, "], ¢(,€Z,,

r=>1

(ad """ = (ad gy, P — ad [a, 2B

—ad[a, 2]

Ecr ad [a,, (r)] — z C ad [a, ;W”J+n+”l+l) ,

r=>1 r=>1
(ad2)™ ™1 = (ad gy )7+ MM _ ad[a, 28yt e Vs ]

—ad [al, z(pﬂl+|+ g (pR1—1) — l)] + z C ad [a, zi+n,+.+n_,+,+pn,+,+ Ay (phy — 2))]
r=>1

Genau wie im Fall ¢>1 ergibt sich wieder wegen
[a, 2E-+mm =D =s"a+D] £ o |
2,0(ad2)™ 1520,
D.h.
(3.1.4) ord (ad 2) > w, —1
(3.1.3) und (3.1.4) liefern

ord (ad 2) = w, .
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Wir wollen diese Ergebnisse zusammenfassen in

Satz 3.1.1. Sei L durch die Folge {n}yen definiert.
Sei ferner

w;=p”‘+‘“+"’(p”‘—1) +1 ’iEN, 1>1

W= pnl .
Dann gilt fir ein Element

y=o;2;+...+o2,+uel, o,..,0;€Z,, o;#0, wuel’
ord (ad y) = w; .
Fiir ein Element ve L', v+£0, gilt

ord (adv) =2.

Damit 148t sich nun die Isomorphiefrage ganz leicht beantworten.
Es gilt

SAtz 3.1.2. Seien zwet Lie-Algebren L, und L, durch die Folgen
{niren und {m}pen definiert. Damn ist L, ~ L, genau dann, wenn die
definierenden Folgen gleich sind.

BEwEels. Es sei L,~L,. Die Menge aller Ordnungen von inneren
Derivationen von L, ist {1, 2, w,, @, ...} Mit 2 <o, < w, <..., die der
inneren Derivationen von L, ist {1, 2, @,, @,, ...} Mit 2 < ®; < @, <....

Beide Mengen miissen gleich sein. Das bedeutet

oder pm+...+ﬂ,(pn, _ 1) — pm;+‘..+m,(pm, _ 1) fir alle 1e N , 1>1
ph= pm, .
Durch Induktion folgt hieraus unmittelbar

n,=m,; fir alle teN.

DaB gleiche Folgen isomorphe Algebren definieren, ist klar. Damit
ist der Satz bewiesen.
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Mit diesem letzten Satz ist nunmehr sichergestellt, dafl die von
uns definierten Lie-Algebren tatsdchlich alle wesentlich voneinander
verschieden sind.

Wir zeigen schlieBllich noch einen Satz, der im nichsten Paragra-
phen wertvolle Hilfe leisten wird.

Sarz 3.1.3. Die Lie-Algebren L, und L seien nach 11. § 1 durch die
Folgen {n}ien und {n,.}ien, ¢€Ny, definiert. Danmn existiert ein Ideal
X, C| L, mit

LX,~L.

BeEwEls. L, werde von den Elementen z; erzeugt, L von den Ele-
menten y,. An die Stelle des Elementes a bei der Definition von L,
trete bei der Definition von L das Element b.

Sei

X, = <[“’ zc(:ﬂl;“_n]y z;leNa j<0> q L,.
Wir definieren eine Abbildung ¢: L,/X,— L folgendermafen:

(Z %2+ 2 Bulas 2] + X1) p=
=1 k=1
=2“5?/i+k§>:ﬂk[b, f’/ﬁ‘f) % PrE€Ly, Uy, LLEN .
1

i1

Wir wollen zeigen, daBl ¢ ein Isomorphismus ist.
Zunichst zeigen wir, daBl ¢ eine Bijektion ist.
Es ist [b, y¥] =0 genau dann, wenn

1,

lk>pﬂc+¢,,+...+ﬂc+u(pﬂc+x__ 1) ,

[a,2.]4+ X, =0+ X, genau dann, wenn

c+ix

lk>pnc+lk+...+“c+l(pﬁc+l_ 1) .

Ferner ist z; + X, = 0 4+ X, fiir j<e.

Damit ist die Injektivitit von ¢ nachgewiesen. Die Surjektivitét
ist auf Grund der Definition von ¢ trivial.

Es bleibt noch zu zeigen, dal ¢ ein Homomorphismus ist.

Die Linearitdt von ¢ ist offensichtlich,
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Da IL,/X, von den Elementen z. ;+ X, erzeugt werden kann, ge-
niigt es zur Vervollstdndigung des Beweises zu zeigen, daf

((Zo44y9 Zoriy) + X)) o= [(Bri, T XD @y (244, + X))@l =

=[y;,y,] fir alle ¢,,7,eN.

Betrachtet man die Beziehung (2.1.3), die definierenden Folgen von L,
und L, sowie die Definition von ¢, so ist diese gewiinschte Eigenschaft
von ¢ sofort zu verifizieren.

Satz 3.1.3 ist damit bewiesen.

2. Direkte Produkte von Lie-Algebren.

Wieder sei generell vorausgesetz, dal alle in diesem Paragraphen
behandelten Algebren denselben Skalarenkérper Z, haben.

Ehe wir uns dem eigentlichen Ziel zuwenden, wollen wir eine De-
finition treffen, die uns viele Formulierungen erleichtern wird.

L gei eine beliebige in II. §1 definierte Lie-Algebra iiber Z, mit
der definierenden Folge {n;};n. X sei ein Ideal von L.

Unser Ziel ist es, in (L/X)' eine Ordnungsrelation einzufiihren.

Sei h, + X, h,+ X e (L/X)' beide Elemente ungleich 0 +X. Dann
exigtieren Zahlen j, k,, k, € N mit

hy+ X =Yala, ]+ X, wa€Z, o0n#0,

i=0

h2+X=zﬂi[a'7 z;'k'H)]"i‘X, ﬂiezm 1807&0'

=0
Wir schreiben dann

hy + X=h, + X genau dann, wenn k,<k,,

hy + X=h,+ X genau dann, wenn k,<k,,

hy + X~h, + X genau dann, wenn k,=1kFk,.
Wegen

[(l, z;k+i)] — [a’ zgg-"ii+l+"‘+"1+1(k+i))]
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héngen diese Definitionen nicht von der speziellen Wahl von j ab und
sind darum erst sinnvoll.
Wenn wir iiberdies noch setzen
h+X=0+X fir alle h + X e(L/X)’
bzw.
h+Xc04+ X, falls h4+X#£0+X,
wird durch « = » in (L/X)’ eine Totalordnung definiert. «=» definiert
die zugehorige strikte Ordnung.
Folgende Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Defi-
nition der Ordnungsrelation:

Wenn h,+ X, h,+Xe(L/X), hh+Xc=h, +X, u+ XeL/X,
dann ist

b+ Xclh,u] + X
[hyy 6] + X =[hy, u] +- X
h+Xc=[hy,u] + X falls h; + X %0 + X

[hy, w] + X=[h,, u] + X falls [hy, u] + X #0 4+ X
und b, + Xk, + X

hi+h+X~h+X falls b, + X=h, + X
[hyy u] + X ~[hy,w] + X falls by + X ~h,+ X
Wie die Struktur des Verbandes der Hauptideale von L/X, die in

(L/X)" liegen, mit der eben definierten Ordungsrelation zusammen-
hingt, zeigt

LeMMA 3.2.1. Seien v + X, v + X €(L/X)" beliebig. Dann ist
w4+ X)) C v+ X) genau dann, wenn u +Xzv 4+ X,
uw+X>c v+ X)> genauw dann, wenn u 4+ X2v + X,
w4+ X)=<v+X) genau dann, wenn u + X~v 4+ X .

Die Beweise fiir diese Beziehungen sind an der Definition der Ord-
nung unmittelbar abzulesen.
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir uns der Frage zuwenden,
wann direkte Produkte der konstruierten Lie-Algebren ebenfalls den
gestellten Forderungen gentigen.

Die Zentrumsfreiheit und die Kommutativitit der Kommutatoral-
gebra vererben sich offensichtlich auf die direkten Produkte. Schwie-
riger ist die Frage nach Erfiillung der Idealisatorbedingung zu beant-
worten.

In I.§ 2 haben wir gesehn, dal das direkte Produkt zweier Lie-Al-
gebren genau dann ungeeignet ist, wenn die Algebren Unteralgebren
mit isomorphen Faktoralgebren ungleich 0 und Zentrum 0 haben.

Wir wollen jetzt untersuchen, wann zwei der konstruierten Lie-
Algebren diese Eigenschaft haben.

Zunachst zeigen wir

LemmMA 3.2.2. L sei die nach 11.§ 1 durch die Folge {n;},n definierte
Lie-Algebra. U set Unteralgebra von L, X Ideal von U mit

UIX 0, 3(UX)=0

Sei
u+X=o02+..+a2 +tu+XelUX,
Uiy ey % €Ly 0, 70, w'e L’
v+ X=p8;z+..+py+v+XeU|X,
By s BLEL,, B; %0, v' €L’
mit
ord Restyxy ad (v 4+ X)>2 .
Dann ist

ord Restyxy ad (v + X) < ord Restyxy ad (v + X)

genau dann, wenn
j<t.

BEwels. In II. § 4 wurden drei Typen von Unteralgebra unter-
schieden. U mufl vom Typ 3) sein, da Unteralgebren vom Typ 1)
oder 2) nilpotent sind und daher keine Faktoralgebren ungleich 0
mit Zentrum 0 besitzen konnen.
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X kann wiederum nicht vom Typ 3) sein, da dann nach Satz 2.4.6
und Satz 2.4.8 gelten wiirde U'=L'CX. U/X wire demnach kom-
mutativ.

Also ist X vom Typ 1) oder 2).

Da Xc| U, gilt XC| L nach Satz 2.4.7.

Wir wollen das benutzen, um néheren Aufschlufl iiber X zu er-

halten.
Zunichst sei der Fall betrachtet, dafl ein Element der Form

=%+ ..+ 0,5, +2'eX, '€l g,..,0,€%Z, 0,70
existiert. Dann existiert ein ¢e N, mit

=%+ .+ 012+ 2 0l 5.1,  0,€Z,.

n=>1

Sei le N so gewahlt, daB I>¢ + 1.

Wegen X C| L ist dann [#,,, 2] X.

Berechnet man mit (2.1.3) den Term [z;,,, 2] explizit, so erhilt
man

[zk+l? r]= z 7r[a” z;cr-)i—l] ’ Yr€ Zp

=1,
wobei 7, <p™+ttiaund y, #0 ist.

Durch wiederholtes Anwenden der nilpotenten Abbildung ad 2,
erhéilt man zunéchst

[a, 4n]€ X,
Da ry<phnt-tha folgt weiter
[@, 220 "] = [a, 2,]€ X .
Daraus ergibt sich sofort
[a,2,]e X fiir alle x<k.

Da, wie wir schon sahen, L'CX nicht sein darf kann auch nicht
[a, z,]€ X fiir alle re N gelten,
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Es existiert daher ein ¢, € N derart, da [a,?,]€e X genau dann,
wenn 7 <<1,.
Ferner folgt dann aus

6,2, + ..+ 06,2, +deX, delL',é,,..,0,€Z, 6,#0

stets r <1,.
Damit 148t sich der Durchschnitt XN L'= XN U’ folgendermafien

charakterisieren:
Es existiert eine Folge {k;};n natiirlicher Zahlem mit

k=1 fiir i<,
(3.2.1) 2 <k, <p™s

(k;—1L)p™n+ 1<k, <kp™ fiir i>14,

derart, daB fiir alle i€ N genau dann [a,2™]€ X, wenn n>k,.
Zur letzten Bedingung von (3.2.1) ist dquivalent:

(3_2_2) (ki—l)p””"‘“”‘-}- 1<ki<kipm+...+m+x

fir alle 4, je N mit jy<i<j.
Sei nun ein belieb’ges Element der Form

w+X=y2+..+yns+w+XelUX,
Ve vy V1E€Zy, v, # 0, w'eL’

gegeben.

Wir wollen die Ordnung der Abbildung Restyxy ad (w + X) ab-
schitzen.

Stets ist 1 eine untere Schranke der Ordnungen.

Man rechnet sofort nach, daB gilt:

OI‘d Rest(vl_x)' a)d (w + .X) < k’f .
Fir r <4, folgt daraus

(3.2.3) ord Restyxy ad (w + X) =1,
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Ist k,>2, so erhélt man rasch
[la 2]+ X, (w+ X)* P =y fa,ef V] + X 20+ X .

Das fithrt zu
(3.2.4) k,—1<ord Resty xy ad (w + X)<k, fiir alle r>1,.

Sei nun
0; = ord Resty;xy ad (v + X) ,
Oj = OI'd Rest(le') a/d ('D —l— X)
Da nach Voraussetzung 0,>2, ist auf jeden Fall i,<1.
Wir zeigen zuerst die eine Richtung der Behauptung des Lemmas.
Sei j <.
Es werden 2 Fille unterschieden.
a) 7i,=1: Dann ist wegen j <i notwendig k,=1 und 0,=1.
Also
0,—0,>2—1=1>0.

b) ip<i: Wegen (3.2.1) und (3.2.2) ist dann k,> 2. Mit (3.2.4)
erhilt man so

0. 0->k-—1—k5>k5—1—(ki—l)p-(”‘+"'+m“)—l=

i Vi (]

= (ky—1)(1 — p~mtetmedy _q
Generelle Voraussetzung ist p > 2, also 1 —p~™+-+m> 1 Daher
0,—0;,>2-1—1=0.
Man rechnet leicht nach, daB

0,= ord Resty,x, ad (2; + X),
0,- - OI‘d Rest(le)' a/d (zj + 'X) .

Daraus ergibt sich fiir i = j sofort 0,= 0;.
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Wir betrachten den letzten Fall: ¢ <j.
Hier ergibt sich

Oi_Oi>ki_1_ki>(k‘_1)pm+...+m+n_l_ l—k’. >
>(k—1)2+1—k=k—1>k—1>0.

Damit ist Lemma 3.2.2 bewiesen.

Weiter werden wir benétigen

LeEmMA 3.2.3. L, und L, seten in 11.§ 1 konstruierte Lie- Algebren
mit den definierenden Folgen {n;}ien und {m}en. (Zur Definition mégen
bei L, die Elemente a,z;,1€N, dienen bei L, die Elemente b, y,, ¢e€N).

Fiir i =1,2 sei U, Unteralgebra von L;, X, Ideal von U; derart,
daf die U, Unteralgebran vom Typ 3) sind und

UI/XI = Uz/Xz .

(Der Isomorphismus U,[X,— U,/X, heifle c.)
Ferner seien Elemente

u+ X, =02, +...+oy2 +u'+ X,eU,/X,,

Oy ooy 0y €Ly o, %0, ue U,

v+ Xp=B;4;+ ... + b1y + 0"+ X, € U,/ X,

Bys ves BL€Zy, Py #0, v ET,
gegeben mit
(v +X))o=v+ X,

[ay zi]¢X1a [by ?/J]¢X2
Dann gilt
([a1 2]+ Xl)o""[by ?/:] + X,.

BewEers. Nach Satz 2.4.8 ist U; = L; und U, = Ly, d.h. (U,/X,)' =
= (L;/X;)" und (U,/X,)' = (L,/X,)'.
Wir betrachten nun die Mengen

I,=(U,/X,) ad (v + X,),
J,y= (U] X,) ad (v + X,) .
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Aus der Kommutativitit von (U,/X;)’ und (U,/X,)" folgt, daB die
Mengen I, und J, Ideale von U,/X, bzw. U,/X, sind, fiir die iiberdies
gilt

Io=d,.

Da [a, 2;]¢d.h. [a,2,]+ X,5%0 4+ X,, folgt:

I, besteht aus genau denjenigen Elementen %, + X, € (U,/X,),
fiir die gilt

[a,2,] +X,=h, + X, .
Sei weiter J ein beliebiges Ideal von U,/X,; mit
I,cIC(U,/X,).
Es muBl dann ein & 4 X, el existieren mit

[a,2,]+X,2h + X, .
Dann aber folgt auch
[a,2,]+ X €1,

bzw.

lay2 ] +XpCI.
Da auch

I, c{[a, 2] + X
erhalten wir

N I=<la,%]+Xp.
LIS (U, X)'
Io|U, /X,

Analog gilt
N J=Lby]l+X.

JiCIS(Uy/ Xy)'
J U Xy

Daraus folgt
lay 2]+ Xpo=<[b,y;] + X .

Lemma 3.2.1 liefert nun die Behauptung. w.z.w.b.
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Eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 3.2.3 und Lemma 3.2.1
ist
KoroLLAR 3.2.1. Es seien die gleichen Voraussetzungen wie bei

Lemma 3.2.3 gemacht.
Dann gilt fiir alle neN:

(la, 5" + Xy)o~[b, "] + X .

Damit ausgestattet, konnen wir einen Satz beweisen, der bei der Lo-
sung des gestellten Problems willkommene Vereinfachungen bringt.

Sarz 3.2.1. L, und L, seien in II. §1 konstruierte Lie-Algebren.
Fiir i =1,2 sei U; Unteralgebra von L,;, X; Ideal von U, mit

UI/XI.% Uz/XZEﬁO y
S(UI/XI) %8(U2/X2) =0.

Dann existieren Lie-Algebren Lg und L., die mach I11.§1 Kkonstruiert
wurden, sowie Unteralgebren UgC Ly, U C L, mit

Ua% UA?'L‘O,
B(Ug)g-S(U.;) =0.

Die definierenden Folgen von L, und L, bzw. von L, und L, besitzen
gemeinsame Endstiicke.

BEWEIS. Die definierenden Folgen von L, und L, seien {n}.n
und {m}ien.

Zur Definition mogen bei L, die Elemente a, 2;, 7€ N, dienen, bei
L, die Elemente b, y,, 1€ N.

Der Isomorphismus U,/X,— U,/X, heille o.

Die Vorausetzungen iiber U,, X, =1, 2, bewirken wie in Lem-
ma 3.2.2, dafl die U, Unteralgebren vom Typ 3), die X; vom Typ 1)
oder 2) sind. Da also (U;+ L;)/L; nicht endlich erzeugt ist und Zah-
len 4,, joe N existieren mit

[a,2,]¢ X, fir alle ¢>4,, [b,y;]¢ X, fir alle j>7,,
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gibt es Elemente

+ Xy =2+ ... oz + X, €Uy, iy ey 0 ELyy a; F#0
o+ Xo=Bi 9, + o+ b + Xo€ Uo/ Xy, Puyy ey J1€Z,, Bi,#0
mit
(u, + X))o =u, + X,

ord Resty, x, ad (4, + X,) = ord Resty, x,;r ad (%, + X,)>2
und

[a,2; 1 ]¢X,, [by ¥yl ¢X,.
(D.h. u.a.
[a,2,]¢ X1, [b, ?/i.]¢Xz) .

Wir betrachten die Ideale
Y, = {a, 47" V], zlieN, i <i,)C| L,

Y, = [0,y ], ylieN, i <ic|L,

und die Faktoralgebren

La = Ll/ Yl 9

L,=L,Y,.
Nach Satz 3.1.3 sind L, und L, Lie-Algebren, wie sie in II.§1 kon-
struiert wurden. Ihre definierenden Folgen haben gemeinsame End-
stiicke mit den definierenden Folgen von L, und L,.

Auf Grund des Baus von X, und X,, wie er im Beweis von Lem-
ma 3.2.2 beschrieben wurde, ergibt sich

X,cYy,, X,CcY,.
Wir wollen nachweisen, dall
(Y, /XN U,/ X,)o=Y,[X,N U,/X,.
Nach Korollar 3.2.1 ist

([a, z(pm,—n] + Xl) o= [b, y&,vm,—l)] +X,.

=



Lie-Algebren mit Idealisatorbedingung 285

Sei
w+ X, =y2 + .o+ y2 + %+ X, eU,/X,,
Viy ey W€Dy, v, 70, u’el}'1

v+ Xy =6y;+ ...+ 6,9, + v+ X,eU,/X,,
;1 .0y 0,€Z,, 8;#0, v e,
(w+X)o=v+X,.
Nach Lemma 3.2.2 ist ¢ <4, genau dann, wenn j<<4,.
Daraus folgt, wie verlangt,
(Y,/ XN U, /X))o= Y,/ X,Nn U,/X,.
Sei
U3: UI/XI/(YI/-le UI/X1)7
U4= U2/X2/(Y2/X2ﬁ Uz/Xz) .

Dann ist offenbar

Vermoge
U, C Ly X, [ Y| X, 2 L[| Y, = L,
U CL, X, [ Y,y Xy = L,|Y,= L,
lagsen sich U, in L; und U, in L, isomorph einbetten.
Es ist klar, daB
U,~U,#0.

Da offenbar auch (Us + Lg)/Ls und (U, + Ly)/Ly nicht endlich erzeug-
bar sind, folgt nach Satz 2.4.9

B(Us) = 3(U,) =0.

Satz 3.2.1 ist damit bewiesen.

Wir sind jetzt imstande, unser erstes wichtiges Ergebnis beweisen
zu koénnen,

19
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Satz 3.2.2. L, und L, seien in 11.§1 konstruierie Lie-Algebren.
U, seir Unteralgebra von L,, U, Uniteralgebra von L, mit
U,~U,#0.
B(U,) = 3(Us)=0.

Dann besitzen die definierenden Folgen von L, und L, gemeinsame End-
stiicke.

BewEis. Die definierenden Folgen von L, und L, seien {n}n

und {m}iN-.
Zur Definition mogen bei L, die Elemente a, 2,, €N, dienen, bei

L, die Elemente b, y,,7€N.

Der Isomorphismus U,— U, heifle o.

o induziert einen Isomorphismus z: Ay, — Ay, .

ANMERKUNG. Die entscheidenden Kalkulationen werden wir in 4y,
und Ay, ausfithren. Fiir jedes x € L, bezeichnet ad # die innere De-
rivation von L,: Ist iiberdies z€ U,, s0 bezeichnen wir mit ad'z die
innere Derivation von U,, d.h.

ad'x = Resty ada  fir alle 2z U, .

Nach Lemma 2.4.2 wissen wir iiberdies, daf

Resty, adoce Ay, fir alle €L, .
Entsprechend sei in U,

ad'y = Resty,ady fiir alle ye U,
und es gilt Restys ady e Ay, fiir alle y e L,.

Wir wissen bereits, daB (U, —|—L1)/L; und (U, + Lz)/Lé nicht end-
lich erzeugbar sein kénnen. Deshalb existieren eine streng monoton
wachsende Folge {i,},eny und eine Folge {j,},oy natiirlicher Zahlen mit

Uy, = Otp, 5, %5, + oo+ 0y 121 +Da€ Uy,
Vi =B, iaYin + o+ + Bn,1%1 + €a € Uz
O, iy ooey Op 1y .Bn,i,,’""ﬂn,lezpy “n,i,.’ﬂn,i,ﬁ‘éoy p,,eL;,q,,eL;,

w0 =1v;,  fir alle neN.
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Die letzte Gleichung bedeutet
ord Resty; ad’ u;, = ord Resty; ad’v; .
Man bestétigt ohne Schwierigkeit mit Hilfe von (2.4.1)

ord Restvi ad’ u’i,. = pﬂl,.+...+n,(pn, . 1) ,

ord Resty; ad’ v;, = p™»*+-*+™(p™ —1)  fiir alle neN.

Einmal ergibt sich aus diesen Beziehungen, daB die Folge {j,}qen streng
monoton wachsend ist. Weiter bewiesen sie die Giiltigkeit folgender
Identitéten:

p”‘:"’""""‘(p”‘ — 1) — pm’x+"-+""(p"" —_ 1) '
(3.2.5) p”‘r+|+“'+mr+l — pm,”,+...+m1,+,
bzw.

Ny e Mg 1 =My A My
fiir alle reN.

Diese ersten Gleichungen iiber die definierenden Folgen von L, und L,
sollen noch weiter prizisiert werden.

Das geschieht durch nachstehende Definitionen.

Zu jedem re N existiert ein maximales k,e N, mit

My =My, fir alle keN, k<k,,
und

ir+kr<ir+1’ jr+kr<jr+1'
Wir setzen

8r:,l:r_'_krv tr:jr+kr'

Zieht man (3.2.5) heran, so erkennt man, da8 s,=14,,; offenbar genau
dann, wenn {,= j,,,. Es kann auch nicht zugleich s,=7¢,,,—1 und
t,=jr41—1 sein, da, wieder nach (3.2.5), dann =, = m;  Wwire, im
Widerspruch zur Maximalitit von k,.

Wir haben also fiir s, <17,,,, d,h, {, <j,4,, und nur dieser Fall wird
fiir uns interessant sein,

620 B oo Mgy = My e

Wypro =My, flir alle keN, k<k,.
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Weiter
1 7&pmj”l+...+1m,+i fiir 8, = ir+l—1 ,

(3.2.7) pHentethmae 1 fir t,=j,,,—1,
pm'+1+...+m,+a # pm1,+1+-'-+”“r+= sonst .

Wir definieren

Er = pm1r+1+“'+m‘r+’(pm‘r“ —1) fiir 8, = ir+1 —1 ,

(3.2.8) B, = pMratothes(phea—1)  fiir 4, =4,,,—1,

Er = min {pm,“+...+m,+.(pn.,+,___ 1)’ pmj,+,+...+mc,.+.(pmz,.+._ 1)}

sonst .
Wenn wir setzen

N,=7’/,-m+ co ot Mg pg fir s, <tp,,—1,
(3.2.9)
N, =0 fir s, =1,,,—1,

M,= My, oMy fir 4, <j,.,—1,
(3.2.9) ) .
M, =0 fir ¢, =4,,,—1,

haben wir wegen (3.2.7) zunichst
(3.2.10) PU(pM—1) # pM(pmen—1) .

Diese Ungleichung wird noch eine entscheidende Rolle spielen.
Ferner lassen sich die 3 Fille von (3.2.8) zusammenfassen zu

(3.2.11) E, = min {p™(p"r—1), pM(p™r+—1)} .

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir zum Kern des Beweises kom-
men.

Der Beweis wird indirekt gefithrt. Wir nehmen also an, die de-
finierenden Folgen von L, und L, besiBen keine gemeinsamen End-
stiicke.

Dann ist s, <4,,, fiir unendlich viele r€N.
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Es wird sich zeigen, daf dann Widerspriiche unvermeidlich sind.
Aus

u,-lO' = ’1)51
folgt
ad’ ;v =ad v, .

Daraus ergibt sich, wie man leicht machrechnet,

Resty, adz, v = 3 7, ,Resty (ady,)” +ad’g,
(3.2.12) e
Viuk €Ly Viyo =0y g€ Ly .

Weiter existiert ein r,>j, mit

(3.2.12") g, =kglai.,k[b7 ?/gf)] ’ 6’.“,‘627
und
(3.2.13) [a, 2,10 :kglﬂ,.h A0, 991, 9, .€Z,.

Wir werden sehn, dafl die notwendige Existenz einer solchen Zahl r,
mit der Annahme, die definierenden Folgen von L, und L, besifien
keine gemeinsamen Endstiicke, kollidiert.

Unter dieser Annahme existiert ein e N mit

P <t <fis1-
Analog zu (3.2.12) ergibt sich
Resty,ads,, 7= Y 7, . Resty (ad y,.,ﬂ)”k+ ad'g,
k=0

Vim,kezw Yits,0 = 0y 95“161’; .
Mit (3.2.6) folgt hieraus

LOTIIE ONE S N _ pktmy,  +.tmy ’
Resty, (adz,, )"+ g -kgoyi”"k Resty, (ady,, )P o+ . O
>

(pMiggrt My,

-1)
hin i [gizﬂ’ y"cn ] .
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Nach (2.1.3), Korollar 3.2.1, (3.2.9) und (3.2.9') hat man nun

Resty adz, 7= y;, p Resty (ad y,‘)"*—l- (ad' by, +ad'd;, + ad’ d,
k=0

wobei

Ny Pagsr—
d,~ [b, ?/ﬁf’“'(” '“ l»Ja

dym [B, ™D,

i1+
Man sieht, dal

d,=h;, d,=h

+1) 141 °

Die Beziehung (3.2.11) liefert dann (vgl. Anmerkung (3.2.10)):

(3.2.14)  Resty ade,v= 3 7, . Resty (ady,)”+ad'g,
k>0
mit
gn~ [b’ y;f:‘)] ’ Vim,o # 0.

Nachdem wir jetzt in (3.2.14) eine Formel fiir Resty, ad 2,7 haben,
werden wir Resty, ad 2,7 durch Resty, ad 2,7 ausdriicken. Es wird
sich zeigen, dafl dieses Ergebnis mit den Formeln (3.2.12) und (3.2.12')
fiir Resty, ad ;7 nicht zu vereinbaren ist. Dies wird der gewiinschte

Widerspruch sein.
Im wesentlichen werden wir also mit (2.1.3) den Ausdruck

Restvl (ad z'.l — (ad z’l)p"‘q+..-+m;+:) T

zu berechnen haben. Das bedeutet, dafl wir zunéchst iiber den Term
[a, 24]0c Informationen gewinnen miissen, die iiber den Inhalt von

Korollar 3.2.1 betridchtlich hinausgehen.
Nach Korollar 3.2.1 ist

k (&
la, 20 o~ [b, 93] .

Da nach (3.2.6)
nt’t+x+ et Ny 41 = mil+n+ et Myt1y
folgt

LI —— My e
[a, z"]o' = [a, zg’“‘.u m)] G~ [b, ?/:'?ﬂ“" muu)] = [b, yt’] .
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Das Element [a, 2,]o 148t sich dann auf die folgende Normalform
bringen:

[a, 2,10 = 3 &b, ¥P1+ 3 8ulb, 4 Yitn] + Enk[b, ®)
k=1 k=k,

Dabei soll gelten: ¢, {70, f141<71)

ko = O(pm;,+;+...+mu+,) s

7, 70  hochstens fir k # O(p""l*‘--' ) |

Die Moglichkeit, daB3 [b, v, y,“’] = 0, ist nicht ausgeschlossen.
Zunichst soll eine Abschéatzung fiir &, angegeben werden. Wegen
(3.2.14) ist

(@, 2,10 = [@, 2,,, 22" V]g =3 eld, ¥+

k=1
+ 3400y ¥, vP 1+ Z b, ¥

k>=k,o

I;,ﬁé 0, 7, # 0 hochstens fir k O((p™it=tmuan)

Damit nicht schon jetzt ein Widerspruch mit (3.2.13) entsteht, mufl
wegen C,',.;é 0, 7, <t;<ji4y und ko#=0 (p™int-+mun) gelten:

[b, i'/;, ?/5.")] — [b, y’lﬂluﬁ +m11+1+k¢)] =0.

Das bedeutet

ko+pmlt+l+...+m]l“>pm1,“+...+m.(pm.__1)
bzw. wegen (3.2.5)

ko + pm,“+...+m‘+,>pm,+1+...+n,(pn, _ 1) ,

ko>p"“+‘+"'+"‘(p"‘— 1) .—p“‘l+1+"'+”‘.+'> 2p"‘z+n+"-+”’_..p”‘t+-+"'+”‘.+!>

>pm‘“+...+n. > p"’l+1+"'+"‘|“ >p"‘l+x+"'+”'x+’ _l_ El _pml,“+...+me,+;.
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Unter nochmaliger Verwendung von (3.2.5) erhalten wir

(3.2.15) ky+ p”‘t+1+-~+”‘,+:(p"ll+: —1)>

> E, + pmjl+l+...+m,1“_pmj,+l+...+m:,“.

Wir wenden uns dem aufgezeigten Ziel zu,

P = Resty, (ad %, —(ad Zal)pnn+-..+ﬂgl+1) =

= —ad’ ([a, 0" I L [, "= D]) ¢

zu berechnen.
Fir jedes k>1 ist

ad'[a, 7]t = (ad’ ([a, 2,] Resty, (adz,)* 1)) v =
= ad' ([a, 2,] 0 Resty, adz, 7)*77) .
Das fiihrt mit (3.2.14) auf

P=739,ad' [b, 4]+ X wpad' [b, y%'] + ad' d;,
k>1 k=1
(3.2.16)

syt gy —pParttPy 4) o (Ko)

a, 81 [b? ?/, ’ y:m
%y ux €2, p, %0 hochstens fiir &  0(p™+-+mu.tl)

(2.1.3), (3.2.5) und (3.2.14) bewirken
(3217) Restm (a’dz,“c')”""+"‘+n‘l“ —
Eyml kRes’[ (adyt) pltmettm, i ad’

Em. s(Resty, (ady, )™ ") + ad' b, =

Ey..ﬂ Resty, (ady; )" + X y,ad'[b, yP14 ad'h,,

k=1

Vo€ By, gy~ [b, y@ ot Tl g B0

H—:
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Beriicksichtigt man (3.2.15), so erhilt man
(3.2.18) hy,=d;, s
(3.2.16), (3.2.17) und (3.2.18) ergeben zusammen schliellich
(3.2.19) Resty adz, 7= kz Vi RSty (ad g, )" +
>0

+ 2 (i + 9y ad' [b, 51 +

k=1
+ 3 wead' [b, y'1 4 ad’ Piyor s
k=1
wobei fiir h; 4 gilt

(1)’”¢1+"‘+m1‘+1—‘ 1) (E1)

by~ [0y ¥ ' Yirga d -

Wir haben jetzt das gesteckte Ziel erreicht, fiir Resty, ad 2,7 zwei
auf verschiedenen Wegen erhaltene Darstellungen zu haben.

Vergleicht man (3.2.12) und (3.2.12’) mit (3.2.19), so erkennt man,
daB

D=3 (Viver s — Vi, x) Resty, (ad ?/il)”k -2 0;, nad’[b, yy:)] +
k>0 k>

=1

+ 3 (v + %) ad' [b, ¥l + X wad [0, y%] + ad' by,

k>1 k=1
die Nullabbildung ist.

Hieraus folgt weiter, dafl auch [D, Resty, ad ;] die Nullabbi-
dlungist.

Da B(U,) =0 ist, folgt aus ad'w =0 notwendig = 0. In un-
serem Fall fiilhrt das zu folgender Gleichung:

(3.3.30) 0="2 (v + %)b yP, v, 1+ > puilb, y®, ;1 —
k=1

k=1

- z 5i,,k[b7 ?/ﬁf)y :’/:‘1] + [hil,u’ ?/5,] .

k=1

In dieser Gleichung gilt:

[P, 000 Y1~ [, y‘,“j,]
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mit
C — El + pm,‘“-i-...+m:,+1(pmq+...+m,‘+l_1) + pm’l+l+"'+m’|+‘,

Man hat
0<2pm,,+,+...+m,l“<pm/,+,+...+m.(pm|_1) .

Daraus folgt
(B, Y] #0 -

Weiter ist fiir alle ke N

kpm’l+l+"‘+m'1“+ pmj,+‘+...+m1‘+l = 0(pm;,+,+...+m.,+,) ,
kpm”+1+"‘+m“" + pm;,+l+...+m;l“ = 0(pm;,“+..‘+mc,+,) ,

0 = El % 0(pm;“l+...+m;,+,) .
Daraus folgt
(b, il # (b, 4%, 9] fir alle keN,

[b, y}fi’!] # by, y,] fiir alle keN.
Da u;#0 hochstens fir k = 0 (p™:+T™ua+1) war, ist ferner
(b, il # il Y5y 93] fiir alle keN.

Damit aber ergibt sich, da Gleichung (3.2.20) falsch ist.

Wir haben so den gewiinschten Widerspruch erreicht. Die Annahme,
die definierenden Folgen von L, und L, besdflen keine gemeinsamen
Endstiicke, ist nicht haltbar.

Satz 3.2.2 ist damit bewiesen.

Satz 1.2.7, Satz 3.2.1 und Satz 3.2.2 lassen sich zusammenfassen in

Satz 3.2.3. L, und L, seien in I1I.§1 konstruierte Lie-Algebren.
Wenn L, XL, nicht die Idealisatorbedingung erfiillt, besitzen die defi-
nierenden Folgen von L, und L, gemeinsame Endstiicke.

Die Umkehrung dieses Satzes ist ebenfalls richtig.

SATz 3.2.4. Wenn die definierenden Folgem zweier in I1.§1 kon-
struierter Lie-Algebren L,, L, gemeinsame Endstiicke besitzen, erfullt
L, X L, nicht die Idealisatorbedingung.
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BEWEIS. Die definierenden Folgen von IL; und L, seien {n};n
{my}ien. Dann existieren Zahlen ¢;, ¢;€ Ny mit

Mgy 41 = Mgy flr alle ieN.

Sei L die durch die Folge {n,,}ien= {M,+i}ien definierte Lie-Algebra
iiber Z,.
Nach Satz 3.1.3 existieren Ideale X, von L, und X, von L, mit

Li|X, =L, /X,~ L.
Da L+#0 und 3(L)=0, liefert Satz 1.2.7 die Behauptung.

Wir kénnen das Erreichte zusammenfassen:

Das direkte Produkt zweier Lie-Algebren, die nach I1. §1 iiber Z,
konstruiert sind, erfillt genau damn die Idealisatorbedéngung,f wenn
die definierenden Folgen der Lie-Algebren keine gemeinsamen End-
stiicke besitzen.

Wir wollen schlieflich noch untersuchen, ob etwa ein direktes
Produkt von Lie-Algebren zu einer der urspriinglich konstruierten
Algebren isomorph sein kann und wann direkte Produkte untereinander
isomorph sind.

Dazu haben wir

Satz 3.2.5. Die in II. §1 konstruierten Lie-Algebren sind unzer-
legbar.

BEWEIs. L sei eine beliebige der konstruierten Lie-Algebren. An-
genommen, es existiere eine direkte Zerlegung

L=H,xH,, H,#0, H,#0

Da 8(L)= 0, muB auch 3(H,)= 8(H,) =0 sein.

Also ist (H, + L')/L’ und (H,+ L')/L’ nicht endlich erzeugbar und
nach Satz 2.4.6 folgt L'CH,, L'CH,.

D.h.

L'CH,NH,#0.

Wir haben einen Widerspruch und der Satz ist bewiesen.

Damit haben wir zunéichst gewonnen, daf fiir Lie-Algebren L,,
Ly, L, aus TI. § 1 niemals gelten kann

Ly L,x L, .
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Seien nun vier Lie-Algebren L,, L,, L;, L, aus II. § 1 gegeben und sei
Iy XLy>~L;xL,.

Dann folgt nach dem Satz von Remak-Schmidt-Fitting entweder

L1%L37 Lz%L‘n
oder
Li~L,, L,~L,.

Ein Beweis hierfiir soll noch angegeben werden.

Der Isomorphismus L, X L,— L; X L, heille ¢.

Es gilt L,pCl Lyx L, und L,pC| Ly x L,. Mit den Bezeichnungen
aus I. § 2 ergibt sich L@, C| Ly, Lypm,C| L,. Da ¢ surjektiv ist, hat
man weiter (L,pms, Ly@rs) = Ls.

Sei ein beliebiges Element u € L @7, N L,gpn; gegeben. Dann exi-
stieren Elemente w,€ L,, u,€ L, mit u = u,@m; = u,q@m;.

Sei weiter « € L,pm; beliebig. Es existiert ein @, € L, mit © = x, ¢mn;.
Dann gilt

[#, u] = (2,975, Usp713] = [X1@, U p]703 = [®1, U] ;=0 .
D.h. uwe 3(Lypm,). Analog erhilt man u € 8(Lyqrms).

Damit ergibt sich ue 3((L,¢ms, Lypms)) = B(Ls).
Wegen 3(L;) =0 ist daher L,@m,N Lypm; =0 und

Ly = L,y X Lypre,.

Da L, unzerlegbar ist, mufl wenigstens eines der Ideale L,pn; und
L,pn; das Nullideal sein.

Analog ergibt sich, daB wenigstens eines der beiden Ideale .L,pmx,
und L,pn, Nullideal sein muB.

Nehmen wir an

L1¢P7T3 =0,
so folgt
Lyg=Lipn,CL,.

Daraus ergibt sich L,pm,= 0, d.h. L,p C L.
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Da‘ Ll(p XLz(P = L3 XL;, folgt L1§0 = L4, L2(p = LS'
Wenn L,pn,= 0 wire, folgte entsprechend L, = L;, L,p = L,.
Damit ist die Behauptung gezeigt.
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