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Sul problema della goccia appoggiata.

EpuArDO H. A. GONZALEZ (*)

0. — Introduzione.

Recentemente sono state applicate nuove tecniche variazionali,
quali gli insiemi di perimetro localmente finito e le funzioni aventi
derivate misure, allo studio di problemi di teoria della capillarita.
In[1] M. Emmer ha considerato il problema della superficie libera di
un liquido contenuto in un cilindro verticale provando un teorema di
esistenza, unicitd e regolaritd della soluzione. In questo lavoro voglio
considerare il problema della goccia di liquido appoggiata su un piano
orizzontale (**). A differenza del problema considerato da Emmer,
che & per sua natura non-parametrico, cioé trattabile nella classe delle
superfici grafico di funzioni, il problema della goccia appoggiata &
parametrico e cio¢ tale da doversi trattare, a meno di non assumere
a priori simmetrie che pur sembrano dimostrabili a posteriori, in classi
di superfici pitt generali dei grafici di funzioni. Le superfici che si pre-
stano bene allo scopo sono le frontiere degli insiemi di perimetro finito,
introdotte da E. De Giorgi [3]. Queste stesse superfici giocano un ruolo
molto importante, seppure indiretto, nella dimostrazione della regola-
ritd della soluzione del problema trattato da Emmer.

Per poter enunciare in termini matematici il problema che voglio
trattare ritengo utile richiamare il significato di alcuni simboli:

R~ indichera lo spazio euclideo a n dimension, ¥ = (@, ..., #,) un
punto generico di R*, H,_ , la misura di Hausdorff n —1 dimensionale
(vedi [4] pag. 171). Se con E denoteremo un insieme di RE* misurabile

(*) Indirizzo dell’A.: Universita, di Trento - Facoltd di Scienze.
(**) Per maggiori informazioni sulle questioni matematiche che hanno ori-
gine da problemi di capillaritd rimandiamo all’articolo espositivo di R. Finn [2].
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290 Eduardo H. A. Gonzalez
secondo Lebesgue, con ¢y denoteremo la sua funzione caratteristica e

con Dy il gradiente di ¢z (nel senso delle distribuzioni, vedi [5], [6]).
Con [[Dgsl, 2 aperto di R-, indicheremo la variazione totale di Dgg
Q

su Q, cioe

(0.1) fID%I = sup { Jé

Diremo che E ha perimetro finito se [|Dgs| < + co.
Rﬂ

dw g:€ Cy(2), Eg1(w )<1, VmeR"}

Con & indicheremo la classe degli insiemi F e R di misura 1 e
perimetro finito e contenuti nel semispazio {x: z, > 0}, cioé

02) &= {EcRm @: 3,> 0}; [|Dgal < + oo, mis B = 1}.
Rn

Ricordiamo che (vedi[8]) per ogni F € §, ¢ ha una traccia su
{: , = 0} che denoteremo ancora con ¢z. Detta traccia & somma-
bile su {x: #,= 0} e verifica la diseguaglianza

(0.3) f prdH, < f [Dg| .

{x:2, =0} {x:2,>0}

Per ogni » € R possiamo allora considerare su & il funzionale

(0.4) B) =[|Dgs| + »[prdH. .+ f v da

{z:2,>0} {x:2,=0}

(L’integrale J' x, dx pud essere - co; in tal caso sara F(E) = + o).
E

Detto funzionale rappresenta, nel caso n» = 3, a meno di una co-
stante moltiplicativa, I’energia totale di un liquido di densitd costante
occupante la regione F; il termine f |Dgz|, che misura la parte di fron-

{x:2n>0}
tiera di E non appoggiata sull’iperpiano {z: x,= 0} rappresenta
Penergia della superficie libera, » f ¢rdH,_, Venergia dovuta all’at-
{x:2,=0}
trazione fra liquido e superficie di appoggio e f x, dr Penergia dovuta

alla gravitd. La costante » dipende dalla dens1ta del liquido, dalla
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gravita, dalla tensione superficiale sulla superficie di appoggio oltre
che dalla scelta delle unitd di misura.

Il problema ¢ di minimizzare il funzionale F,. Nel paragrafo 1
vedremo che attraverso un procedimento di simmetrizzazione, Desi-
stenza del minimo di &, puo essere studiata in una classe particolare
di insiemi. Nel paragrafo 2 si prova Dlesistenza del minimo di &, in
detta classe. Restano aperti i problemi di unicitd e regolaritd della
soluzione.

1. — Simmetrizzazione.
Premettiamo il seguente
LEMMA 1. Sia r: R— [0, co] regolare. Posto

A = {(y, @): ye R, Jy| <r(z,)}

si ha, VQc R aperto, Vge Cy(R*1x Q)

(1.1) fqu D, g(y, x,) dy dw, =

1 - d 73
-l s

lvi=1
DIMOSTRAZIONE. Notiamo in primo luogo che

(12)  [paDagly, @) dy do, = [dz, | Dagly, @) dy =

1< r(za)

_fdme"gyr )y ) () dy

<1

D’altra parte, si ha

a n—1
D, (yr %), n) 5.’17,, g(yr(wn), w,,) —iglpig(yr(xn)a wn) Yir' (@)
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e quindi
0
(13)  #=@,) Daglyrian), @) = r-i( :vn)a 9(yr(@), @) —

=S Duglar(a, @) g () = 5 (@) g(orie), 3) -

a_
( (YT (@a)y .) 9.) r2(@a) 7' () .

Da questa e dalla (1.2) si ottiene

(1.4) f%D 9(y, @) dy dw, —fdw f (r(@2) g(yr(@a), @) ) dy —

lvI<1

=3 [t oo (olort@n, @) ) o ' dy =

lvI<1

=—Zfd:vf (9@, 22) 9) 2@, 7' (@) dy

lvl<1

essendo ¢ a supporto compatto.
Dalla formula di Green si ha

0
15)  [anf (g, o) v) e o) dy =

lvl<1

=fda7,,fg(yr(w,,), 2,) Y2 (@,) 1 () Y AH ,_o(Y)

lvl=1

e quindi

(1.6)  [9.Dagly, ) dy dw, =

=—fdxnf9(yr @)y Tn) T 4@,) 1 () AH n_5(y)

lv]=1

dalla quale si ottiene la (1.1) mediante una semplice integrazione per
parti. c.v.d.

Dimostriamo adesso il seguente lemma di simmetrizzazione:
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LeMMA 2. Sia [|Dgg| < 4 co e mis B < + oo. Posto
R»

o) = (w1 sy, @) ay)"”

yeRn-1
B = {(y,®,): y e R, [?/| < o(®.)}

si ha, VQ2c R aperto

(1.7) [ Dl < f D]

Rr-1x Q Rr-1x Q

DIMOSTRAZIONE. Siano z{¥e OP(R"~1), 7)€ C°(R) due successioni
regolarizzanti, cioé

0<tiV<1 (y) =0  per |y|>h

(1.8) 0<TP<1 (®,) =0 per |x,|>h!
[W@ay =1, [¢@)am =1

Rn-1 R
Poniamo
(1.9) (Y, @) = 7OY) 70 (@)
(1.10) va(@) = [pa(®) rlo— £) & .

Rn

E noto che y,(x) — gg(«) quasi ovunque in R* e (vedi [6])

(1.11) limint [ [Dayal> [ IDugsl
h—>c0 Rr-1x Q Rn-1x Q
(1.12) lim sup fID,.%K len%I-
"> Reixo R-ix 3
Poniamo

01(@n) = (w;tl—lfwh(y7 %) d?/)l/"_l

Rn-1

By = {(, a}: y e R*1, |y| < ou(®.)}
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Si ha
@13)  [yaly, m)dy =120 — )] [oul& 0o —y) ag ay) at =
= [ —anlpue, H ag1at

e per noti teoremi

(1.14) jr;,2>(t—aon)[ f%(g,t)dg]dt-> f%(g,w,,)ds g.0. z,€R.

Ne segue che per quasi tutti gli ,€ R deve essere

(1.15) Jostm ay=1im  [y(y, o) dy
Rn-1 R" 1
e quindi g,(z,) -~ o(®.) per quasi tutti gli «, € R, cid che implica

@5 (T) > @Pre(@)

quasi ovunque in R".
Ne segue allora che (vedi (1.11)), V2 c R aperto,

(1.16) f]D,,<pE.|<hm1nf f]Dn%;l-
Rn-ix 0 R-ixQ

Per definizione (vedi[6]) si ha

(1.17)  [1Dupef] = sup{ [, Dugy, @) dy do,, g€ Co(R-+x 2), g <1}.

Rn-1x Q

D’altra parte, dal lemma 1 con 4 = B, r = g,, si ha

(1.18) f(p,;; D,g(y, x,) dy dz, =

d r\Yn]y Yn
:fwn—l @Z_I(mn) dwn (iﬂ)‘: ( g(yg—)) dHn—z( ))

(m—1)way
lvl=1
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Quindi

119  [IDaggl<
Rn-1x Q
<sup { (s D6 (,) dy dos,, G € Cy(Q), |6 <1}

Rﬂ
giacché per definizione &

©n 101 (@2) =[ya(y, @) dy

Rn-1

Poiché vale ovviamente

fu'thG(xn)dydxn<f|Dﬂwn| VG e 0)Q), |6]<1
Rn

Rr-1x Q

avremo, ricordando (1.16), (1.17) e (1.18) che

(1.20) [1Dags| <limint [|Day .
h—

Rn-1x Q ® Rr-1x 0

Dalle (1.11) e (1.12) si ha, nel caso le,,(pEI = 0, che

Rr-1x0Q
(1.21) [1Dagzl < [IDagisl -
Rn-1x Q Rr-1x Q

La (1.21) vale in realtd per ogni 2 c R, poiché esiste al piut una infinita
numerabile di punti a; € R tali che

[1Dagsl >0

Rn-1x {a}

quindi, se £ = | (a, fa), si pud scrivere
h=1

0 =

h

U (e + ey Ba—el)

1i=1

18

con

ot e FE ay,  Pr—eF a Vhy i, ], 8;;VO Vh
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e allora
f D, g =lim 3 f |Dug| < lim 5 f 1D, x| = f D os]
i ’I,—)OO . .
Rr-1x 0 R"‘lx(ah-i-eh, By—ep) R"‘lx (ap+er, By—er) Rn-1xQ

c.v.d.
Osserviamo adesso che, posto

fl(DI(pE; aeey -Dn—-l(PE)l ==

Rn-1x Q

"t 0g:(w) 1 S o
= sup} | sl@) 3, <2 = dw, g€ CR* % Q), 3 gi<1
i= i =1
si ha (vedi[9], teorema 3.3)

(1.22) fI(DﬂPE’ ey Du_s1908)| —f dx, f’Du‘PE(?/’ w)|

Rn-1x Q Rn-1

dove per D,pzx(y, #,) intendiamo il gradiente di ¢z(y, z,) rispetto alle
variabili ¥, ...y Yn_y.

Analogamente
(1.23) [(@1gs, .., Do) = [ o, [ 1Dty 20)]
Rn-1x Q Q Rn-1

Poiche gli insiemi {y e R"*; (y, x,) € E°} sono sfere » —1 dimensio-
nali e si ha che

H, {y: (y,x,)€E?} = H,_,{y: (y, %) € B} Ve, €R
dalla diseguaglianza isoperimetrica (vedi[7]) segue che

(1.24) f D, @5y, @)| < f ID,@s(y, @)]  Va.€R

Rn-1 Rn-1

Dalla (1.22) (1.23) e (1.24) si ha

(1.25) f[(quoE.,...,D,,_,(pE,)]<f[(D1<pE,...,D,,_lq)E)[ VOCR aperto .

Rn-1x Q Rn-1x Q
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Per il lemma di [7] pagina 38, § 3, si avra dalle (1.25) e (1.7)
(1.26) f |Dgpis| < f |Dgz| VQcR aperto,

Re-1x Q Rn-1x 0
e 'eguaglianza in (1.26) implica 1’eguaglianza in (1.24) per quasi tutti
gli ,€0, da cui segue che per quasi tutti gli x,€ 2 Dinsieme
{y: (y, z,) € E} & una sfera n—1 dimensionale.

Da tutto questo segue che, per quanto riguarda il funzionale ¥,
(vedi (0.4)) possiamo dire che

?v(Es)QfFv(E) VEeé
e eguaglianza vale solo se I'insieme E ha sezioni orizzontali sferiche.
Se indichiamo pertanto con & la sottofamiglia di & costituita dagli

ingiemi che hanno sezioni orizzontali sferiche centrata sull’asse x,, si ha

infF,=inf¥,.
& &

Per quanto riguarda quindi D’esistenza del minimo del funzionale &,
bastera limitarei a considerare &, ristretto alla classe &:.

2. — Esistenza del minimo del funzionale ¥,.
Cominciamo con lo stabilire le condizioni perché risulti
(2.1) inf F,>— oco.

&
Dalla (0.4) si ha

(2.2) y>—1=>F,(E)>0 VEe6.

Nel caso »<—1 osserviamo che, posto E = {(y,x.); |y]| < 0.,
0<w,<e} dove e w,_, 07 *=1, si ha

(2.3) FuE,) = 0,108 [e(n—1) 4 €20, 4+ (1 + ) o,]

e quest’ultima espressione tende a — oo per ¢ che tende a 0. Nel caso
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y = —1 dalla (2.3) si ha
(2.4) Iim F_,(E:) =0

e—>0

quindi igf F_,=0, e lo zero non puod essere un valore assunto da F_,

perché nella (0.3) la diseguaglianza ¢ stretta per ogni F € §. L’ipotesi
necessaria per l'esistenza del minimo di &, risulta quindi essere
y>—1.

OsSERVAZIONE. Fisicamente » rappresenta il coseno dell’angolo
formato dalla normale uscente dal liquido nel punto di contatto con
la superficie d’appoggio con la normale alla superficie d’appoggio orien-
tata verso il basso. Nel caso » = — 1 quindi il liquido tenderebbe ad
appiattirsi sulla superficie d’appoggio.

Assumiamo quindi » > —1 e indichiamo con M un qualunque
numero reale maggiore di i%f F,. Indichiamo con &}, la classe

{Ee&; Fo(E)<M} .
Avremo

(2.5) fx,,dm< M, f|D¢E|<c(M, y) VEe&,
E Rn

Lo stesso argomento che prova la (0.3) implica

(2.6) f Pu(y, 1) dy < f |Doe(y, ®,)| V>0,

>t

da cui si ha

.7 f%(y, dy<eo(M,») VEe&, V>0
e quindi anche

(2.8) Ec{(y, .); lyl<e(M, ), ,>0} VEe&,

In altre parole gli insiemi E € &, risultano essere contenuti nel cilindro
verticale illimitato superiormente

{(y, @,); |y|<C(M, ), ,>0} .
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Stabilito questo, passiamo a dimostrare il seguente teorema di
compattezza:

TEOREMA 1. &) & compatta in L!'(R"), cioé per ogni successione
{E,} c &, esiste una sottosuccessione {E,} convergente in L!(R") ad
un E,e &y

DimMosTRAZIONE. Sia {E,} c &), fissata. Hssendo

f |Dgz,|<e(M,v) Vh

risulta, in virtu del teorema di compattezza per gli insiemi di peri-
metro finito (vedi[6]), che esiste una sottosuccessione {E,},C {Ex}x
convergente nel senso di L} (R"). Tale convergenza & nel nostro caso
valida anche in L!(R"). Infatti, essendo

fx,,dw<M Vh

En
esiste una costante l, indipendente da h tale che

oo

(2.10) fdw,,f(pgh Y, wn)dy<— se 1>1,, Vh.
i

Rrn-1
Quindi

14

(2.11) fl%u @5, |d = fdwn fl%nk Yy ®n) — P (Y )| Aty +
0 |y|<Ce(nt,y)

e ¢
+fdw"f|‘pmk(?/’ ®,) — ‘thk’(y’ @,)| dy <§ + 2 =°
0 Rnt

se l>1, e k, k' sono abbastanza grandi. c.v.d.
Dimostriamo ora il seguente

TEOREMA 2 (semicontinuita di &,). Per |v|<1 il funzionale ¥, &
semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza in L(R=).
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DIMOSTRAZIONE. Siano E,, F in § tali che

(2.12) lim | |@g, — @z|de=0.

h—> oo
Rn

E noto che, per ogni 4> 0, esiste ¢(d) tale che

(2.13)

vf (¢E—¢Eh)dﬂn_ll< f [D(pz— @z,)| + ¢(9) f oz — @z, | do .

{x 2, =0} {x:0<z, <0} {z:0<z, <8}

Quindi, per quasi tutti i 6> 0 si ha che

@19 [(1Dpsl — Dpml) + [ (pr—ga) < s

{z:2,>0} {x: 2, =0}

<[ (1Dgs|— 1Dg)) + o0)[lps— gl @ + 2| Dga -

{x:2,> 0} {2:0<z, <6} {x:0<z, <0}

Essendo il funzionale

E»f]pm, AcCR"
A

semicontinuo rispetto alla convergenza in L'(R") (vedi[3]) segue che,
per ogni &> 0 esiste h(e) tale che

215)  [|Dpsl + »[gadH. <

{x x>0} {x 2, =0}
<ffD¢E,I + VftthdHn_ﬁ e se h> h(e)

{z:2,>0} {2:2, =0}

I1 risultato segue adesso tenendo conto della semicontinuitd del
funzionale

E —>J~w,. dx c.v.d.
E
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TEOREMA DI ESISTENZA. Per —1 < <1 esiste F,ec & tale che

F(B) = inf F,

DIiMOSTRAZIONE. Posto u, = iréf Fy, sia {E,} c &, una successione
minimizzante, e cioé

lim F,(B,) = p» .

h—>o0

Per il teorema 1 esiste una sottosuccessione {E,} c {E,} convergente
nel senso di L!(R") ad un insieme K, € &. Ora, dalla semicontinuita
di ¥, (teorema 2) segue che

My = lim inf ny(Ek,) => \?V(EO)

j—>o00
e cioé

Fy(E,) = Uy

il che conclude la dimostrazione. c.v.d.

Ringrazio il Prof. M. Miranda che mi ha guidato in questa ricerca.
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