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REND. SEM. MaT. UNIV. PADOVA, Vol. 58 (1977)

Condizioni caratteristiche per le componenti
dello “stress’ mel caso di corpi convessi

SERGIO BRESSAN (*)

In passato (1) ho dimostrato che, se si assegna ad arbitrio una
qualunque delle caratteristiche di tensione (rappresentandola con
una funzione g(x, , @,, w3)) di un continuo, in generale non esiste
uno «stress » che soddisfa alle equazioni di Cauchy e al contorno
ed ho stabilito le condizioni necessarie e sufficienti perché c¢id av-
venga.

Allora ho dimostrato che, nel caso che la configurazione sia di
equilibrio e coincida con un parallelepipedo rettangolo, le cercate
condizioni sulla g consistono in identitd integrali (estesesi a sezioni
di C con opportuni strati) i cui secondi membri sono espressi in
funzione soltanto delle assegnate forze di volume e al contorno.

In questo lavoro non escludo che il continuo possa essere in
movimento supponendo tuttavia che le configurazioni assunte dal
sistema siano convesse (anche in caso di quiete).

La cosa mi sembra di un certo interesse, oltre che per se stessa,
anche (come accennai allora) per la possibilita di determinare la
miglior limitazione inferiore (indipendente dalla natura del mate-

(*) Indirizzo dell’A.: Seminario Matematico, Universita via Belzoni 7,
35100 Padova.

Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale Per la Fisica Mate-
matica, per le applicazioni della Matematica alla Fisica e all’Ingegneria
del C.N.R.

(1) Vedi: S. BRESSAN « Condizioni caratteristiche per le componenti
dello «stress » Rendiconti del Seminario Matematico dell’Universitd di
Padova, Vol. XLVII 1972, pag. 187.
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riale) per il massimo modulo di ognuno degli sforzi in un continuo
soggetto ad assegnate forze di massa, d’inerzia e al contorno.

Se si trascura una maggiore difficoltd e complessita di sviluppi
analitici si pud dire che le condizioni trovate non sono molto diverse
da quelle ottenute nel caso particolare in precedenza dimostrato.
Si ha, in sostanza, un solo addendo aggiuntivo nelle espressioni
trovate che va a zero nel caso del parallelepipedo.

Introduzione

Sia data una terna trirettangola e levogira 0z, z, x; e un sistema
continuo in equilibrio nella configurazione C di contorno X soggetto
alle forze esterne di contatto fr e alle forze di massa (conglobando
in esse le forze d’inerzia nel caso dinamico) Fr assegnate con con-
tinuitd. Le equazioni indefinite sono :

1) Xrs,, = Fr in¢—2
2) Xrom, = fr suX

ove m, sono i coseni della normale n a2 diretta verso I'interno di O.
thengo in tutte C X7¢ (soddlsfa,centl 1) e (2)) continue con deri-
vate parziali prime continue e limitate. Dalle (1) e (2) seguono le:

[F'do —l—ffde:O
C

z

3)

/(w’F‘—-w’F')dC—}—[(w’fs —a8frydX =o0.
; z

Ricordo che la simmetria delle X*¢ e la loro supposta continuitd
sul contorno comportano condizioni di compatibilita, lungo gli even-
tuali spigoli di 2, per i dati. Nel seguito riterrd sempre soddisfatte
dai dati codeste condizioni.

Suppongo O convesso. Detto (2, y, 2) un punto di C, chiamo C,
Pintersezione di C col semispazio x, < 2. 2, sia invece ’intersezione
di C col piano z, =z e A, sia la sua frontiera.
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Chiamo poi f‘z la frontiera di C, privata dei punti di 2,.
Considero le (1) e (2) con r = 3 che riscrivo nel seguente modo :

X31/1 _I_ X32/2 — M — X33/3 su Z‘z
(4)
X3p, + X3, = f3 — X3, su 4, .

Osservo che, detto T il versore della tangente a 4,, si ha che
la normale principale N e la normale n alla superficie X contorno
di C sono entrambi ortogonali a T e hanno le prime due compo-
nenti proporzionali. Si ha (2)

(5) ne=NJ1—n (a=1,2)

Integro la (4), su 2, e la (4), divisa per 1= n? su 1, e tengo
conto di (5).
Applicando opportunamente il lemma di Green, si puo scrivere :

(6) fxss,adz +f—ﬁ§——xssda =/F3d2+f~—£——-d}..
J1— n2 11— w2
2 %, = P 3

z

La (6) é 1a condizione di compatibilita, del problema (4) nelle
funzioni incognite X3! X32,
Osservo ancora che, posto :

(7) Rs(z) =ff‘d2 —}—/F‘dC (s=1,2,3)
Tz C:

la prima equazione cardinale della Meccanica applicata alla porzione
O, si pud secrivere :

(8) / X*dX = R(z) (8=1,2,3).
r:

(2) Considero i due piani ortogonali all’asse z, delimitanti lo strato
contenente O. Ognuno di essi ha in comune con X in generale o un punto,
0 un segmento o una regione piana convessa. Per comoditd chiamo «base
inferiore » e « base superiore » (nel senso dell’asse x,) queste intersezioni.
Osservo che in tutti i punti di X che non appartengono alle basi &:
n} = 1.
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Derivando le (7) e (8) rispetto a 2z si ottengono le relazioni:

1
9) fXS”/adZJr/—LXs“dA=/F8d2+f———f8d/1
g ; Vl—n% p S Vl—n§
t4 L t4 'z (8__—1’2’3)

La (9) per s = 3 & identica alla (6).

Caso dei due indici uguali.

Chiamo Cj, e Oy, le intersezioni di C, coi semispazi x, < =,
x, < y rispettivamente, e Gy © a;'z le intersezioni di X, con, rispet-
tivamente, i semispazi suddetti.

Consideriamo le forze di volume agenti su C,, e quelle superficiali
che siano esterne anche per tutto (. Chiamo R}, il loro risul-
tante. K’ :

(10) R, :fFS ac +/fs ax.

C,xz C/xznz

Analogamente per Cy, pongo :

(11) R, =f1ﬂs ac + | fdz.

Cry c//yzn x

Per comoditd faccio ancora le seguenti posizioni.

Escludendo gli eventuali punti di 2' ove (se esiste) il piano tan-
gente & parallelo all’asse x,, chiamo x, = a,(@,,%;) e x;, = a, (x,,
x,) le due superfici nelle quali si pudé pensare divisa la 2 stessa.
Analoghe definizioni nel senso dell’asse x, e dell’asse x; portano a
scindere 2 (con esclusione ora degli eventuali punti a piano tangente
parallelo a x, 0 a x, rispettivamente) nelle superfici x, = b,(, , #3)
e 2, = by(w, , @;) o rispettivamente x, = ¢; (¥, , %) € X3 = ¢, (@, X) .

Conviene poi porre un’analoga divisione per il contorno 4, di %, .
Nel senso dell’asse wx, (escludendo gli eventuali punti a tangente
parallela allo stesso asse) risulta che x, = b,(%,,2) e @, = b, (¥, ?)
rappresentano i due archi in cui si pud pensare divisa la 4, .

Nel senso dell’asse x; (escludendo ora i punti con tangente paral-
lela a @) si ha invece x;, = a,(%,,2) e @, = a, (%, ?2) .
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Ricordando le (7), (10) e (11) pongo ora:

az(xz,zs) /'z
(12) P, (2) = /Rgz drx — | RY(C) dC
ay (@2, 23) 1(z1,29)
bo (Z1,23) 2
(13) wio) = [ Beay [ ma.
b1 (21,73) c,(?c,,xz)

Si puod ora enunciare il seguente :

TEOREMA : C.n. e s. affinché una funzione g(x, , ,, ®,) di classe
G si possa interpretare come la X3% di uno «stress» soddisfacente le
(1) e (2) é che sulle «basi» relative all’asse x, sia soddisfatta la con-
dizione (2) per r = 3 [ossia :

9@, , @y, x3) = f3 sulla « base » inferiore

(14)
9@, , 0y, 05) = — f3 sulla « base » superiore]

e che inoltre sussistano le seguenti tre identitd in z:

/g(x] y By y T3) A2 = R3(2)
z"’.
by(152) A2(25,2) T

du, dm/g(wl',wz,z) dx; +

b1(21,2) @1(2,2) @1(72,2)
z ay(%y,0)

_I“fdé /d-”/g(wpwz,c)“/‘”&“dzzyﬁ(z)

2
1 —n§

€1(%1,%2) a1 (%2,%) iz

(15)
a2(Z2,2) (21,2 Y
dx

ay(%2,2) by1(21,2) b1(21,2)

| Ay | 9z, @y 4 2) dwy

2 ba(z1,9)
Ny
+ dc d?/ g(xl y Loy c) r—

2
1 —n

di = py(?)

€1(®1,%2) by(1,5) f;
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ove R3(2) si ottiene da (7) per s =3, y,(2) e y,(2) sono dati da
(12) e (13) e 1, e 1, sono rispettivamente i segmenti

[, b1(xa z)'z]l—l[a’, bz(w, 2),2] e [ay,2),9, z]l—l[a’z(ya 2), Y, 2].

\

La condizione é mecessaria.

Valgano le (1) e (2) e sia ¢ = X33. Le (14) sono certamente sod-
disfatte in quanto coincidono colle (2) per r = 3. Inoltre la (15),
& senz’altro soddisfatta in quanto conseguenza delle (1) e (2) rap-
presentante la prima equazione cardinale della Meccanica applicata
alla porzione C,. Dimostro che sono soddisfatte anche le (15), e
(15),. Le (1) e (2) per r = 3 (intendo che gli indici greci varino fra
1 e 2 solamente) si possono scrivere :

X% = F3 — X33, su X

(16)
1

su A
¥1 — n3

t4

X%N, = (f3 — X n,)

Per comodita chiamo I, e 1, le frontiere, rispettivamente, di
04, © Oy private la prima del segmento 1, e la seconda di 1,.
Integrando membro a membro la (16), su 0., e la (16), sulla fron-
tiera di o, si ha:

/X““/, do =/(F3 — X%/;) do

f XN, d) = / (ff — X%n,) —— i
1z 1z

1 =n2

Applicando opportunamente il lemma di Green alla prima e
sommando membro a membro colla seconda si ha:

(17) fXﬂ da =/(f3 — Xm) — @ +f(F3—- X%),) do .
- . V1= nZ

Oxz
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Osservando che é:

as(73,2)
(18) dx/X:‘l di =/X31 ax

ay(22,2) 1, z,

si pud scrivere in base a (8) per s =1:

3(Z2,2)
(19) RY(z) =/ dr | (f* — X%n,) ———dA +/(F3 — X33/)) do
Vl — ni
a1(Z2,2) iy Oz
da cui si ha:
ax(T3,2)
(20) / dr ] X% do + / xom M
}/1 — 'n,z
@1(%3,2) 0y, 1x
5(%2,2)
_ /dw] da+/psaa R() .
1 — n3
a1(%2,2) 1x 6’!:

Sostituendo in (20) z con { e integrando rispetto a 2z fra ¢ (x, , @,)
e z si ottiene:

@3(72,2) a,(x,,z) z .
(21) /dw /X“da—/X“do + | fdcf}/ ”32 il =
1 —nj
ay(Zq,2) o,y "x'c, a,(a;2 2) ¢

ay(%3,2) 2

= / /dé‘ f d/1+/1ﬂ3da —le(C)dC
Vl——ns y

1(Z3,2) €1(%1,%2) Liy Oys €1(Z1,Z3)

ove con oy, si & indicata la « base inferiore (nel senso dell’asse x,).



254 Sergio Bressan

Il secondo addendo del primo integrale a primo membro della
(21) si pud esprimere mediante f3 in base a (2) per r = 3. La (21)
diventa :

a3(Z3,2) @2(Z2,2) 2
(22) / dw / X®do + [ do [ d¢ / p G B
Vl — n3
@y(%2,2) Oy G1(Z2,2) €1
2(%452) z
= /Rgzdm - /RI(C) a¢
@1(Z3,2) €1(Z1,%2)

che ¢ identica alla (15),.
Analogamente integrando la (16), su o,, e la (16), sulla fron-
tiera di o,, e procedendo in modo analogo si ottiene :

by(24,2) ba(21,2) 2
X33,
(23) ay | X80+ [ay |[ac Py
l/l — n3
01(#1,2) oy} b1(#1,2)  €1(%1,%2) 1y
0a(21,2) z
= /R;zd?/ - /RZ(C) ag
01(21,2) €1(%1,%2)

che & identica alla (33),.

\

La condizione ¢ sufficiente.

Intendo X33 =g e suppongo valide le (14) e (15). Per (14) le
2) per r = 3 sulle « basi » sono certamente soddisfatte. Scrivo le (1)
e (2) per r =3:

X3°‘/u = 3 — 93 su Zz

(24)

X3N, = (f* — gn,) su 4,

y1 — n
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Integro la (24), su X, e la (24), su 4,, applico il lemma di
Green e ottengo :

) di
25 F3— 3d2 3 — '_——:0
(25) J( al) J:f(f "

che & la nota condizione di compatibilith del problema (24) nelle
funzioni incognite X3 e X32 In quanto g soddisfa la (15), la (25)
& certamente soddisfatta. Basta infatti derivare la (15), rispetto a z
come ho accennato piu sopra.

Dimostro ora che per (15), e (15),, ogni soluzione X3!, X32 del
problema (24) soddisfa, per ogni 2, le equazioni cardinali su C,
espresse da (8) per s =1 e s = 2 rispettivamente. Per quanto si é
detto piu sopra la (15), equivale a (21); derivando quest’ultima
rispetto a z si ottiene la (20) o anche la (19). La (19) equivale
alla (8) per s = 1.

Analogamente da (15), segue la (8) per s = 2.

Considerando le (1) e (2) per r = 1,2 che riscrivo nel seguente
modo :

X2, + X2, = F2 — X33,
su 2,
Xu, + X2, = Fl — X138,
1
(26) X21N1 + X22N2 = ('fz - X23n3) ‘/—2—
—n
* ) su A,
1

XUN, + XN, = (f; — X'%ny)

y1 — n3

Considero il problema (26), ; coll’aggiunta dalla (26), sugli even-
tuali tratti di A, paralleli all’asse x;, mnelle funzioni incognite X
e X2 La condizione di compatibilitd & analoga alla (25), ossia:

f (F2 — X3[)dZ + / (f? — XBn) ——— V—_ il =0

— n2

Essa ¢ la (9) per s = 2 che appunto segue da (8) per s = 2.
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La (26), d& la X' ; Infatti si pud porre:

(31
(27) Xl = (" — X3, — X12,2)da9; + (25, 2)

@1(Z3,2)

ove le X13 ¢ X12 gono da ritenersi note in quanto appartenenti a
soluzioni dei problemi (24) e (26) rispettivamente.

Lungo il tratto di contorno », = a,(x,,2) la (26), determina la
& (%, ,2). Infatti ivi si ha:

B (@5, 2) N, = (ft — XBny) —= — X12N,.
J1—n?
Sul tratto x, = a,(x,,2) deve risultare :
(28) XupN, = (f! — X8n,) 7—=——= — X12N,.
J1—n
Per comoditd pongo :
k@, ,2) = 1 (ft — XB3n;) ———— — XN,
N, 11— ng
per cui la (28) si serive:
(28") XU = k(wy,2) (lungo x;, = ay(x,, 2))

Fisso una delle sestuple X7 tali che X3 =g e soddisfacenti
le 1) in C, le (2) per r =2,3 su 2, la (2) per r =1 nei punti
(regolari) di X ove & N, > 0. Detta Xr* una qualsiasi altra solu-
zione dello stesso problema (ossia. soddisfacente le (1) e le (2)
senza la (28)), pongo:

(29) Xrs = Xrs + AXrs.,
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Dico che, date le X", mediante la (29) si ottengono le altre
soluzioni Xrs se le AX3, AX2 AX32 e AX?22 soddisfano le:

AX3N, 4+ AX3N, =0 sa A,
(30) AX1B3 = 0 (sulle basi relative all’asse x,)
/ AX3tdl =0
I
AX2N, + AX2N, =0 su 4,
(31) 4X12 =0 (sulle «basi» secondo l'asse ,)
f AX2 @l =0
ll
Ty
X3 ,
A4X3 = — d da,
0%,
b1(@1,73)
(32) 5
21
4X2 = — X du,
o,

b1 (21,%5)

e la X! si costruisce a partire dalle X' e X! in modo analogo
a (27).

La necessitd delle condizioni (30),, e (31),, segue subito da
(16), e (26);,. Per la (30), (analogamente si procede per la (31)3)
basta integrare la (24), su o, e la (24), sul contorno. Applicando
opportunamente il lemma di Green si vede che ogni X3! facente
parte di una soluzione del nostro problema deve soddisfare la :

/del—/-(f:‘—g%a)}/ ndl+/(F3—g,3)do
- "3

]
¥ Oxg

da cui evidentemente la (30),.
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Per dimostrare la necessita della (32), consideriamo la (24),.
Si puo scrivere :

T
X2 = (F3—g/3—

b1(%1,2)

31

>dwé+,u(w1,z)

1

per cui deve essere :

Zq
d$,

A4X3? = — .
0wy

b1(24,2)

Analogamente si dimostra la (32),.

Y

Mediante una verifica diretta & poi facile accertare la sufficinza
delle condizioni (30), (31) e (32).

Affinché la X' soddisfi la (28) o meglio la (28') occorre che
AX13 e AX'2 goddisfino la :

@3(%2,2)
13 AX12
(33) f (aax + aaw )dwl = AX1 = X1 — k (2, , 2)
3 2
01(®22) [sulla 2, = a, (@,, 2)]

La (33) segue subito da (28’) una volta sostituite le X" con
le X¢ e tenuto conto di (27) e (29).

Osservo che é:

02(21,23)
(34) AX1 dg, = 0 [sulla @, = ay(x,, ;) per ogni ]

b1(%1,%3)

Infatti sia la X! data da (27) sia una qualunque X! definita
come s8i & detto, soddisfano a quanto dird.
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Considero la (27) sulla superficie @, = a,(®, , #;) e integro ambo i
membri in dx, fra b, (@, ,x;) e by(x,,x;) e poi in dw; fra ¢ (z, , z,)
e z. Si ha:

z by (21,23)

(35) / dw, / X1y _ gy / Flac — f X134% +

€1(Z1,%9)  b1(Z1,%3)

b3 (%1,%3)
f X9 — f Xudx + / X1dr + / d, / & (@, @;)da,
2(2) 2(1) e1(T,2)  by(%1,%0)

Per 1a (8) con s =1 e ricordando le condizioni al contorno si
vede che il secondo membro dipende solo dai dati. Essendo cid
valido per ogni z risulta che, sulla superficie x, = ay(r,, x;), &:

by (x4,73)

(X1 — X1)dz, = 0 [sulla @, = a, per ogni w,]

b1(%1,23)
ossia la (34) ec. d. d..
Pongo ora :
C2(Z1,%3)
1
= AX 1y
@ () o — ¢, 3
€1(%1,%3)
(36) (sulla 2, = @)

(@, 23) = A4X1 — (p,) -

Invece del problema (33) colle condizioni (30) e (31) posso limi-
tarmi a considerare separatamente il problema :
y(%2,2) .
0

(37) o do, = @(x,) (sulla @, = a,(z,, 2))

a1(25,2) 2
nella sola funzione incognita AX!2 colle condizioni (31) e il pro-
blema :

@y(%3,2)

8AX13
0,

(38) dw, = p(,,2) [sulla 2, = ay,, 2)]

.
a;(23,2)
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nella sola funzione incognita AX!3 colle condizioni (30). Non si
ritiene certo che la AX!2 e AX!3 goluzioni dei problemi (37) e (38)
rispettivamente, esauriscano il problema (33). Ci basta far vedere
Desistenza di qualche soluzione.

Per (32) le (30) e (31) si scrivono anche :

AX3]_
AXMN, — N, aaa,- do, = 0 (sulle », = a, e @, = a,)
b1(21,%3) !
(307) ¢ Ax3 =0 (sulle « basi» secondo lasse )
f AX31dl =0
13
T3
2 aAle ,
A4%N, — N, —aa;l—d%:() (sulle 2, = a, e @, = a,)
bl(zl’xi)
(B1) ( Ax1 =0 (sulle « basi» secondo Passe ,)
f AX2A gl =0.
1y

Per mostrare lesistenza di funzioni AX2 e AX3 soddisfacenti
a tutte le condizioni che ci interessano conviene, a questo punto,
considerare la funzione ¢(x, , %, , ;) tale che:

Ay(T2,%3)
H@y ) Ty y ) dwvy, = 1 per ogni (z,, x,)
Q1(Z3,T3)
Yoy, my,23) = 0

(39) ot (sulle @, =a, e x, = a,)

o0,

—_— =" =0 (sulla @, = ay)



Condizioni caratteristiche per le componenti dello « stress » ecc. 261

Pongo :
Zy
(40) AX2 =t | g(x,) du,
by {%1,%5)

La (40) per (39), (36) e (34) verifica la (37) e le (31'),,.
Analogamente pongo :

Z3
(41) AXY =1 f v (@, 7}) day .

€1(%1,%2)

La (41) per (39), (36) e (34) soddisfa 1a (38) e le (30’).

Per completare la dimostrazione bisogna dunque far vedere che
esistono delle AX? date da (40) soddisfacenti anche la (31'),.
Evidentemente condizione n. e s. affinché c¢id avvenga & che sia:

ba(21,23) %2
(42) da, [ gley) doy = 0.

by(%1,23)  by(@1,%3)
Ricordiamo che é:
AX1 =y 4 ¢.

Se si integrano ambo i membri della precedente fra ¢ (x, , z,) e
¢y, , x,) si ottiene :

C2(%1,%3) €3(%1,%2)
(43) /AX“dm:, = /q)dx3 .
¢1(21,22) €1(Z1,%3)

Integrando ambo i membri di (43) fra b,(x, , #;) e «, e poi ancora
fra b,(», , @;) € by(w, , a,) si arriva facilmente a constatare che la (42)
equivalente alla seguente condizione :

C2(T1,%3) Da(Z1,%3) T2
(44) da, /dxz AXV dg, = 0 .

€1(T1,5)  by(Z1,T9) b1(21,85)
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Ricordo che la AX!! che cerchiamo deve soddisfare la :

AX1 = (x, , x,) — X1 (sulla z, = a,)

per cui, tenendo conto di (27), dopo semplici calcoli si oftiene la
seguente condizione per la X12:

C2(21,Z2) ba(Z1,%3) T .23
(44') / xeqC = [dz, [do, |do) f Pdw, —
¢ C1(Z1,%2)  b1(Z1,%3) D1\Z1,Z3) ay
by (%1,%3) T3 az
! 3 13
- fz(wzywz) - k(k2’w3) - fdwz d""'z (Xﬂlﬂﬁcz" X$a=cx) dwl
by (%1,%3) by ay

ove il secondo membro dipende soltanto dai dati del problema.
L’integrale generale della (26), pud porsi nella forma :

0x(@, y @y 2)

z
21 — 2 . X23.) do’
xoo [ ey e + 2O

(45) a,{2,73)

_ ox(@, y @, , 2)
or,

X2 —

ove y & una funzione di classe ¢! su 4, e di classe ¢ su Z2,.

Le condizioni al contorno (26), comportano la condizione di
compatibilitd (27) certamente soddisfatta dai dati in base a (8) per
8 = 2.

Integriamo la (45) su tutto C. Si ha:

. Cy by ay 2z, by ay Zy
(46) ] X240 = / da, / da, f da, [ s — f d, / d, f (X;;c,_
(o] ¢y b ay ay by a; a

[

3 as
- Xg::=cl> dw; +/dw3f (ng=bg - le=bl) dwl
a

¢1
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Tenendo conto della (44'), da (46) si ricava ’ulteriore condi-
zione per la y:

Cs ay
(47) fda’s /(Zx,=b2 - Xa:z=b1) d‘”l =L
¢ ay

ove L & uno scalare che dipende dai soli dati. Esso & costituito
dal secondo membro della (44') a cui vanno tolti i primi due ad-
dendi del secondo membro della (46).

Basta dunque che esistano delle funzioni y soddisfacenti la (47)
perché la dimostrazione sia completata. Infatti la X2 data da (45),
in corrispondenza a detta scelta di y soddisfa la (44'). Cid vuol
dire che & possibile soddisfare la (42) e in definitiva & possibile
risolvere il problema (37) colle condizioni (31). Le soluzioni di
questo problema assieme a quelle del problema (38) colle condizioni
(30) sono, come si & detto, contenute nella classe delle scluzioni
del problema (33) colle condizioni (30) e (31).

Pongo :
1
(48) v (@, 2,) = T(®,,2;) + N, /(X23/3 — F?) dw,
ay(%q,23)

ove con z(, , x,) indico per brevity il secondo membro della (26);.
In base a (45) e (48) la (26), stessa si pud scrivere:

ox N ox

49 -
(49) 0%y 0,

1 N, =v(w, , ;) (sulle @, = b, e @, = by)

Fra le soluzioni della (49) ci sono ad esempio le:

7y

1 p
X[wl )y by (2 y 25) ma] = — F‘ v (@, y Z3) dw1 - M(xs)
@,(Z3,%3)
(50) o
1 ,
x[ml s bo(@, 5 @3) 973] = — . /”(55'1 y @3) do; — N(x;)
2“1‘13937:)

ove M e N sono funzioni della sola ;.
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Per (50) la (47) si scrive:

a.

Ca A 4] 2 1
(1) /dws f[N(wa) + M(w;,)] de, = L +fdw3/dml 37
2

¢y ay

Zy

/("’x3=bz - v$z=bl) d.’l/‘;

a1

Data D’arbitrarietd delle funzioni M(x,) e N(x,) & certamente pos-
sibile soddisfare la (51). Allora la caratteristica di tensione X12,
data da (45), con la y soddisfacente la (47), soddisfa la (44').

E quindi solubile, per quanto si & detto, il problema (33) colle
condizioni (30) e (31). Allora la X'! costruita in modo analogo a
(27) colle X3! e X3 soddisfa anche la condizione (28') ossia le X'
costituiscono una soluzione del problema (1) e (2) c. d. d..

Caso dei due indict distinti.

Per fissare le idee, supponiamo di voler identificare la funzione
g(x, , @, , x;) con la caratteristica di tensione X'2,
In modo analogo a (7) pongo :

RS (1) = [deZ' —|—/F8 ac

v

z, Cx
(52)
Rs(y)=/f8d2+f1«’8d0
z, cy

ove ¢ ormai ovvio il significato dei simboli.
Si pud ormai enunciare il seguente :

TEOREMA : C.n. ¢ s. affinché una funzione g (v, , @, , x;) di classe
G st possa identificare con la X12 di uno « stress » soddisfacente le (1) e
(2), € che siano soddisfatte le condizioni (2) per r =1 e r = 2 sulle
(eventuali) « basi» relative agli assi x, e x, rispettivamente [ossia :

(53) ‘ 9@y, by, 25) = f1 g(aﬁ’bz,wa): —f*

?9(“17w2’w3)=f2 g(azyxzywa)z_fz]
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¢ tnoltre sussistano le sequenti due identitd in x e y rispettivamente :

(54) /g(‘v y Ty 5 T) A2 = R? (2)
ZZ
(65) /g(*’”] Y 5 @) d2 = R (y)

EJ’
ove R? (x) e R! (y) si ottengono rispettivamente da (52), per s = 2
e (b2), per s = 1.

Necessita delle condizioni.

Supponiamo valide la (1) e (2) e sia g = X12. Sulle « basi » relative
all’asse #, le (2) con r =1 danno le prime (53). Le seconde (53)
sono date da (2) con r = 2 sulle « basi» relative all’asse x,.

Anche le (54) e (55) sono certamente soddisfatte come conse-
guenza delle (1) e (2) in quanto rappresentano la prima equazione
cardinale della Meccanica applicata una volta alla porzione Cr e
Paltra alla porzione Cy.

Sufficienza delle condizioni.

Supponiamo valide le (53), (54) e (55) e intendiamo X!2 = g¢.

Considero la sezione X, di contorno 4, (ossia X, & l’intersezione
di C col piano #, =« e 1, ¢ l'intersezione di X' col suddetto piano).

Considero, nelle funzioni incognite X22 e X23, il seguente pro-
blema (3) :

(8) Considero il versore T tangente a 4, e osservo che il versore
della normale principale N a 4; e quello della normale » alla superficie
2 sono entrambi ortogonali a T e hanno le seconde due componenti
proporzionali. Si ha :

n,= N1 —m (a=23)

Osservo che in tutti punti di £ che non appartengono alle ¢ basi» (nel
senso dell’asse z,) &: m? - 1.
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X2, + X3, = F* — g, (su 2,)

1
X2N, + X2N, = (f2 — gn,) -———‘/1 3

(su A,)
(56)

3
X32N, =

(sugli eventuali tratti di A, paralleli
= 7 all’asse )

Analogamente sulla sezione X, di contorno 4,, considero il seguente

problema nelle funzioni incognite X ¢ X13:

X1, + X3, = FL — g, (su Xy)

XUN, + XBN, = (f! — gn,) —V—-}—— (sw A,)

(57) —n}

1
X3N, = f? ———= (sugli eventuali tratti di 4, paralleli
= n g Z5).

Integro ora membro a membro la (56), su X, e la (56),su 4, e
applico il lemma di Green. Ottengo :

(38) ] (F* — g,) 42 + f (f2 — gny) rgy a1 =0
=z, M
Analogamente da (57),, si ottiene :
(69) /(Fl — g/, & + f(f1 — gny) T—— V = i =0
— T

Le (58) e (59) sono le condizioni di compatibilith dei problemi
(66) e (B7) rispettivamente. Per vedere se & soddisfatta ad esem-
pio la (58) basta derivare la (54) rispetto ad x. Tenendo conto di
(52), si ha facilmente la (58). Analogamente derivando la (55) ri-
spetto ad y, per (52), si ha la (59).

La (1) per r = 3 si pud scrivere :

(60) X33/3 - F3 — X:n/1 _ X32/2
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Ritenendo note le funzioni a secondo membro [X31 e X32 sono
soluzioni dei problemi (56) e (57)] la (60) determina la X3,
B infatti:

Z3
(61) X® = [|F— X%, — X%,|ds} + o' (2, 2?)

€1(Z1,%32)

La (2) per r = 3 considerata sulla porzione di contorno z, = ¢,
(z, , #,) determina la o’. Infatti ivi si ha:

(62) X gy = B (0, ) ny = f> — Xln, — X322

Resta ormai da vedere se esistono X33 definite da (61) che soddi-
sfano la (2) per r = 3 anche sulla porzione di conto x, = ¢, (%, , %,).
Posto :

1
k(x, , 2,) = . (f3 — X3n, — X%n,)
3

la condizione cercata & :

(63) X383 = k(x, , @) (su 2y = ¢)

Analogamente al caso del teorema precedentemente dimostrato,
conviene, a questo punto, determinare su sei funzioni 4Xr* le con-
dizioni necessarie e sufficienti affinche, posto :

(64) Xrs = Xrs + AXrs

le Xr¢ soddisfino, al pari delle X3, le :

X2=gele(l)in C, le (2) per r =2,3suX e la(2)
(65)

per r = 1 nei punti (regolari) di 2 ove & N, > 0
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Si dimostra che occorre e basta che le 4X31 ¢ AX32 soddisfino le:

AXU N, 4 AX3N, =0  (sul,)

AX3 =0 (sulle eventuali «basi» relative all’asse )
(66) 5(3,73)
AX3 dg, =0
\ Qy(Zs,Z3)

AX2N, + AX3N, =0 (su 4,)

4xX3 =0 (sulle eventuali basi relative all’asse z,)
(67) v2(1,25)
AX32 dw, = 0
b1(Z4,%3)

e che la X3 si costruisca a partire da X3! e X3 in modo analogo a
(61) e le AX1! ¢ AX?2 siano date da:

Zy
X31
axn = — 94X 4y
0T,
@1(Z3,%3)
(68)
2 AX32
AX2=— 9 du,
0%,
b1(%1,%3)

La dimostrazione & analoga a quella scritta nel caso dei due indi-
ci uguali e per brevita la tralascio.
In base a (68) le (66) e (67) si scrivono :

1

x
AX31
— ¥, fa ds] + AXON, = 0 (su @, = b, € 2, = by)

o,

@1(72,%3)
66') ( AX% =0 (sulle eventuali basi relative alall’asse x,)
@3(Z3,%3)
AX3 dpy = 0

1(Z2,%3)
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Zg
aAX32 ,
— N, ™ dxy + AX®BN; = 0 (Sue, =a, e v, = a,)
b1(21,%3)
(67') A4X32 =0 (sulle eventuali «basi» relative all’asse x2)
b2 (21,%3)
AX32 dx, = 0
b1(%1,23)

Affinché la X33 soddisfi la (63) occorre che AX3 e AX32 gsoddi-
sfino 1a :

€3(21,%2)

[aAX:)l + aA_XZi‘Z
0w, 0%,

(69)

€1(%1,%2)

dr, = AX® = k(x, , x;) — X33
[su @ = ¢, (@, , 2,)].

come s8i riconosce sostituendo nella (63) le
Xrs colle X%, tenendo conto di (61) e osservando che si cerca di
determinare una A4X3 che soddisfi la :

(70) AX3 = k(x, , x;) — X33 (sulla 2, =q,)
Pongo :
1 by (#1,73)
(P’(wl) = m AX33 da/'g
b (Z1,73)
(71)

Y (2, ®) = AX3B — ¢ (@)

Analogamente a quanto si & fatto nel caso dei due indici uguali,
considero, invece del problema (69), (66) e (67), il problema :

Ca(71,%3)
8AX31

(72) oo,

s =@ (1) (sulla 23 = ¢,)

€1(Z4,%2)
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nella sola funzione incognita AX3! colle condizioni (66), e il problema,
analogo :

€3(Z1,%2)

3AX32

(73) o,

dw; = "/” (x1 ’ ‘vz) (sulla x, = (;2)
€1 (%1,%2)

nella sola funzione incognita A4X32 colle condizioni (67).
Considero, analogamente a quanto fatto nel caso precedente, una
funzione #(x, , x,, x,) soddisfacente le seguenti proprietd :

C2(Z1,%2)
tdr, =1 (per ogni z, , x,)
cl‘zl’zz)

U@y, @y, 23) = 0

(74) ot (sulle ;3 = ¢, e o3 = ¢,)

0wy

[ t

o _ ot = 0 (sulla z; = ¢,)

0wy 0y
Pongo :

Zy
(75) AX3 =1t /(p' (@) da;
@1(Z2,Z3)

La AX3 data da (75) per (74) e (71), verifica le (72) e le (66'), , .
Non sard in generale soddisfatta la (66'),.
B facile verificare che, perché valga la (66');, occorre e basta
che sia:
@3(Z2,%3) Ty
(76) /dwl /90' (2) dw; = 0
1(Z2,%3) A1(Z2,%3)
Analogamente per il problema (73), (67') si ottiene la condizione
di compatibilita :
by (%1,%3) T3
(17) do, [y (@, day=0

b1(%1,%3) 01(%1,%3)
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Ricordo che &:
(78) AX38 = ¢ () + ¢ (%, )

Integro ambo i membri di (78) fra a, e a, in dr,. Poi fra b, e 2,
in da', e poi ancora fra b, e b, in dz, .
La condizione (77) porta allora alla seguente condizione :
b2(21,%3) Z, 3 (Z2,Z3)
(79) /dw2 /dmé AX3 dr, =0
b1(Z1,%3)  01(T1,%3) A1(T3,%3)
Analogamente, integro ambi i membri di (78) fra b, e b, in dux,

Poi integro fra a, e x; in dw, e poi ancora fra a, e a, in dx,.
La (76) comporta la condizione :

@2 (%2,%3) Ty by (Z1,23)
(80) dw, |dw, [AX®dw, =0
Q1(T2,%3) @1(T2,%3) b1(Zy,%3)
Esprimendo X33 nelle (79) e (80) mediante (70) e tenendo conto

di (61) e (62), dopo facili caleoli si vede che le (79) e (80) possono
seriversi : :

ay b, z, [
(81) /X”dC:fdxl/dmZ/ /F3dm3+¢’ (@, 5 ;) | dacy —
c ay b, by

41

Z, a

bz 2 Cy
- f i, / / k da, + / (Xg}=%——X2}=al> da, | da}
b, b c:

1 a,

ba[ ¢ N

ay Z,
(82) /X31d0=/dw1/dm{/ /Fadms +& (@, ,7,) | dw, —
¢ a ay b; Le
ay Z,y
~ fom o
a, ay

b, s
[ kda, + f(x X3, do,
by ¢y
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Si osservi che i secondi membri delle (81) e (82) dipendono solo
dai dati.

Seguendo un procedimento analogo a quello usato nel caso dei due
indici uguali, scrivo l'integrale generale della (57);.

Si pud porre:

T3

Xsl — f(Fl — g )dxl + ax(l)
2 3 ox,
€1(%1,%3)
(83)
i 8x(1)
o

L’integrale generale della (56), si scrive, analogamente :

3

®
X238 — (Fz — lell) dw, + ax
0%,
€1(%1,%2)
(84)
Yoo ax(z)
0%s

Nelle (83) e (84) x (1) e x (2) sono funzioni di #, e x, solamente.

Integrando le (83), e (84), su tutto C e tenendo conto di (81) e
(82) si ottengono dopo facili calcoli le seguenti condizioni per la x (1)
e la yx (2) rispettivamente :

Ca b,y
(85) j dw, f(xé‘,La, - X:%Lm) dw, = L,
o b,

cy ay
(86) [ iy f (0, — 72, dz, = I,
¢ ay
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ove L, e L, sono degli scalari dipendenti dai dati. Ad esempio L,
si ottiene aggiungendo al secondo membro della (81’) il seguente

termine :
¢y a, 3 by
12 12 ’
/dws [d-/l/'] f(Xzz=bz b pr‘“bl —_ /Fldmz) d.’t'3
-3 ay [ b

1

La (56), in base a (84) si pud serivere :

ax(2) ax(2)

PPy om; =, (x,,x;) (sulle x, = b; ew, = b,)

ove si & posto :

T3

1

vy = (2 — gmy) W‘F N, f(th — F?) da,
— P

Analogamente da (57), in base a (83) si ha:

EQ) oy
(88) — 87; N, + N, —;— = (Ty,2;) (sulle x;, =a, ex =a,)

3 Ty

ove €:

1
v = (f1 — gny) m

Z3
+ Naf(glz — F') day
¢

Fra le soluzioni della (88) ci sono ad esempio le :

Z3
1
AV (@, @y, @5) = — 52 /”1 doy — M, (x,)
16.l
(89)
3
1
1D (ay, @y, @3) = — Fl—_/ v, dwy + Ny (@),

¢y

ove N, e N, sono funzioni arbitrarie della sola ,.
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Analogamente fra le soluzioni della (87) ci sono le:

Z3
1
XD (@ by @) = — 'ﬁ‘/”z dx; — M, (%)
2
€1
(90)
Z3
fy 1 14
2D (@5 by y @) = — A vy day + N, (%)
2
1

ove M, e N, sono funzioni arbitrarie della sola a,.
Per (89) e (90) le (85) e (86) si scrivono rispettivamente :

Cy b,
(85") /d% f[N1 (%) + M, (%,)] dw, = L,
¢ b,
(86") /d% f[l\f2 (@) + M, (wl)] dz, = L,

Data Parbitrarietd delle funzioni M,,N,, M,, N, & possibile

soddisfare le (85) e (86).

Allora le caratteristiche di tensione X3! e X32, date da (83) e (84)
con le y (1) e x(2) soddisfacenti le (85) e (86), soddisfano le (81) e
(82). E quindi possibile determinare le 4AX3! e AX32 in modo che la
X33 goddisfi anche 1a condizione (63), ossia che le X costituiscano

una soluzione del problema (1) e (2) ¢. d. d..

Manoscritto pervenuto in redazione il 10 3 1978.



