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Abbildungen auf Ringen insbesondere mit Involution.

WALTER STREB (*)

Einleitung.

Seien .R und T Ringe (mit Involution *, falls im Kontext erforder-
lich). Wir betrachten additive Abbildungen zwischen Ringen. Die
folgende Zusammenstellung zum Inhalt der Note vermerkt zunächst
die vorausgesetzte definierende Abbildungseigenschaft, dann die Pro-
blemstellung, dann die schon bearbeiteten Fälle (a) und schließlich
die in dieser Note betrachteten Fälle (b).

I) Sei or: B - T mit (aa*)c = a6a*6 für alle a E sR. Ist c ein

Ringmorphismus# (a) rR ist einfach mit char .R ~ 2 [15]. (b) R ist

beliebig.

II) Sei ~: .1~ --~ R mit (aa*)ö = aa*6 + a6 a* für alle a E .R. Ist 6
eine Derivation? (a, b) wie bei I.

III) Sei or: R - T mit = Ist *or = 03B2* und damit c
vom Typ I’ (b) I~ ist beliebig.

IV) Sei ~ : .R -~ .R mit (aa*)6 = + aö a* für alle a E I~. Ist
*~ = a* und somit Ö vom Typ II? (a, b) wie bei I.

V) Sei ’ : [I~, .Z~] ~ T mit [a, b]’ - [a’, b’] für alle a, b E R. Gibt
es T, so daß a Ringmorphismus oder - a Ringantimorphismus
und R] = ’. (a) Rund T sind einfach mit Charakteristik

~ 2, 3 [3]. (b) R und T sind prim beliebiger Charakteristik.

(*) Indirizzo dell’A.: FB 6, Mathematik, Universität Essen - GHS,Univer-
sitätsstraße 3, D-4300 Essen 1, BRD.
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VI) Sei’ : [V" YR] ~ T mit [a, b]’ -..-- [a’, b’] für alle a, b E YR].
Gibt es einen Bingmorphismus a : Vx] - T, so daß 
(a) R und T sind prim mit Charakteristik # 2 und Zs = Z [12, 13].
(b) Einbeziehung der Charakteristik 2 und des Falles Z,:7eL- Z.

VII) für alle a, b c- 1~.
Gibt so daß Ö Derivation und
’ == b -f- e. (a) .R ist primitiv mit char .R ~ 2 [6]. (b) .R ist prim mit
char ,~ = 2.

VIII) Sei ’ : R - T mit [a, b]’ _ [a’, b’] für alle a, b E R. Gibt es
cr : R -+ T und t:R -+ so daß er Ringmorphismus oder - cr

Ringantimorphismus und ’ = o + ~. (a) .R und T sind prim mit
Charakteristik # 2 [5, 8, 9, 11]. (b) R und T sind prim mit Charak-
teristik 2.

BEMERKUNG. Naturgemäß orientieren sich meine Überlegungen an
den jeweils zitierten Noten. So basieren die Betrachtungen in (V-VIII)
auf der Existenz von 2 bzw. 3 orthogonalen Idempotenten in I~. Ist R
die zentrale Hülle von R [9, 13], so kann man oft durch geeignete Wahl
eines Erweiterungskörpers g von Z:= ZCR) hinreichend viele Idem-
potente erzeugen (z. 03B2. falls P einfacher PI-Ring nicht zu
kleiner 2-Dimension ist) und dann bei erweiterten Abbildungen ähnliche
Überlegungen durchführen [9, 13]. Hiermit sind die verbleibenden
Problemfälle aufgezeigt. Weiterhin gewinnt man über die Theorie
der zentralen Hülle aus unseren Überlegungen entsprechende Fol-
gerungen wie in [9,13].

A. Definitionen und Notationen.

Sei .g = g(~) := ~a E .R~a* _ - a~,
Z = Z(R) das Zentrum von R, ZS =

Für sei [a, b] : = ab - ba und aob:=
:= ab + bac. Für .A, B c R sei A+ die von ,A erzeugte additive Unter-
gruppe E A}+ für Z, A der von ~A. erzeugte
Unterring von R, [,A, B] : := ~[a, E B~ +, := E .A,
b E B~+, annR ~1. = {a E = 0~, I = I(Ä) das größte in A enthal-
tene Ideal (*-Ideal) von R, N(.A) : := E 4} VA:= {a - E A}+
und Mit IUG meinen wir invariante Unter-

gruppen. IÜ’G-Theorie steht für den Inhalt der Noten [l, 4,16, 17,
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18]. In einigen Aussagen werden Konklusionen K der IUG-Theorie
vorausgesetzt. Diese liefert also diejenigen Situationen, in denen auf
die Voraussetzung K verzichtet werden kann.

I. Sei a: R - T mit = für alle a E R. Wir vermerken
hinreichende Bedingungen dafür, daß

1.1 LEMMA. Für alle gilt:

BEWEIS. Ersetzt man in der definierenden Gleichung a durch
a -~- b~, so erhält man ( 1, 2 ) . Anwendung von (1,2) auf

liefert (3). D

1.2 SATZ. Sei K = .1~ halbprim und 2-torsionsfrei. Dann
gilt (*).

BEWEIS. Nach dem Beweis von [2; Theorem 2.1.11, p. 70] gibt
es zu a E R ein 0  n E Z, so daß 2n a E K -E- Nun verfolgt man
den Beweis von [2; Theorem 4.1.1, pp. 155-157]. 13

1.3 SATZ. Sei T 2-torsionsfrei, z E Zx(R), zu E Z(T) und zu regulär
in T. Dann gilt (*).

BEwEIS. Seien u, v E ..g, s, t c- ~S und a, b c- R. Es ist 2.R + 8,
= saoua = (zou)a = 2(z’U)a und
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also

b = s und c = z gilt 0 nach 1.1 (3)
und s]a = [ua, sa], also

errechnet man

Wegen 2za = z(a ~ a*) + (za) ~ (za)* gilt 2zR c (H + zK) r’1 (8 + zs).
Mit ( a, c) erhält man (*). [3

1.4. LEMMA Sei char T = 2, Z(R)C1 c Z(T), 1 E B, x E Z(R) mit
x + x* = 1 und 1a regulär in T. Für alle a, b e R, s, t E S und z E Z

gilt:

1.5. SATZ. Sei T prim mit char T = 2, 
Dann gilt (*).
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BEWEIS. Seien a E .R, Nach 1.4 (3, 4, 5)
ist ((sz)a + = 0, also -f- saza E Z(T), somit

Wegen 1.4 (1, 3) und (b) ist

also (x~)2, somit ((s + (8 + demnach (ax)a=
= aaxa, schließlich ((s -f- tx)(u + vx))6 = (s + + vx)a. Wegen 1.4
(1) gilt (*). f7

BEMERKUNG zu 1.5. Ist RaoT c ,Ra so erhält man mit IITG-Voraus-
setzungen zu 1.4, daß # 0. Spezialfall: T.

alle a E R und Wir vermerken hinreichende

Bedingungen dafür, daß

Gleichwertig zu

2.1 SATZ. Sei .R 2-torsionsfrei, .K = ,R = S und ann" [R, .R] = 0.
Dann gilt (*).

BEWEIS. Man verfolgt die Beweise von [1; Theorem 4.1.1, 4.1.2,
pp. 155-158] und 1.2. 0

2.2 SATZ. Sei .R 2-torsionsfrei, regulär in Rund 
Dann gilt (*).
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BEWEIS. Man verwendet 1.3 und beachtet, daß za E Z(T) und za
regulär in T ist. 0

2.3 SATZ. Sei .R *-prim mit char R = 2, Z(R)6 c Z(R), 1 

x E mit x -~- x* = 1 und I(S) ~ 0. Dann gilt (*).

BEWEIS. Zunächst ist c Z(T) und 1~ regulär in T. Sei s E S,
(sz)03B2 + 8aZa und b : = (SZ)6 + 8Z6 + S6Z. Dann ist a = 

Nach 1.4 (3, 4, 5) ist = 0, also b E Z, somit a E Zel2 c Z(T), demnach
bS(z + z*) = 0, schließlich a = 0. Nun verfolgt man den Beweis
von 1. ~. D

III . Sei u : R - T mit (aa*)O’ = für alle a E .R. Wir vermer-
ken hinreichende Bedingungen dafür, daß

3.1 LEMMA. Für alle a, b E t E X gilt:

, insbesondere

BEWEIS. Ersetzt man in der definierenden Gleichung a durch
a -~- b, so erhält man (1). Mit (1) gilt (2).
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3.2 SATZ. Sei 1 e R, 1a E Z( T) und 1a regulär in T. Dann gilt (*) .
Spezialfall: 1a = 1 E T.

BEWEIS. Wegen 1 E N(~) ist lal03B2 = 16 E Zs(T), also a,9 + a*03B2 =

- (a1* -~- 1.a*)0’= aal03B2* -+- 10’aO’*= aa*), somit = 0,
demnach (*). D

3.3 SATZ. Sei char .R = 2, T*-prim und I : = 1 (.X d) =1=-0.
Dann gilt (*).

BEWEIS. Sei s E X. Wegen 1 E ist 0 = und

1a = also = 0, somit 1 a E Z( T ) . Mit 3.2 erhält man (*). D

BEMERKUNG zu 3.3. Ist oder IUG von T, so erhält
man mit IUG-Voraussetzungen, daß I(b) # 0. Spezialfall: 03B2 ist sur-

jectiv. Dann ist nämlich N(R) 0’ = N(T) und (WllS) 0’ = Wpl.

3.4 LEMMA. Sei T *-prim, char T # 2, S4(T) =I=- 0 und 
(etwa or surjektiv). Dann gilt 

BEWEIS. Wir führen die Annahme .K(T) zum Widerspruch.
Nach 3.1 (3) ist Y ~ 0. Nach [17; Theorem 20, p. 351] und 3.1 (2, 4)
gibt es ein *-Ideal I =A 0 von T, so daß 

Wegen und gilt für alle daß

2s0’21s0’21sO’ c 2s6 Ylsa Yls6 = 0, Widerspruch. 0

3.5 LEMMA. Sei T *-prim mit S8( T) ~ 0 oder (~S4( T) ~ 0 und
Z(T)), .A E [A, V,1 c A =I=- 0 (etwa cr surjektiv).

Dann gilt K(B),9 c K(T).

BEWEIS. O.E. sei also Nach der lUG-Theorie

gibt es ein *-Ideal I ~ 0 von T, so daß und 1 c A. Für
Y c Z(T) ist 2A = 0, also 2[V" WI] = 0, Widerspruch nach der IU’G-
Theorie. Sei nun Nach der IUG-Theorie und 3.1 (2, 4)
gibt es ein *-Ideal J von T, so daß und [Y,,, Wil c Y, also
3[Vj, = 0, Widerspruch nach der IU’G-Theorie. D

3.6 LEMMA. Sei (1 E ,R oder K = .R) und T 2-torsionsfrei. Dann
gilt S(,R)°’ c S(T).

BEWEIS. Sei Im 1. Fall ist 2sa = (sol)" E X03B2, also
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8(1 e S(T ). Im 2. Fall gibt es nach dem Beweis von [2 ; Theorem 2.1.11,
p. 70] ein so daß also S(1ES(T). 0

Wegen 2R c K -’- S gilt

3.7 SATZ. Unter den Voraussetzungen (3.4 oder 3.5) und 3.6

gilt (~‘).

IV. Sei ~ mit Involution
I J v v

für und 
I - -, 

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’

Wir vermerken hinreichende Bedingungen dafür, daß

(*) a*ö = aa* für alle a E .R.

Gleichwertig zu (*) ist = au* für alle a E R.

4.1 SATZ. Sei und Dann gilt (*) .

BEWEIS. Es ist 1a E Z(T) und 1a regulär in T. Mit 3.2 erhält
man (*). L7

4.2 SATZ. Sei R *-prim, char B = 2, und I : = I (X ) ~ 0.
Dann gilt (*).

BEWEIS. Wie im Beweis von 3.3 ist = 0, also [X, lö] == Oy
somit Mit 4.1 erhält man (*). a

4.3 LEMMA. Sei R *-prim, char R #2 und S4(1~) 0. Dann gilt
K6 c K.

BEWEIS. Sei .7: = ~a E = 0 für alle Nach 3.1 (3)
ist c ? und analog 3.1 (4) ist YoX c Y. Nun verfolgt man den
Beweis von 3.4. D

4.4 LEMMA. Sei R *-prim, char R = 2, S8(.R) ~ 0 oder (Zs # Z und
~S4(.I~) ~ 0) . Dann gilt 

BEWEIS. Wie im Beweis von 4.3 ist WS" c rund YoX c r. Nun
verfolgt man den Beweis von 3.5. 13

Nach 3.6 gilt
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4.5 LEMMA. Sei (1 E .I~ oder K = R) und .R 2-torsionsfrei. Dann
gilt 86 c B.

Wegen 2.R c .g + 8 gilt.

4.6 SATZ. Unter den Voraussetzungen 4.3 und 4.5 gilt (*).

B. Definitionen, Notationen und Lemmata.

Unsere Überlegungen stützen sich wahlweise auf folgende Voraus-
setzungen, Notationen und Bemerkungen, die unter (A)-(D) zusam-
mengestellt sind.

(A) Es gibt ei c RE(0, 11 mit = 1 c i, j  2. Wir setzen
formal e3:= und notieren Rii 

(B) Sei (A), .R mit ~ und 1i2. Wir notieren

Für ~z, j, k} - {l, 2,3} sei bzw. J;; der von Vii U Yik bzw.
Wij U Wjk erzeugte Lie-bzw. Jordanunterring von .Z~. Für additive

Untergruppen A von R; , 1  i  3 sei .RA der von 1 ~ i ~ j  3
erzeugte Unterring, L.4. der von 1 i * j 3 erzeugte Lieunter-
ring und J, der von 1 1 #j3 erzeugte Jordanunterring
von .R.

Bezogen auf die jeweils betrachtete Abbildung’notieren wir die Vor-
aussetzungen 0, 0 für 1~~ = ti, 2, 3} bzw.
annR(kR) = 0 für 1  k  3 mit (L) , (J) bzw. (.R).

( C) Sei (A) und .Ri, 1i*j3.

(D) Sei T prim, Z das erweiterte Zentroid Z + T Z
die zentrale Hülle von T. Dann ist 2 = Körper, 
und Z(.Ri) = 2i für 1~2, falls (~.) [9; Theorem 5, Lemma 10,
pp. 443, 446].

Für einen Lieunterring .L von .R sei iL := L und i+1L : _ [;L, L],
0iEZ.
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B.1 LEMMA. Sei (D), .Li Lieunterringe von T mit 

BEWEIS. Seien 1  i  3. Dann gilt

Also ist X : _ {i, ai, 1:1 k c 3~ 2-abhängig.
Wir führen zunächst die Annahme II [az , 0 zum Widerspruch.

r...., 1~~3

Widerspruch, daß {l} 2-abhängig ist. Insgesamt ist Il 2Lz = 0.
" 

1i8

Angenommen es gibt bi E 2Li und Ui,ViELi, 1 ci c2, so daß für

Ct:= [bi, uil und di:= [ci, vil gilt: [dl, I2] ~ 0. Wähle 
und E La, so daß für [b3 1 U3] und d3: = 1 V3] gilt : d3 # 0.
Wegen (*) ist 2-abhängig. Wie oben
erhält man mit einem Widerspruchsbeweis, daß [b" L2] = 0 oder

(D) 131 = 0 oder [b2, L2] [b3 = 0,

also ( C1 ) . Im 1. Fall ist wegen (*) Ca, Z-abhängig, also
wie oben dId3== 0. Im 2. Fall verfährt man analog. Insgesamt ist

also wegen (*) Z-abhängig. Wie oben er-
hält man einen Widerspruch. Insgesamt ist .5L2 = o. Aus Grün-
den der Symmetrie gilt die Behauptung. D

B.2 LFXMA. Sei..R einfacher PI-Bing und a E .RBZ. Dann gilt
[W R] -f- [R~ P] a = .R.

BEWEIS. Sei Z die algebraische Hülle von Z. Nach Übergang zu
sei o.E. R = Mn(Z). Für b E BI gilt B = [R, BI + bZ.

Es reicht deshalb die Annahme [.R, R] a c [B, .R] zum Widerspruch zu
führen. Mit ist Wider-

spruch. D
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B.3 LEMMA.

(a) Sei (1’ nicht streng primitiv [14; p. 281] oder T PI-Ring)
und [I, I] c X für ein Ideal I ~ 0 von T.

(b) Sei (1’ nicht streng primitiv oder (T PI-Ring und 
und für ein *-Ideal I ~ 0 von T.

BEWEIS. Nach [14; Theorem 7.6.15, p. 285] und [10; Theorem 3.9,
p. 510] sei PI-Ring.

(a) Wegen [1’, ~’] c ~ und [T, .X gilt nach B.2 die Be-

hauptung.

Also ist [I, I] c X. Nun folgt man (a). D

B.4 LEMMA. Sei T prim, L Lieideal von T mit [L, L] -:1= 0,
a, b, c e T und aLb = 0 = cL. Dann gilt ( a = 0 oder b = 0) und c = 0.

BEWEIS. Nach der IU’G-Theorie ist Es gilt
aLaLb = 0 und mit aLaLi b = 0 ist

.Äl03B2o gilt alalb = 0, somit a = 0 oder b = 0. Mit cZ = 0 ist cl = 0,
also c = 0. D

Die folgenden Aussagen gelten auch bei analoger Indexwahl. Nur
zur Entlastung der Darstellung sind die Indizes speziell gewählt.

B.5 LEMMA. Sei (A) und A c ,R1 mit el EA. Dann gilt Rl2 = ~A., 

BEWEIS. Beachte, daß für a E .Rl und b E R" gilt: ab = [a, b]. 0

B.6 LEMMA. Sei (C). Dann gilt Rl3R32= 
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B.7 LEMMA. Sei (C) Dann gilt

BEWEIS. Nach ist Also gilt c &#x3E; &#x3E;&#x3E;.

Wir zeigen  c &#x3E;&#x3E; : Für ai, E R;; gilt

B.8 LEMMA. Sei (A) und .R einfach. Dann gilt (C).

BEWEIS.

B.9 LEMMA. Sei (B). Dann ist [Ll23’ und ·

BEWEIS. Man geht vor wie im Beweis von [13; Lemma 2.4,
pp. 937, 938]. D

B.10 LEMMA Sei (B) und .A c gl bzw. A c ,Sl mit ei E A. Dann

gilt Y12 = [A, bzw. 

Nach B.10 gilt

B.11 LEMMA. 

B.12 LEMMA. Sei (B) und .R einfach. Dann gilt Ll23 = [VB, VR1.

BEWEIS. Man geht vor wie in den Beweisen von [12; Lemmas 1, 2,
pp. 410, 411]. D

V. Sei (C) injektiver Liemorphismus. Wegen
(A) ist annR R = 0.
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5.2 SATZ. Sei (D) und nicht streng primitiv oder T .PI-Ring,
1  i  3, 1 c i c 2, Lieideal

von T und [[R, R], [.1~, .R]~ =1= 0. Dann gilt :

(*) Es gibt a: 1~ -~ T, so daß oc injektiv, a Ringmorphismus oder - ce
Bingantimorphismus und ’.

BEWEIS. Wegen
-- -

und ~. 3(a) ist

Nach B.1 gilt Ver-

folgt man mit B.4, B.6, B.7 und 5.1 den Beweis von [3; pp. 388-395],
so bleibt zu zeigen, daß a injektiv ist. Wir verwenden B.7. Seien

und Dann ist für

1 ~ l~, Z ~ 3, also und 
somit für 1 c k c 3. Ist -0(; Ringantimorphismus, so schließt
man analog. 0

BEMERKUNG zu 5.2. Für [1~, Rl’ - [T, T] ist [R, Lieideal
von T. Ist .I~ halbprim mit [R, R] # 0, so gilt [[.R, I~], [.R, R]~ ~ 0.
Ist Ri einfach, 1~2, Ra halbprim, ~(~)~0 oder (char 
und ~(E,)~0)y !~3y so ist 

°

(*) und 

Ist R primitiv mit minimalem Bechtsideal und zugeordnetem Schief-

körper D, für alle 0  n E Z oder M"(D) mit n&#x3E;3
und oder (char R * 2 und so kann
man ei, 1 c i c 2 so wählen, daß (*) gilt.

5.3 SATZ. Sei R primitiv mit minimalem Rechtsideal, zugehörigem
Schiefkörper D, char .B===p=~:0y n : = max (8, 2p) , 
T prim Lieisomorphismus. Dann gilt (*)
aus 5.2.

BEWEIS. R besitzt einen Unterring U ~ Mn(D). Sei m : _

und formal 1-

2013~i2013~. Sei weiterhin .At:==[.03B2~.B,], 1~3. Nach B.5 ist B :_
wegen ei e Bi = Ai 1 i2. Zunächst ist =

und genauer c B’. Wegen
Nun verfolgt man den Beweis
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VI. Sei (B).

6.1 LEMMA. Seien Ai i additive Untergruppen von 
1~2, ’:Z~-~T Liemorphismus, i~~~3

und (.L). Dann gilt

(*) Es gibt einen Bingmorphismus a: T, sodaß Mit ’
ist a injectiv, falls (R) und 

Die Aussage bleibt g’ültig, wenn man « K, L, Lie- » durch« S, J,
Jordan- » ersetzt.

BEWEIS. Mit B. 10 verfolgt man den Beweis in [l3 ; pp. 969-976].

6.2 SATZ. Sei (D), T nicht streng primitiv oder ( T PI-Ring und
Liemorphismus, 0~1 *-Ideal von T

Ai : = bL;, , 1~3, 
1 c i c 2, 1 13 und (L). Dann gilt (*).

die Behauptung.

BEMERKUNG zu 6.2. Wende die lUG-Theorie an ! Sei 

YT] c c .K( T ) und L=~ k ~ 0 für (1, j, k) = (1, 2, 3~ . Dann

gibt es ein *-Ideal 7~0 von T, so daß c YR]’ und gilt (L).
Ist 03B2t einfach mit S4(.I~i) ~ 0 und ’ injektiv, so gilt ei e Bi = 5Li ,
1 12 und Ist .1~ *-prim, so gilt (.R).

6.3. SATZ. Sei R streng primitiv, der zugehörige Schiefkörper F
ein algebraisch abgeschlossener Körper, _ R, char .R = 2, Zs(R) =
= Z(R), dimz R&#x3E;202 und ’: WRoWR-+WToWT surjektiver Liemor-

phismus. Dann gilt (B) mit und rang (ei) = 8, 1 c i c 2.
Sei 1~2, und (.L). Dann

gilt (*). Ist T *-prim und ~(T)~0, so gilt 
= WROWR für (1, j, ~} - (1 , 2, 3}, also R und WROWR
und (.L).

BEWEIS. R besitzt einen *-Unterring (U,*)~(M20(F), i) mit

Für 0uVGZ sei I Man vPählt el : = d1,e
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und e2 := bzw. + und e2:= -~-- (Zu 8 vgl.
[14; J p. 140]).

Zunächst ist Ai, 1~2. Also gilt = 

genauer Ajk . Wegen 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

=0, ~ 1 ~ 2 ~ 2 ist ‘- 0 . Weiterhin ist = c

c (WRO WR)’, genauer

Wegen ei E WROWR und 1  i  2 ist also
0 und analog = 0. Mit 6.1 und der IU’G-

Theorie erhält man die Behauptung. C7

6.4 SATZ. Sei 1 E 1~, ’ : /S(j03B2) -~ T Jordanmorphismus [2; Defini-
tion, p.16~] und (J). Dann gibt es einen Ringmorphismus a: ~S(.I~) --~ T
mit = ’. Mit ’ ist oc injektiv, falls S(.R)’ c S(T) und (R).

BEWEIS. Nach [2; Lemma 4.2.2, p. 166] ist 8§ S) = 0, 1  i ~ j ~ 3.
Mit 6.1 erhält man die Behauptung. D

IUG-theoretisch kann man zu 6.4 entsprechendes bemerken wie
zu 6.2.

6.5 KoROLLAR. Sei 1 E .R, ~:~(.B)~j03B2 Jordanderivation [2;
Definition, p. 157] und annR Jijk = 0 für {i, j, k} == {I, 2, 3}. Dann

gibt es eine Derivation e : Q - R mit ö.

BEWEIS. Man verwendet 6.4 and verfährt analog zum Beweis
von [2; Corollary 2, pp. 175, 176].

VII. Sei (D) bezogen auf R, char R = 2, S4(~) ~ 0, ’ : I~ -~ .R
mit [a, b]’ - [a, b’] -~- [a’, b] für alle a, b E R, 03B2i = e e ~B{0,1} mit
e2 = e und formal e2:== 1- e. Wir notieren analog (A).

7.1 Lemma. Es ist e’ + eoe’ E Z.

BEWEIS. Für gilt (aoe)oe = aoe, also (aoe)oe’ -E- (aoe’)oe +
-f- (a’oe)oe = aoe’ -~- a’oe, somit die Behauptung. 0

Von 7.2-7.4 sei nun ec- Z. Analog zu [6; Lemma 7, p. 185] gilt

7.2 LEMMA. Es ist 27 1 c i c 2.

7.3 LEMMA. Es gilt 1 :i -:/=j :2.
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BEWEIS. Für a e R12 sei a’ == ! aij mit aij e Rij, 1  1, j  2. Wegen
und 7.2 gibt es 

so daß für 1~~2 gilt :
b’11 + und bi2 = b03B212 + bi2 . Wir führen die Annahme 03B3 # 0 zum
Widerspruch. Wegen

ist also = 0, somit .Rl und analog R
kommutativ, demnach 1i2, schließlich S4(R)=0, Wi-
despruch. D

Für seien ö und 8 definiert wie folgt : ba := b;i
und bi’ : = 0 für und für 1 c i c 2. Zu-
nächst sind ö und 8 additiv [6 ; Lemma 8, Corollary, pp. 185-186].

7.4 LEMMA. Für alle gilt 

BEWEIS. Für alle ist

[6; Proof of Theorem 1, p. 186]. Seien a, CE Rl2 und b, d E R2l. Wir
führen zunächst die Annahme zum Widerspruch. Wegen
(*) und [6; Lemma 10, p. 186] ist (aob)8c = adbe + aböe + abca -+-
+ a(boc)8 und analog d(aob)8 == (doa)8b. Also ist B" c Za und

Es ist I : = R12 -~- R21 + + Ideal von ,R mit
I c Za + Zb + Zab + Zba, also R einfacher PI-Ring, somit ~S4(.R) = 0,
Widerspruch. Mit (*) und [6; Lemma 10, 11, p. 186] erhält man die
Behauptung. 13

Analog zu [6; p. 187] folgert man

7.5 SATZ. Es gibt eine Derivation d: R -+ R und e : R -+ Z, so

daß ’= ö + e und (RoR)8 = 0.

VIII. Sei (D), B und T prim mit 1, char .R = 2, ~(J03B2)~C,
f : R -+ T Lieisomorphismus, mit e2 = e und e2:=

= 1 + e. Wir notieren analog (A), Z:== Z(R), Z’:= Z(T) und
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2 : = Z(tl~) . Mit ist also (( To T) o
o(TOT)) # 0, somit 

Wegen S4(1~) ~ 0 gilt

8.1 LEMMA. Es ist oder 

8.2 LEMMA. Es gibt einen Körper .K mit Zc-K und [K: Z]2,
so daß 6’ = j + z =: T und z E K, T prim und
K = Z(T) _: Z.

BEWEIS. Für alle a E Rist (aoe)oe = aoe, also a’o(e’)2 = (a’oe’)oe’
somit -- demnach

Durch Adjunktion von z mit erhält man K

Nach [13; Theorem 1 ist e prim und

Für und f 2 : = 1 -f - f ist nun mit und

l ~~2 und Sei nun T = T. Vermutlich erhält man
nach geeigneter Ergänzung der Überlegungen an dieser Stelle den

allgemeinen Fall.
Wir notieren (A) bezogen auf T und fi, 1 ci ~ 2.

BEWEIS. Analog zu [8 ; Lemma 4, p. 216] ist (.R1-f-- R2)’ = Tl -~-- T2 .
Wir führen die Annahme und T2 + Z[ zum Wider-
spruch. Sei und so daß ~==~1-)-~-
Dann gibt es so daß Seien bi,CiERi,
l~2y so daß (bl -~- b2)’ - V2 und (Cl + 03)~== ~2. Dann ist (alobl)’=
= und 0 ~ .- e T2, also U:= 

und analog U und V sind Lie-
ideale von .R1 mit U r1 V’ = 0~ Widerspruch. 0

8.4 LEMMA. Es ist (a) R’c Tl -E- Z’2 und T2 +Z’1, insbeson-
dere Tl c + Z~ -~- Z2 und T 2 c.R’ 1 + Zi -~- Z2 oder (b) c T2 -~- Zi
und Ti + Z2 , insbeondere Tl c R2 -~- Zi -f - Z2 und T2 c B’ +
--~- zi + 

BEWEIS. Wir verwenden 8.3. O.E. sei 1?’~Z’+Z’~R’. Es

reicht die Annahme R’u 1 B’ 2 c Tl -~- Z2 bzw. Rf 1 C T2 -~- Zf 1 zum
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Widerspruch zu führen. Sei die l. Annahme gegeben. Wegen
Tx + T2 = R( -E- .R~ c ist T2 = Z2. Sei al e R1, 2~1 e und

’U2 E Z§ , so = y + ’U2. Dann gibt es Vl’ 2U1 e Tl, so daß
Seien !~2y so daß Dann

ist (alobl)’ = u1ov1 e also U := Ri n Ti 9’ Zi und analog V:=
:= .R2 r1 Tl cf, und V’ sind Lieideale von Ti mit U n V = 0,
Widerspruch. 0

8.5 LEMMA. Es ist (c) = T12 und R’21 = T2l oder (d) = T21
und = T12 . 

2 1

und 2 Tiz.

BEWEIS. Wir betrachten den Fall 8.4 ( a) . Analog zu [8; Proof of
Lemma 3, p. 2151 ist (Rl2+R2l)’= Tl2+ T2i · Seien 7

1~2. Es gibt Abbildungen a : ar : 03B2: 
und

gilt

also und somit 
und für dann für

X = Ti wegen 8.4, schließlich für X = T. Ist so gilt
also .I~03B22 = 0 oder Ri2 = o. Aus weiteren analogen Be-

trachtungen füeßen alle Behauptungen. D

8.6 SATZ. Es gibt einen injektiven Bingmorphismus bzw. Bin-

gantimorphismus Q : R - T und r: R - Z’, so daß ’ = a -p i und

~ ([-R, R]) - 0.

BEWEIS. Wir bearbeiten den Fall 8.4 (a), 8.5 (c). Die anderen
Fälle verifiziert man analog. Seien a, b E R und 
1i,j2. Sei c so gewählt, daß acij = a’ij und 1i#
~y2. Zunächst ist (J und r additiv, 
= und ~3 [9; Lemmas 15, 16, 18,
pp. 449, 450]. Weiterhin gilt

also



87

und analog = Die Annahme (a12ob")’r =1= 0 führt
wie im Beweis von 7.4 auf einen Widerspruch. Mit (*) und analog
zu [9; Lemmas 16, 18, Theorem 9, pp. 449, 450] erhält man die

Behauptung. C7
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