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REND. SeM. MAT. UNIV. PADOVA, Vol. 73 (1985)

Una caratterizzazione reticolare del reticolo
dei sottogruppi di un gruppo abeliano
contenente due elementi aperiodici indipendenti.

CARLO MARIA SCOPPOLA (*)

Con Despressione « caratterizzazione reticolare del reticolo dei
sottogruppi del gruppo G » si intende, in cid che segue, un insieme
di condizioni necessarie e sufficienti affinché un reticolo £ sia isomorfo
al reticolo £(G) dei sottogruppi di G. Tali condizioni dovranno essere di
natura puramente reticolare; inoltre dovranno permettere, a partire
dal solo reticolo £ in cui sono soddisfatte, di costruire il gruppo G e
P’igomorfismo ¢: £(G) —£. Caratterizzazioni di questo tipo si trovano,
ad esempio, in [1, 3, 5, 6]; si tratta di caratterizzazioni reticolari di
reticoli di sottogruppi di classi di gruppi: assegnata una classe § di
gruppi, e un reticolo £ soddisfacente a opportune condizioni, a partire
da £ si costruiscono G in G e ¢: £(G) — £. Nell’affrontare il problema
della caratterizzazione reticolare dei reticoli di sottogruppi dei gruppi di
una classe § & utile disporre di tecniche che permettano di ridurre il
problema a quello della caratterizzazione reticolare dei reticoli dei sot-
togruppi di una opportuna sottoclasse §’ di §; tecniche mediante le
quali, ciod, assegnato un reticolo algebrico £, soddisfacente a opportune
condizioni, e tale che 1¢ = \/ L;, L; € £, e assegnati opportuni gruppi

i
G; in §, e isomorfismi di reticoli ¢: £(G,) — L,/0, si sia in grado di
costruire un gruppo G in G e un isomorfismo di reticoli ¢: £(G) — L.

(*) Indirizzo dell’A.: Dipartimento di Matematica, Universitd degli Studi
di Trento, 38050 Povo (Trento).
Lavoro eseguito con parziale finanziamento MPI.
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In questo lavoro si illustra un esempio di tecnica di questo tipo, nel
teorema 2.2; essa ¢ di interesse indipendente dall’uso che ne viene
fatto pit avanti, nello studio di una caratterizzazione reticolare del
reticolo dei sottogruppi dei gruppi abeliani che hanno due elementi
aperiodici indipendenti.

1. Le notazioni sono per la maggior parte standard; si veda ad
esempio [6]. In particolare, in cid che segue, indicheremo con £ un
reticolo algebrico. Diremo che a € £ & ciclico se a/0 & distributivo con
condizione massimale. Indicheremo cin C(£) l'insieme degli elementi
ciclici di £. Se a, b e C(L), porremo

aob = {ce C(£): aVb = aVe=Db\c}.
Se 4CC(L), be C(L), porremo poi
Aob = {c€aob:ac A}.

Diremo che L € £ é senza torsione se ’intervallo L/0 é privo di atomi.
Per la definizione di un opportuno sottoinsieme z* y C zoy, nel caso
in cui #, y siano senza torsione, e per le condizioni sotto le quali un
reticolo & isomorfo al reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano
senza torsione di rango almeno 2 (diremo brevemente, nel seguito,
un GA-reticolo), si rimanda a [5].

Si ha subito:

1.1 LEmmA. Sia £ un reticolo algebrico, modulare, siano ¢ e C(L),
A,Bef, AAB =0, ¢<AVB. Allora b= (¢VAANBeCEL), a=
= (¢VB)AA € C(L), e ¢c€ aob.

DIMOSTRAZIONE: ((AVe)AB)Ve= (4Ve) A(BVe) = (BVe)AA)Ve
e (AVe)AB)V ((BVe)AA) = (AVe)A(BVe). Inoltre, a/0 ~ (a\VB)/B =
= ((¢eVB)A(AVB))/B = (¢\VB)/|B =~ ¢/(¢A\B), e quest’ultimo intervallo
¢ distributivo a condizione massimale; cosi a € C(£). Similmente, b €

eC(E).

1.2 CororLARIO. Sia £ come in 1.1, e, per ¢ =1, 2, 3, sia: 4;€L,
B; = A,V A, ceC(L), e<\V A;;, A;AB;=0, a; = (¢\VB)A4;, b;=

= (¢VA,)AB;. Allora ¢ € a;ob;, b; € a,0a.
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2. In questo paragrafo, supporremo che £ soddisfi alle:

Cl. £ & un reticolo algebrico i cui elementi compatti sono le
unioni di un numero finito di elementi ciclici.

C2. SexecC(L), Y CC(L),exr<\/ y,alloraesistonox,, z,,...,2,€ Y

veY
tali che z € ( ((2y0m5) 0t55) ...)o.’L’s.
Si ha:

2.1. PROPOSIZIONE. Siano £, £’ due reticoli soddisfacenti alle
condizioni C1, C2. Sia y: C(£) — C(£’) una mappa suriettiva tale che

(o) Se x,y,2ze C(L), si ha y(2) e p(r)oy(y) se e solo se ze€woy.
Allora la posizione ¢(V) = V 1/) (v), per ogni Vef, definisce un iso-

veC(E)
morfismo di reticoli ¢:£ — £'.

DIMOSTRAZIONE: ¢ & ben definita, perché £’ & completo. Sia U e £/,

e sia V=\/ 2. Si ha U=V yp(x) perché p é suriettiva. Cosi ¢(V)>U.

2zeC(L) zeC(L)
y(@)KU y@)SU

Sia 2ze C(£), 2<V. Per C1, C2 esistono =, ..., ;€ C(L) tali che
p(@y), .. <p(ws)< U e z€ (...(x;025)0...) o,. Percid y(z)< U, e o(V)<U
dunque ¢ & suriettiva. Siano V, We £, VLW, e sia € Cf), z<7V,
z W (un tale = esiste per C1). Se fosse (p(V) = @(W), w(w)<¢p(V) =
= (W) darebbe, per C2, esistenza di #,, ..., Y- € C(L), Y1y ..., Yr< W,
tali che () € (.. (p(WIoP(F)--.)op(s.), Dor cui @€ (-.(4r08)---) Ui,
e < W, contraddlzwne Cosi ¢ & iniettiva. B poi chiaro che
P(V)<@p(W) se esolo se V< W. Cosi ¢ & un isomorfismo di reticoli. ///

Sia ora § una classe di gruppi determinati reticolarmente in senso
stretto, e tale che valga la seguente proprieta:

(*) SeGéinG, H<Ge anche Hé in G, siha: se a € Paut(G), e a|g =
= idy, allora o =idg.

Si osservi che la classe dei gruppi abeliani che contengono due ele-
menti aperiodici indipendenti e la classe dei gruppi nilpotenti non
abeliani senza torsione sono esempi di classi che soddisfano (). Si
veda per questo [1,2].

Si ha poi:

2.2 PROPOSIZIONE. Sia £ un reticolo in cui sono soddisfatte le
condizioni C1 e C2. Sia G definita come sopra. Siano: K, un elemento



194 Carlo Maria Scoppola

compatto di £, e X, ={Kef: K>K, e K & compatto}, {Gg}gex,
un insieme di gruppi in §; per ogni K € Xy, sia ¢g: £(Gz) — K/0 un
isomorfismo di reticoli. Allora £ ~ £(G) per un opportuno gruppo G.

DIMOSTRAZIONE: Se K,, K,eX,, K,<K,, definiamo Ay *: =
= {og,**: Gg, > Gg,| ag,* induce @z ogg }.

Poiché G, ¢ finitamente generato, ed & anche reticolarmente deter-
minato in senso stretto, Ax X* & finito e non vuoto per ogni scelta di
K,<K,. Se KeX,, sia S(K)= {ac(K) € [l Ax*| se H,, H,, Hye

E,<K,<K
KI’KIGJ()B

eXy, H,<H,<H;<K, allora oK)z = oc(K)H‘H’ooc(K)HlH’}.

Si vede subito che, per ogni scelta di K eX,, S(K) s~ 0. Scelto
infatti arbitrariamente «(K)gz% per ogni H e X,, H<K, si scegliery
a(K)g, T = (g, F) ooy X se H,, H, € K, H, < H,. Si verifica facilmente
che «(K) cosi definito & un elemento di S(K). Definiamo ora una rela-
zione di equivalenza su S(K): porremo «(K) ~ o'(K) se e solo se esiste
una scelta di fz®eAz? per ogni HeX,, H<K, tale che fz % =
= id"x.,’ € e Hly Hzex’oy H1<sz

Ba,™:

_—
“(K)HIH’T T“,(K)KlH’

—_—
Ba,™

sia commutativo. Porremo S(K) — S(K)/~. E chiaro che S(K) =+ 0.
Non & difficile verificare che se «(K), «'(K)e S(K), e a(K)gX =
= o/ (K)g X, allora o(K)~«'(K); poiché Ag X & finito, anche ’S’(\Kj
e finito.

Osserviamo ora che la naturale restrizione

ox™: S(E) — S(H) (H, K e %, H<K)

induce una restrizione gz%:S(K) — S(H). Poiché ogni S(K) & finito
e non vuoto, § = lim (8(K), oxT) # 0. Se ora s = {«(K)} € S, scegliamo

arbitrariamente rappresentanti «(K) di «(K), e poniamo ig %=
=a(K)g,X; se HyKeX,, H<K, sia f(H, K)z7c A" tale che

B(H, K)HHW‘(H)K.,H = o(K)g z,

0
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Osserviamo che B(H, K)g¥ esiste, per la definizione di limite
proiettivo, ed & unico, per (%). Ponendo ora

ig® = o(K)gof(H, K)g"

& facile verificare che (Gg,iz%) & una famiglia diretta di gruppi e mono-
morfismi. Sia G = lim (Gg, i5%).
Dalla teoria elementare discende che G ~ (@ GK) /R, per R oppor-
K

tuno, e che per ogni geG esiste H e X, tale che g =ay+ R, con
az€Gy. Sia y: C(£(G)) — C(L) definita da y(<ax + R)) = gx(<ax)).
Si vede subito che i & ben definita. Da C1 segue che y & suriettiva.
Assegnati poi o, y, 2€ C(£) sia H e X, tale che H>a\Vy\Vz Siano
a.,, a,, a,€Gy tali che v = @u(<a.)), ¥y = gu(<a,)), 2= gu(<a.)).
Cosi z = y({a, + R)), y = y(<a, + R)), = = p(<a. + R)). E quindi
subito visto che y soddisfa alla (o), dato che ¢, & un isomorfismo.
Ora 2.1 conclude la dimostrazione. ///

3. In questo paragrafo, supporremo che il reticolo £ sia argues-
siano (cioeé che, per a,, a,, as, by, b,, b; €L sia soddisfatta 'identita
arguessiana (“1vb1)/\(azvbz)/\(a'avba)<((zvaz)/\al)\/((zvbz)/\bl)a dove
2 = 213\ (%15V %23); © 2;; = (aiVa;)/\(biVbj)), soddisfi C1, C2 e

03 (i) se 0 = x € C(L), e #/0 & infinito, allora #/0 & senza torsione;

(ii) assegnato talex,e 0 5= y € C(L), se z\Vy € C(L) allora x/\y £ 0;
(iii) se anche y & senza torsione, e zAy = 0, (xVy)/0 & un GA-
reticolo.

OSSERVAZIONI. (i) Si verifica subito che il reticolo dei sottogruppi
di un gruppo abeliano & arguessiano e soddisfa C1, C2 e C3.

(ii) La condizione O3 (iii) & in realta di natura puramente reticolare:
si veda per questo [5].

3.1 LemMmA. Siano 4A€f, a, b, e C(L), x40, a, b<A, = senza
torsione, A A = 0, a € aox, f €box. Allora:
(i) AN = 0;
(ii) {(aVO)A(axVp)} = aob N xof;
(iii) se aAb = 0, {(aVP)A(xVb)} = aof N aob;

(iv) se aAb =0 e, per (iii), y & I’unico elemento di aob N aof,
allora {(yVx)A(aVb)} = yox N aocb.
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DIMOSTRAZIONE. (i) aAd<(aVZ)AA=(aV2)ANA=0aV (zAA)=a.
Ma a/Aa = 0, perché altrimenti, se a ha torsione, per C3 anche « ha
torsione, e («x\Va)/0 & finito, e cosi x/0 sarebbe finito, assurdo per
C3; se a non ha torsione, per C3 (aVx)/0 & un GA-reticolo, e AANax =0
discende da 2.2 in [5].

(ii) w = (aVd)A(aVp) € C(£); infatti w/(wAa)= (wVa)/oe = (aV
VB) e = B/(BAx); ma wAx = (aVb) Ao = 0, per (i). L’identita modu-
lare porge w € aob N aofl. Se poi w'e aob N aof, si ha w'<w, e w' =

= w'V(eAw) = (w'Va) \w = w.

(iii) Sia u = (aVP)A(xVD). 8i ha wu/(uAa) = (uVa)la = (BV
Va)la =~ B/(BAa) = B0, e uAa = (aVd)Aa<(x\Vb)A(aVx) = a, per-
cheé bA(aVz)<AA(aVx) = a, e BAa = 0.

Quindi vAa<aAax = 0. Cosi u € aoff N aob. Come in (ii), si vede
che u & unico.

(iv) Come in (ii), si mostra ¢ = (pV@)A(aVb) € yox N ach.
Se poi ¢ eyox N aoh, allora ¢'<e¢, e ¢ =c'V(xAc) = (¢'VE)A\e =
(yVae)he =e¢c. ][]

3.2 PROPOSIZIONE. Sia ¢ =1, 2, 3, a;, b;, x€ C(L), = senza tor-
sione, 0 = x, (a;Va,))Ax =0, b,€ a0z, ¢;; = (a;\Va;)A(b;\Vb;). Allora
C12 € €130Cs3.

DIMOSTRAZIONE. Per 3.1, ¢;; € C(L). Per simmetria, basta mostrare
3 <Cy3\Ve3. Sia ¢ = epA(Cy3Ves). L'identita arguessiana fornisce
< N\ (a;Vb) < ((eVa)) Aay)V ((¢V b)) Aby). Supponiamo, per assurdo, ¢ <

< ¢5. Allora, per 3.1, ¢ ¢ a,0a,, oppure ¢ ¢ b,ob,. Se ¢ ¢ a,0a,, a Meno
di riordinamento di indici si pud supporre a; = ((eVa) \ay) + ay.
Analogamente, se c¢ b,ob,, si supporrd b, = (¢\Vby)Ab, < b,. Cosi si
avrebbe z<a,\Vb, dove a,>a, oppure b, >b,. Si osservi ora che,
poiché xAa = 0, anche b,Aa, = 0, per 3.1; I'identitd modulare porge
facilmente in ogni caso una contraddizione. ///

Assumiamo ora che il reticolo £, oltre alle condizioni gia enunciate,
soddisfi anche

C4. Siano z,a,,a,,a,eC(L), v senza torsione,x # 0, A (V a,-) =0.

Condizione necessaria affinché a, € a,0oa, & la seguente: ' esistono
. 4

a;, & <@, 0E a,ox, o, € a,ox, tali che a,€ ooy, @y € az0d, @y € A 00, .
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OSSERVAZIONI. (i) C4 & evidentemente verificata nei reticoli dei
sottogruppi dei gruppi abeliani;

(ii) 1a condizione enunciata in C4 & anche sufficiente affinché
a, € a,oa,, in virtu dell’identitd modulare;

(iii) se a;Aa; = 0, ragionando come alla fine della dimostrazione
di 3.2 si ha a, = a,, a; = a,.

3.3 DEFINIZIONE. Siano A, B, Fef tali che (AVB)AF = (4V
VF)AB = (BVF)AA = 0, F/0 & un GA-reticolo. Diremo che (4, B, F)
e una terna per L.

Supporremo d’ora in avanti che £ soddisfi alle due ulteriori con-
dizioni:

C5. Sia (4, B, F) una terna per £, e siano, per 4 = 1, 2, «, ¥, a;,
biy oy Pie C(L) tali che: v~ 02y, 2Ay = 0,2, y<F, a,<A, b;<B,
o; € @00, f,€bomw, p;, = o;0b; N fioa;, ¢; = y,0x N a,0b;,, a,= (a;V
Va))A(aVas), by = (BVBIAN(BVBe)y €3 = (mVy)A(aVe). Se poi
wky = {s,t}, siano /31~: (BVOA (DY), Ga = (VE)A(A2VY)y a5 = (1
V&)A(asVt), Bz = (B1VB:) A(b;VE). Allora:

C3 = (“3\//33)/\(“3\/1’3) .

C6. Sia (4, B, F') una terna per £, e per ¢ =1, 2, 3 si abbia:
a;, by, 2,€CL), a;<A, b;<B, #;<F, 2;,5#0 = x;\%;, ©;€x;01,,
a; € a;oay, b, € b;ob,, e siano a; € a,0x;, f; € byow;, y; = (o, VO)A(B:V a,).
Se o; o004, Bi€pfiof allora y; €y op;.

OsSERVAZIONE. E facile vedere che C5, C6 sono verificate nel reti-
colo dei sottogruppi di un gruppo abeliano.

3.4. LEmma. Sia (4, B, F') una terna per £, siano a, b, 2, y € C(£),
a<A, b<B, x#0*y, v, y<F, aA\y =0, xxy = {s,t}. Siano o«e
€ aow, febox, y = (aVP)A(xVD), ¢ = (yV@)A(aVd). Posto &= (aV
VOA@Vy), B = ((BVHABVO)VE)ABVY), si ha e &op.

DimosTRAZIONE. Una immediata applicazione di C5. ///

3.5 DEFINIZIONE. Un reticolo soddisfacente alle condizioni C1,
C2, C3, 4, 05, C6 si dird un PA-reticolo.
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3.6 TEOREMA. Sia £ un PA-reticolo arguessiano, (4, B, F) una
terna per £, 1¢ = AV BV F. Siano A4, B, F gruppi abeliani, e

@1: L(FXA) - (FVA))0
921 L(F X B) — (F'/ B)/0

isomorfismi di reticoli tali che ;|0 = @s|r, ¢i(A) = 4, @(B) = B.
Per semplificare le notazioni, se ce€ FxA(ce FxB) scriveremo ¢

per @,(<e)) (¢ per @,({c)>)). Allora:

(i) Siano x, yeF, y#1#x, sA\y =0, ac A, beB. Si ha
allora 1 = |axobxr— N ayoby=' N aob|; quindi l'unico elemento di
axobxr—r M aob & indipendente dalla scelta di .

(ii) 1 = |aob N awobr N axlobu|.

(iii) Detto ab I'unico elemento di £ di cui in (ii), la posizione
{y(<abx))} = aobx N boar N abox definisce una mappa y: C(L(A4 X
XBxF)) — C(£).

(iv) Se ¢, ¢,y ;€ AXB, 1+ x e F, allora {{¢,)} = {¢;>0{e;> N
N (eywyole a1 se e s0lo se {p(Cen)} = p(<en)) op({esd) N p(¢erad)o
op({es x7L)).

(v) p definita in (iii) & suriettiva.

(vi) Se r, s, te AXBXF, allora p(<r)) € p((s)) € p(<E)) se e
solo se {r)e {(s)olt).

(vii) La posizione

p(H) =\ y(h)

heH

dove H<AXBXF, definisce un isomorfismo di reticoli

p: L(AXBXF) ¢
che estende ¢,, @,.

DIMOSTRAZIONE. (i) & una conseguenza immediata di 3.2, quando
si sostituiscano ax, bx-1, x, ay, by, y, xy—! rispettivamente per a,,
b;, . Per ottenere (ii), basta applicare due volte il risultato precedente
e osservare che, per 3.1, aob N axobzr— N ayoby—! = aob N ayoby! =
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= aob N ax—tobx N ayoby~'. (iii) Sia per comineciare = = 0, Per 3.1,
{w} = aobz N boax. Per 3.4 w e xoab, e si & appena visto che ab non
dipende da y. Se poi # =0, si ha bx = b, ax = a e y({abx)) = ab.
(iv) Sia

(e = (<cx>V <cs>) A ((01x>\/ <¢:3x"1>) .

Si possono scegliere @,, a; € A, b,, b, € B tali che ¢, = @, b,, ¢; = a; b;,
¢ x=ab x, c;x = a,b;x"1. Allora {¢,) = {a@,a;b,b,>. Una sem-
plice applicazione di C5 mostra che:

2 p(e) = (ed) V(e A(p(Kexd) Vi (lea ™)) .

Similmente si vede che (2) implica (1). (v) Sia ¢e C(L£); & chiaro che
x = (¢\VAVB)A\F & senza torsione. Se x # 0, definiti a = (¢V BV F)AA4,
az = (VB)A(FVA), b= (6VAVF)\B, br = (¢VA)A(BVF), si ha
subito ¢ € aobx N boax, per 1.1; per 3.1, ¢ & I'unico elemento di acdxr N
N boaw, e cosi p(<abx)) = ¢. Se # = 0, allora ¢< AV B, per l'identita
modulare. Siano a = (¢VB)A4, b = (¢VA)AB: per 1.1, ¢ € aodh. Al-
lora ’osservazione (iii) dopo C4 fornisce yp(<ab)) = ¢, per opportuni
a, b. (vi) Supponiamo che {(r)e (sdolt). Siar = a,b,x,, s = a,b;x,,
t = a;b,x,. Si ha subito: {a,) €{a,)ola;), (b€ (byo<lby>, {x,>€
€ {xapolxy), {arby) € (@yb,)olazbs), (a,x%,) € (@yx)p0l@sxs), <byx,)€
€ <b, x,>0{b; x,>. Distinguiamo alcuni casi.

(a) (x> # 0, {x >N\ {x;> = 0, per ogni %, j. Allora per C6 si ha:
P(Cr)) € p((8))op(<eD).

(0) x>y <&y, &) 7= 0, {2, HV XDV Xy = (x). Sia y € F tale
chey =1, (x)ALy)>=0.Se a,b,x,= (a,b,x,)" (a;b;x;)™, siha: (a,b,x,> €
€ (@b, x,)"y)o{(@; by x5)™ y~1). Ora (x> A{x}y)> =0, cosiix,ye{xjy)o
olxpy~1). (a) fornisce 1/)(<a1b1x1>) € "I)(<(a2b2x2)"y>)°"P(<(asb3x3)"y_1>)-
Analoghe relazioni si ottengono per yp({a,b,x,»), p({asb;x;>). Ancora
(a) permette ora di concludere, con 1’osservazione (ii) dopo C4, che
p((r)) € p(<sd)oyp(<E)), purché si mostri y({(a;b;x;)*)) <y({a;b;x,)).

Ma questa & un’ovvia conseguenza di 3.1 (iii), e della definizione
di .
(¢) () =0. Se <{x,)#0, (iv) permette immediatamente di

concludere. Se (x,> = {(x,> = {x;> = 0, C4 e (iv) permettono ancora
di concludere, come in (b). Analogamente si mostra che {(r)e{s)o

olty se p(<rd) € p({sd)oy(<E)).
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(vii) & infine una immediata conseguenza di 2.1 e di (iii), (v),

(vi). /l/

4. In cid che segue, il reticolo £ si dird decomponibile se & isomorfo
al prodotto diretto di due reticoli che non siano costituiti da un solo
elemento, altrimenti £ verra detto indecomponibile; a € £ si dird drri-
ducibile se a = x\/y, con x, y € £, implica ¥ = a oppure y = a.

4.1. LEMMA. Sia £ un reticolo modulare completo, a, be L, a =
# 05 b, o irriducibile, b/0 indecomponibile, a\Vb =1, a A b =0.
Allora se £ & decomponibile si ha £ = a/0Xb/0.

DIMOSTRAZIONE. Se £ ¢ decomponibile, sara £ = ¢/0Xd/0, con
¢,def, ¢+ 0+~ d; poiché a & irriducibile, allora a<e¢ oppure a<d.
Sia a<c. Per l'identitd modulare, 1/a~b/0; e poiché 1/a= c/aX
X d/0, si ha facilmente ¢ = a, e infine b=d. ///

Un reticolo modulare completo si dira nel seguito uniforme se in
ogni suo intervallo finito indecomponibile due sottointervalli com-
plementati di dimensione 2 sono isomorfi [3]).

D’ora in avanti, assumeremo che £ sia un PA-reticolo e che in £
valgano anche:

C7. £ & arguessiano uniforme, e ogni elemento compatto di £
8i esprime come unione diretta di elementi ciclici infiniti e di catene
finite.

C8. Siano be C(£), Fet, bAF = 0, F/0 un GA-reticolo e siano,
per i =1, 2, 3, a;, ®;y Y;y 2:€ C(L), a;<b, w;y Yiy 2:<F, 2;€ ;% y,,
2;€2;% 2, X,EX; % Tyy Y;EY; % Yp, O EA0Y;, Q; € Q;00;, 0;E KX;0N.
Allora:

(i) Se a;, =0 =9y;, LAY =0, Yo %~ 07 y,, © {22, z,,} = {9727973}’
detto &, = (@, a) A0V 2s), &3 = (3 as) A (25V 25), 81 ha @, € Gy0d;.

(ii) Se a, = 0 = B A\Y, = T A\Ys = Yo A\Ys 7 Yiy © Y1y Yo E Ty % Ty,
definiti &,, & come in (i), si ha x, € &0d;.

(iii) Posto X = Vw,, Y= Vy,, se XANY =0#y;, e a —Voc,e
C(L), detto &; = (a,v.cv INCA Vz,) si ha: &, € d;o0d,:

(iv) Definiti X e Y come in (iii), se XAY =0, 2,7% 0 £ x,5~
# 0% @3, 0=2;A\2;, ed esistono &, € a,0w; e y;€ C(L) tali che & e
€ &;od;, © {y;} = &;oy; N aox N z,0a;, allora: y,€y,0p, se e solo se



Una caratterizzazione reticolare del reticolo dei sottogruppi ecc. 201

per ogni ue C(F[0), u 0, tale che wAX = 0, scelto veu*x,, e
posto, in accordo con i risultati di [B], {v'} = v* @ AL % u, {G} =
= &0 N a,0u, {&} = &ov'N azou, si ha a, € &od;.

4.2. DEFINIZIONE. Il reticolo £ si dice un G-reticolo se ¢ un PA-
reticolo che soddisfa alle condizioni C7, C8.

4.3. LEMmMA. Nel reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano
le condizioni O7, C8 sono soddisfatte.

DivmosTRAZIONE. C7, e (i), (ii), (iv) in C8 sono facilmente verifi-
cate nel reticolo dei sottogruppi di un gruppo abeliano. (iii) ¢ imme-
diata se y;Ay, =0. Altrimenti, y =\ y,€ C(£), e possiamo sup-

i

porre b =\/a;. E subito chiaro che aeyob. Ma o;<aA(a;Vy:) e

€ a;oy; per cui a; = aA(a;\Vy;). Se ora {y) =y, <b> =b, in modo
che <(by)> = «, si ha subito: «; = {(by)*), per un opportuno k;. Ma
{(by)) € KbMyoy™), e 8i ha subito {y™) =y,, <b"> = a,, e quindi
la tesi: infatti y,cy, % y,, e cosi h,=h, & he. [//

4.4. TEOREMA. Sia £ un G-reticolo, 1¢ = bVaVy, con b, x, y€
€ C(L), # #~ 0  y senza torsione, bA (xVy) = eA(bVyY) = yA(bVa) =0,
e sia b una catena finita di lunghezza I. Allora esiste un gruppo abe-
liano G il cui reticolo dei sottogruppi ¢ isomorfo a £.

DIMOSTRAZIONE. Per C3, posto F' = x\/y, si ha che F/0 & un GA-
reticolo. In virtlu dei risultati in [5], esiste un gruppo abeliano F libero
su due generatori e un isomorfismo ¢: £(F) — F|0; senza perdita di
generalita, supporremo F = (x)X<{y>, ¢({x)) ==, ¢({y)) =y; per
semplicitd di notazione, porremo @({x*y?y) = w*y’.

L’unico atomo a di b/0 & I'unico atomo di £: infatti, se ¢ ¢ un atomo
di £, (eVB)AF = 0, perché ¢\b ha dimensione finita. Per lidentita
modulare, ¢<b, e ¢c=a. Se 0 £u<F, e ueC(L), per C3 (uVa)/0
non & distributivo. Quindi esiste z<a\/u tale che zZ*a, z<u. Cos1
zNa =0, e 2/0 ~z/(z\a) =~ (2Va)/a L (wVa)/a~ u/0, dunque z€ C(£).
Sia ora u" = (2VVa)Au; & chiaro che z € urca, e che zAu<wu". Inoltre
u(zAu) = u"/(zA\u,) = (u"V2)[z = (2Va)/z= al0, e cosl zA\u = ur"
per un opportuno numero primo p. Sia 0% v € C(L), v<F, tale che
uAv = 0. B chiaro che uA(a\/v)= 0, poiché u A (aVv)<FA(aVv)=n1.
Per 3.1, si ha w, = (aVV)A(Vu" ) € aov, w, = (a\VVu)A\(w,\Vuv) €
€aou, e cosi aou = . Siano «, f€aou, e, come prima, siano p,
¢ numeri primi tali che aAw = w?, fAu = u?. Per 4.1, Vintervallo
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(wVa)/ur? & indecomponibile, e per C7 si ha p = ¢. Se poi x€ aou,
B € aov, a\u = u?, ancora per C7, per la indecomponibilita di (a\u\
Vv)/(u?Vv?), ottenuta come prima da 4.1, e per quanto appena visto,
si ottiene fAv = v®; inoltre |aou| = |aov| = p — 1. Riassumendo:

(i) @ou contiene p —1 elementi, per un opportuno primo p,
indipendente dalla scelta di u<F, 0 5= u € C(£), e tale che se « € aou,
allora aA\u = u?.

Se ora b = a, si ha bou 7% 0. Sia allora b> c>a. (bVu)/u" & in-
decomponibile, per 4.1; per C7, esiste allora ke £ tale che k= u\/¢,
kE#urVb, u*Ne<k<uVb. Bia ze C(L) tale che zVeVur=kFk; 2
esiste certamente per Cl. Se fosse (2Vu)Ab<e, si avrebbe
¢ =cV ((eVu)A\b) = (eVaVu)\b = (k\Vu)A\b = b, assurdo; percid b <
<zVu. Cosi z€bo((zVb)Au). Se ora v<F, 0£veC(L), uAv =0,
ragionando come prima si ottiene bov = @, e infine in ogni caso bou = 0.
Con argomento analogo a quello usato per ottenere (i), e per indu-
zione su I, si dimostra facilmente:

(ii) se p e il primo determinato in (i), si ha che bou contiene
p*—}(p —1) elementi, e che se febou allora fAU = u*.

Fissiamo ora una volta per tutte f, e box; per 3.1 fox~1y N boy
contiene un unico elemento, che denoteremo f,. Si ha b/(bA(B,V ")) ~
=~ (bV BV ") /(BN @) = (@V BNV ") | (BN 7) = @] (XA (B:V 2")) = @/ ("' V a7
e analogamente b/(bA(B,Vy") ~ y/(y*'Vy"). Ma a/(@*'Var) = y/(y*'V
Vy*), e quindi

(iif) bA(BVa") = bA(B,VY") =:b".

Definiamo f; = f.A(b N x*), B = F,A(bVy"). Una facile appli-
cazione dell’identitd modulare mostra:

(iv) B € amob", B € yrob™.

Definiamo ancora b"a® = (f;\Vy ") A(b"\V &), byt = (BLV o "yi)A
A(d*Vy?). Usando 3.1, se 50, si verifica facilmente che in ogni
caso

(v) brxe, bryte C(L).

Supponiamo adesso che sia s 0, e b"x* = b™x* = 2, per qualche
scelta di m =% n. Per C3, z & senza torsione, e, poiché s 0, 254 0;
inoltre zAf, = 0. Per 3.1 si ha che

|Byofy N y—mxsoy—mas| =1 .



Una caratterizzazione reticolare del reticolo dei sottogruppi ecc. 203

Ma yxsA\y—™x* = 0, poiche s % 0, n % m; cosi y oy maws = y "2 %
®* gyt = {ym, yx?}. Ora y="gBA\f, =0, e y "L 0;
cosi deve essere y™ "€ frofy, e quindi ymr<f,. Per (ii), p'lm — n.
Siamo ora in grado di mostrare:

(vi) se b'<b, e s+ 0, ogni elemento di b'oxs & della forma
bizs per un opportuno 0<i<p'—1, e b"xs = b™x* se e solo se n=m
(modulo p').

Si ¢ infatti gia visto che, per 0<i<p'— 1, gli elementi bz sono
distinti. Basta ora osservare che, per (ii), | U b’ow8| = pl, e si ha imme-
diatamente la tesi.

(vii) b™ = b™ se e solo se (p', m) = (pt, n).
Basta osservare che, per (ii), y* <f,, e quindi 8,Vy™ = B,Vy™?".
Ricordando che B, € f,0xy~%, e che
B = BNaYADBVE) e fy = (BNETY)ADVY),
si ha:
BAOVY)V (BN VM) =
= ((OVH) A BN T 9) ABVYI)V (B A BV ") =
= ((BVa Y AOVY") VA BV ) =
= (BVa iy A(BVIMV (BABVM)) =
= (BN @AV (BVBIA BV D)) = (BN a2 9) A3V bV ar) ,

ma anche:

oy B = (@ ynVar VO A (BN o ty) =
= (y"Va"VOA(BNarY) = (y"VarVO) ARV o 1y) =
= (@ y"Vy"VOABVaty) = BV oy,
e quindi
(viii) "y~ e Brof; .
In virth di (viii), una immediata applicazione di C8 (ii) garantisce

(ix) @2yt e brasobryt
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Sia ora G = (b) X F, dove <b) & un gruppo ciclico di ordine p.
Si pud definire una corrispondenza y: C(£(G)) — C(£) attraverso la
posizione: p(<brxcyt) = (b"Vary) A (b 2*\Vy*) A (b ytVa®). Cominciamo
infatti con I’osservare che (0) =0, e p(<b")) =b" Se %0, o
t = 0, per 3.1 si ha in ogni caso p(¢b xy?)) € C(£). Usando (vi), (vii)
8i vede poi facilmente che ¢ & ben definita.

(x) v & suriettiva.

Sia ce C(L). Se e<bVz si ha ¢ = b z*, per n, s opportuni, in virtu
di (vi); e si vede facilmente dalla definizione che y(<b"x*)) = bz>.
Analogamente si tratta il caso ¢<bVy. Se ¢<F, allora ¢ = 2°y¢, o
p(<x*y?>) = a*yt. Sia allora ce C(f), e siano 0 2* = xA(cVyVb),
0yt = yA(cVaVb), 0%b=>bA(cVF). Per 1.2 possiamo scegliere
il segno di ¢ in modo che sia (¢Vb)AF = x*yt. Inoltre, sempre per 1.2
si ha (eV@)A(bVy) eboyt, e (cVy)A(DV ) ebox®; cosi, per (vi), (¢VZ)A
ABVy) = bmyt, e (eVy)A(bVx) = b"a*, per m, n opportuni. Per 3.1,
bmyt & 1'unico elemento di boy®! N z*oc; basta quindi mostrare che
bryte wsoc Nboyt. Ma b = b»: infatti b"z®ecbows, per 1.2, e b a’e
€ broxs, per (v), e b =b = bA(x*\Vb"x*), per lidentitd modulare.
Cosi bryteboyt. Ma per C8 (i) si ha anche b y*e cox®, tenuto conto
di (ix).

(xi) bma* € br2xsobmas se e s0lo se (b™ x) € (b a=dolbm an) ,
briyt € braytiobmyt se e so0lo se (bmyth)e (bmytdolbm yti) .

Se (b x#)y € (b x)o(b™ x*), esistono interi r, h, k tali che n,+
4 rpt = myh 4 ngk, 8, = $,h + s;k. Ricordando che bmtre'gs — pmags
8i pud assumere senza perdita di generalita, che esistano h, k tali che
Ny = Noh + ngk, 8, = S, + s k. Qunindi y™ € yneh x yrk, x5 € gt % gk,
Ora y™x* e (y—am)t % (y =)k, e si verifica facilmente, in virtu
dell’indennitd modulare, che fm € frstofnsk, hm € hrstob™*, In ogni caso,
per C8 (i), C8 (iii), b € brehgsrhohrskpssk, e b s L hrahgpsh\/ hrak gosk L
<bmaxsn\/ bmxs. Si conclude facilmente, ripetendo il medesimo argo-
mento, che bmxe bmraxobmxs,

Viceversa, se bma® e bmasobmass, si ha che bmxshmas\/ hraxs,
Osservando che

OmanVB,)AN@Vy) = ((prVymas) ABmVas) V(BeVE)A(@VyY) =
= (((BrVy o) AV oV ) VB A @V Y) =
= (frvy eV BN (@VY) = y eV (A (@VY) =
=y oV (B AY) = yanVyr
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e cosi anche che
BV B A@VY) = gy, (branVB)A(@VyY) = ymanVy”,
s8i ha

(b= B A @V )V (2N ) A(@Vy)) =
= (@Vy) A((BmaV )V (VB A@Vy))) =
= (@Vy) A(branV (BN VY AbmanVB,)) =
= (@VY)ADmasV bV B,) > (bmasV ) A(@Vy),

e quindi
y—-mwsx < y—nzwsz \/ y—ﬂsxsa\/ypl .

Allora (y—mxs) <y mrxs)\/(y™m x*)\/(y">; cosl esistono numeri in-
teri r, h, k tali che n,-+ rp = n,h + ngk, s, = s, b + s;k. Si ha quindi

<bn1 x81> < <b"’ x-“)V <bm xsa> .
Analogamente, si ottengono
Cbreamy <(bramVbray e (brany<(bmanyV (bran),

e quindi <bmxu) e (brx%)o(bmx%), Si ragiona in modo simile per
ottenere la seconda parte di (xi).

Per concludere la dimostrazione, in virti di 2.1 bastera provare
che se g1, g, 8:€G, allora (g;>€{g:>0{gs) se e solo se p({(g,)) y({g)°
op((g). Sia g; = bmanytec G, (g,) € (g)ro{g. Per (xi), non & re-
strittivo assumere (,, 1., t;) % (0, 0, 0) 5= (S1, Sz, S3); € (B, Ny, Ng) &

3

% (0,0, 0) (mod. p). Supponiamo per cominciare che sia \/ {xsy*) e C(L).
i=1

Si potra ragionare esattamente come in (xi), non appena si mostri

che se s~ 0, p(Kb xsy?)) = (f;Vy "+ta) \(b*Vasy!). Per definizione,

poiché s 5= 0, p(<brxsy®)) = (b w*\V y*) A(b"V a*y?). Per C8 (i), (b"Va*y*) A
3

NGBV y—"tiae) € brasoy?, quanto si voleva. Se poi \/ (xsyt) e C(L),
i=1
per (xi) e C8 (iv) in ogni caso y({g) € p({&>) oy (<gx))-
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Similmente si mostra che se p(<g) € p({g>)op({gs>), allora
8 EgoK8»- /]

Siamo ora in grado di enunciare e dimostrare:

4.5. TEOREMA. Un reticolo £ & isomorfo al reticolo dei sottogruppi
di un gruppo abeliano che contiene due elementi aperiodici indipen-
denti se e solo se £ & un G-reticolo e esistono x, y € C(£), x5~ 0%y,
2,y senza torsione, tali che xAy = 0.

DIMOSTRAZIONE. Sia L un elemento compatto di £, tale che L>xVy.
Sia L = a,Va,V...\Va,V 2, \V2,\V...\/©, una unione diretta, come in C7,
dove a; & una catena finita, x; & un elemento ciclico infinito. Sia F =

t
V «;. Certamente ¢>2, altrimenti, se yAx, = 0, si avrebbe y/0~
i=1

~ (yVa,)/z, < Ljz, =~ (a,V...Va,)/0; ma quest’ultimo intervallo ¢ finito,
mentre y ¢ senza torsione, un assurdo. Dimostriamo ora, per induzione
su t, che F/0 & senza torsione. Se t = 2, per C3 F/0 ¢ un GA-reticolo,
e quindi & senza torsione. Sia allora F, = x,V...V#;, e sia F,/0 senza
torsione, ¢ un atomo di F = x,\VF,. Allora a < F,, e posto T = (aV
VE)AN®%,, &= (aV2,)AF,, 8i ha a €ZoZ, e di nuovo facilmente una
contraddizione con C3. Se u, ve C(F/0), u%0+~v, e u\Vve CL),
per C3 si ha uAv 0. Se poi uAv %0, si ha che (u\Vv)/v & finito, e
quindi #\/v & a condizione massimale; se fosse u\/v ¢ C(L), si avrebbe
che #\/v ha torsione, per C7, che & assurdo, come appena visto; cosi
u\Vv e C(L). Se uAv = 0, (w\V/v)/0 & un GA-reticolo per C3, e |u * v| = 2;
se uAv+ 0, per quanto appena visto, preso we C(F¥/0), w# 0, tale
che wA (u\Vv) = 0, (w\V%\Vv)/0 & un GA-reticolo, e |u* v| = 2. E ora
immediato verificare, con 'uso di €2, C7, e 3.1, che F/0 & un GA-
reticolo. Per ogni ¢ tale che 1<i<s, 4.4 permette ora di costruire
un gruppo abeliano 4, tale che £(A4;) ~ (a,Vx,Vx,)/0, e, se F & un gruppo
abeliano libero tale che £(F)~F/0, per 3.6 si possono costruire G,,
G,,... Gy = G, tali che £(G;) = (a,Va,V ... Va,VF)/0, cosicché £(Gy) ~
~ L/0. In virtu di un noto teorema di Baer [2], siamo ora nelle condi-
zioni di applicare 2.2, e la dimostrazione & conclusa. ///
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