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Filtration par le poids sur la cohomologie de de Rham
d’une courbe projective non singulière
sur un corps ultramétrique complet.

BERNARD LE STUM (*)

Introduction.

Soient K un corps ultramétrique complet algébriquement clos de ca-
ractéristique nulle et C une courbe projective non-singulière sur K.
Dans cet article, nous allons construire et étudier la filtration par le
poids sur 

C’est une filtration à trois crans fonctorielle en C,

ayant les propriétés suivantes:
- Elle est autoduale: Fill est l’orthogonale à Fil2 pour la dualité

de Poincaré sur HdR (C) (et réciproquement).
- Elle est transverse à la filtration de Hodge: Si on considère

comme contenu dans HJR(C) on a

- Elle dédouble la filtration analytique conjuguée: Si on considè-
re Hl (CI, K) comme contenu dans HdR (CI) = HdR ( C), on a Fil2 =
= Hl K).

Nous allons en fait définir pour tout modèle formel géométrique-
ment réduit ~C de C, la filtration par le poids associée à ~C sur HdR (C).
Nous verrons que cette filtration est maximale et indépendante de ~C

(*) Indirizzo dell’A.: I.R.M.A.R., Université de Rennes I, Campus de Beau-
lieu, 35042 Rennes Cedex, France.
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lorsque (la fibre spéciale X est à singularités ordinaires. C’est cet-
te dernière filtration que nous appelerons filtration par le poids sur
HDR(C)

La filtration par le poids associée est aussi une filtration à trois
crans sur HdR ( C) qui est fonctorielle en X et satisfait un théorème d’or-
thogonalité. Cette filtration peut se décrire de manière élémentaire
comme suit: Fil’ est l’intersection des noyaux des applications canoni-
ques HdR (C) - H~ ( ]x[ ), pour x et Fil2 est l’intersection de Fil’ et
de la somme des images des applications canoniques 

pour x E ~C. 
’

On peut aussi décrire cette filtration à l’aide de la cohomologie rigi-
de de X. En effet, l’homomorphisme de spécialisation sp: 
- HjR ( C) est une bij ection sur Fill . On peut aussi voir que si U est un ou-
vert dense de X, alors Fil’ est l’image de l’application de spécialisation
sp: De plus, sp: induit un iso-

morphisme entre Fil2 et le noyau de l’application de restriction

HJg (X) - HJg ( U). Enfin, on peut aussi voir Fil2 comme l’intersection
de Fil’ avec le noyau de l’homomorphisme de cospécialisation cos:

H1DR(C)-H1RIG(U).
Dans cet article, nous allons aussi décrire le gradué associé à la fil-

tration par le poids. On a bien sur Grk = 0 si 1~ ~ 0, 1, 2 et Gr2 = Fil2 et
nous verrons que si X est la normalisée de X, l’application canonique

fournit un isomorphisme entre Grl et H~ (X ). Enfin,
nous définirons un foncteur qui à toute courbe X sur k associe un grou-
pe abélien libre de rang fini Hl (X) et nous montrerons que si ~C est à
singularités ordinaires, est en dualité naturelle avec Z),
ce qui nous fournira, dans ce cas, un isomorphisme naturel entre Gro et
H1(X)Ok.

Cet article fait suite à [LSI] ou on construisait la filtration par le
poids sur la cohomologie de de Rham d’une variété abélienne sur un
corps local et reprend toute la seconde partie de [LS2]. Les progrés ef-
fectués depuis cette thèse de Ph.D., dirigée par Messing, et qui appa-
raissent ici sont les suivants: Description de Fil2 et Gr° , fonctorialité,
indépendance de choix du modèle, lien avec la filtration de Hodge et
avec la filtration analytique conjuguée. Il reste encore à expliquer com-
ment on peut, en caractéristique mixte, relever le Frobenius naturel
sur le gradué associé à la filtration par le poids. Ce sera l’objet d’un pro-
chain article. Nous décrirons aussi dans un prochain article l’opérateur
de monodromie sur HIR (C).

Enfin, je tiens à signaler la construction et l’étude par Mokrane
dans [Mo] de la filtration par le poids sur les variétés logarithmiques se-
mi-stables sur les corps locaux. Il est aisé de voir que si C est définie
sur un sous-corps fermé de K sur lequel Mokrane peut définir sa filtra-
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tion par le poids, la filtration obtenue sur HdR ( C) par extension des sca-
laires coincide avec celle définie ici.

CONVENTIONS. Nous dirons variété analytique au lieu d’espace
analytique rigide et variété algébrique au lieu de schéma localement de
type fini sur sur un corps. Nous appelerons courbe toute variété algé-
brique séparée de type fini de pure dimension 1 sur un corps. Nous di-
rons toujours compact au lieu de quasi-compact. Un ouvert ou un re-
couvrement d’une variété analytique sera toujours admissible.

1. Objects simpliciaux et diagrammes.

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats de base sur
les diagrammes, les foncteurs adjoints et les objets simpliciaux. Puis
nous nous plaçons dans le cadre des topos aim d’établir de manière for-
melle des propriétés qui nous serviront dans le second paragraphe.
Nous ne faisons que rappeler des constructions et des résultats bien
connus mais pour lesquels aucune référence précise ne semble disponi-
ble. Notre seul but est d’établir un certain nombre de propriétés afin
d’éviter de laborieuses vérifications dans le paragraphe suivant. On no-
tera cependant comment le cadre des topos apporte de notables simpli-
fications à l’étude de la notion d’homotopie. La plupart des démonstra-
tions, faciles, sont laissées au lecteur.

1.1. Diagrammes dans une catégorie.

1.1.1. DÉFINITION. On note B la catégorie des petites catégories.
Si C est une catégorie quelconque et i E B, on note CI la catégorie des
foncteurs de I dans C, c’est à dire des diagrammes dans C de base I. Si
E E CI , on E( i ). Si À: I - J est un morphisme de B, on note
À * : CI le foncteur E -~ E 0 À. Enfin, si u: C’ - C est un foncteur,
on note Ul ou parfois tout simplement le foncteur
E-~uoE.

1.1.2. PROPOSITION. ,Soient u: C’ - C an foncteur et I E B. Alors,

i) Si X: morphismes de B, on a X * 0 u = u 0 À * ,
ii) Si u est fidèle (resp. pleinement fidèle), alors u, aussi
üi) Si u possède un adj oint v, alors u 1 et VI sont aussi

adjoints.

1.1.3. DÉFINITION. On note 0 la catégorie ponctuelle et si C est
une catégorie quelconque, on identifie C avec C° . Si 1 E B, E E C et
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p: C --~ 0 est le foncteur final, on note E:= p * E ~ CI . On dit que E est
le diagramme constant associé à E .

1.1.4. Si I E B, le foncteur p *: est pleinement fidèle. D’au-
tre part, si on considère i e I comme foncteur i: 0 - I, on a pour tout
E ~ C , i * E = E i . Aussi, si I possède un obj ect final 0, alors le foncteur
final p : I 2013&#x3E; 0 est adjoint à gauche au foncteur 0 : 0 2013&#x3E; I. Il suit que si C
est une catégorie quelconque, le foncteur E ~ E est adjoint à droite au
foncteur E -~ E ° .

1.1.5. DÉFINITION. Si C est une catégorie quelconque, on note

Cod (C) la catégorie cofibrée sur B°p dont la fibre au dessus de I est CI
et le foncteur image directe au dessus de À: I 2013~ J est ~ * . C’est la caté-
gorie des codiagrammes dans C. Un object de Cod (C) est donc un ob-
ject E de CI avec I e B, et un morphisme de Cod (C) au dessus de A: I 2013&#x3E;
-~ J est un morphisme f: E ~ ~ * F.

1.1.6. Tout foncteur u: C’2013~C définit un foncteur noté Cod (u) ou
plus simplement u: Cod(C~)2013~Cod(C). Il résulte de 1.1.2 que si u est
fidèle (resp. pleinement fidèle), alors Cod (u) aussi et que si u possède
un adjoint v, alors Cod (u) et Cod (v) sont aussi adjoints.

1.2. Diagrammes, adjoints et limites.

1.2.1. DÉFINITION. Soient J E B et C une catégorie quelconque.
Alors, les lim existent dans C si le foncteur E -~ E possède un adjoint à

j

gauche et cet adjoint est alors lim.
i

1.2.2. LEMME. Soit À: I ~ J un morphisme de B. Si j e J, on note
catégorie suivante: Un objet de I/j est un couple (i E I , a : -~

- j) et un morphisme de (~ a) vers (i’, a’) est une flèche i ~ i’ telles que
a ’ o = a . On note j : ~ I le morphismes ( i, Éx) -~ z. Soit C une ca-
tégorie quelconque. Alors, À* possède un adjoint À, à gauche si et seu-
lement sim pour tout E e CI , et tout j e J, lim j * E existe dans C et on a
alors (À!~ = lim j * E . i

ilj

1.2.3. PROPOSITION. Sojent J e B et C une catégorie dans laquelle
les lim existent. Alors,

j

i) I - J est un morphisme de B tel que possède un ad-
joint X, à gauche, alors les lim existent dans C et on a lim =
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ü) Si i e B, alors les lim existent dans CI et on a pour tout E e CI

J J

iii) ,Si I E B, si C’ est une autre catégorie dans laquelle les lim

existent et si u: C - C’ est un foncteur qui préserve les lim, alors u 1
préserve aussi les lim. J

~

1.2.4. PROPOSITION. ,Sojent ~: I - J un morphisme de B et C une
catégorie quelconque. Alors

i) Si ~ possède un adjoint p. à droite, alors p. * est adjoint à gau-
che pour À *

ü) ,Si ~ * possède un adjoint À! à gauche et si ~ est pleinement fi-
dèle, alors X, est aussi pleinement fidèle.

1.2.5. DÉFINITION. On plonge C dans Cod (C) en l’identifiant avec
C° . Alors, les lim existent dans C si le foncteur d’inclusion possède un

adjoint à gauche et cet adjoint est alors lim. Si f: E -~ F est un morphi-
sme au dessus de ~1: I ~ J dans Cod (C), alors lim f est obtenu en com-

posant avec le morphisme d’adjonction

1.2.6. Si I E B et T est un topos, alors T I est un topos. Si u: 7’-~ T ’
est un morphisme de topos, alors u 1 aussi. De plus, tout morphisme
~ : I - J dans B fournit un morphisme de topos ( ~ * , ~ * ): T I --~ T J ,
et ~ possède un adjoint ~,, à gauche.

1.3. Objects simpliciaux.

1.3.1. DÉFINITION. Si C est une catégorie quelconque et D E B on
note C(D) et on appelle catégorie des préfaisceaux sur D à valeurs
dans C la catégorie des foncteurs contravariants de D dans C. On note
E la catégorie des ensembles (ou topos ponctuel) et D = E(D).

1.3.2. DÉFINITIONS. Soit A la catégorie dont les objets sont les
ensembles ç:= {0, 1, ... , 9 q 1 et les morphismes les applications crois-
santes. Les objets de A sont appelés simplexes types. Un préfaisceau
sur A à valeurs dans une catégorie C est appelé objet simpliciaL de C.
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On peut aussi voir un objet simplicial comme un diagramme sur la caté-
gorie opposée Les considérations ci-dessus s’appliquent donc.

1.3.3. DÉFINITION. Les applications

sont appelées respectivement opérateurs faces et opérateurs de

dégénerescence. Si C est une catégorie quelconque et K E C ( 4 ), on
notera

1.3.4. Soit C une catégorie quelconque. Puisque 0 est l’objet final de
4, il résulte de 1.2.4 que le foncteur E - E est adjoint à droite au fon-
cteur K ~ Ko . Si on suppose que les puissances, c’est à dire produits fi-
nis E x E x ... x E, existent dans C, alors il résulte de 1.2.1 que le fon-
cteur K - Ko possède aussi un adjoint à droite L1: C -~ C( 4 ). De même,
si on suppose que les conoyaux existent dans C, il résulte de 1.2.1 que
le foncteur E -~ E possède un adjoint Ho à gauche.

1.3.5. DÉFINITION. Si les puissances existent dans C, on dit que
4(E) est l’objet simplicial sur E.

1.3.6. Par adjonction, on dispose pour tout K E d’un morphi-
sme canonique K - On dispose donc pour tout E e C, d’un mor-
phisme canonique E ~ 4(E).

1.3.7. Supposons que les puissances et les conoyaux existent dans
C. De 1.1.5, on déduit une suite de foncteurs adjoints

1.3.8. Si E est un ensemble, d(E)q est l’ensemble des suites

(xo , ... , xq ) d’éléments de E avec

et
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Si K est un ensemble simplicial, Ho (K) est le quotient de Ko par la
relation d’équivalence engendrée par x --- y s’il existe z E K, tel que
x=do(z) et y=dl(z).

En particulier, on voit que si E est un ensemble et x, y E E, on a x =
= do (x, y) --- dl (x, y) = y. Il suit que Ho (4(E)) = 0.

1.4. Homotopie.

Dans ce qui suit, T désigne un topos.

1.4.1. On dispose d’un Hom interne Xom dans T défini par l’iso-
morphisme fonctoriel Hom (M, Xom (K, L )) = Hom (M x K, L ). La

catégorie est un topos et le morphisme de topos T ~ E, dont le
foncteur image directe est r(7B -), définit par 1.1.5. un morphisme
de topos 7r: Â. Enfin, si K, L E T(4), on a Hom (K, L) =

L )o .

1.4.2. DÉFINITION. Soient et fo, fi E Hom (K, L). On
dit que fo est homotopie à fi si fo et fi ont même image dans

Ho (7r * Xom (K, L)). On dit que f : K - L est une équivalence d’homo-
topie s’il existe g: L -~ K tel que f o g et g o f soient homotopes à l’iden-
tité. On dit que K est contractile si K est homotopiquement équiva-
lent à 0.

1.4.3. Soient K, L E et h : L -~ L ’ (resp. K’ --~ K) un morphi-
sme de Alors, par composition, h définit un morphisme

Il suit que la notion d’homotopie est stable par composition.

1.4.4. Soient u : T -~ T ’ un morphisme de topos et 7r’ : T’ ( 4 ) 
morphisme naturel. On dispose, pour tout K, L E T(A), d’un morphisme
canonique

et pour tout K’ , L ’ E T’ (A), d’un morphisme canonique

Il suit que la notion d’homotopie est stable par u* et u * .

1.4.5. Par adjonction, si E E T et K E on a
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D’autre part, on a x* 0 L1 = 4 o r( T, - ) et il suit que

par 1.3.7. Autrement dit, à homotopie près, il existe au plus un morphi-
sme K ~ d(E).

1.4.6. Il résulte de 1.4.5 que si f, g: E - F, alors 4( f) et 4(g) sont
homotopes. On voit donc que s’il existe deux morphismes E - F et
F ~ E, alors d(E) est homotopiquement équivalent à En particu-
lier, s’il existe un morphisme 0 - E, alors 4(E) est contractile. Par
exemple, si E est un ensemble, alors d(E) est contractile.

1.5. Homotopie et diagrammes.

1.5.1. Si À: I - J est un morphisme de B, il résulte de 1.2.6. et

1.4.4. que l’homotopie est préservée par X * (resp. X * ).

1.5.2. Soit I E B. Puisque les limites inductives sont universelles
dans T, on a pour tout K, L e un morphisme canonique

et il en résulte que lim préserve l’homotopie.
I

1.5.3. On dit que deux morphismes f et g de Cod (T(4)) au dessus de
X : I ~ J sont homotopes si f et g et sont homotopes dans T I (A). Puisque
lim est obtenu en composant lim avec le morphisme d’adjonction, il ré-

sulte de 1.5.2. et 1.4.4 que lim préserve l’homotopie. En particulier, si

on se donne deux morphismes f et g: E -~ F dans Cod (T), alors lim 4( f )
et lim d(g ) sont homotopes. 

~

1.5.4. Soient À: I - J un morphisme de B possédant un adjoint 03BC à
droite, f : E -~ F un morphisme au dessus de À et g: F 2013&#x3E; E un morphi-
sme au dessus de ~u. Alors, g définit par adjonction un morphisme
X * F - E et il résulte de 1.4.6 que est une équivalence d’homotopie
dans T I . Si on suppose de plus À pleinement fidèle, alors lim ~* =
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voit donc que lim 4( f) est une équivalence d’homotopie entre lim 4(E)

et lim 4(F). Par exemple, si I possède un objet initial, alors lim 4(E) est
J 

contractile.

1.6. Homologie simpliciale.

Dans ce qui suit, T désigne toujours un topos et A désigne un anne-
au de T.

1.6.1. DÉFINITION. Si K et L sont des objets gradués d’une caté-
gorie abélienne, on note Hom (K, = ® Hom (Ki , Li + q ). Si K et L
sont des complexes et f : un homomorphisme on pose d( f ) _
= d o f - ( -1 Y f 0 d. On munit ainsi Hom (K, L), d’une structure de com-
plexe de groupes abéliens. Un homomorphisme gradué f : K - L est un
morphisme de complexes (resp. est homotope à 0) si et seulement si f
est un cycle (resp. un bord) de Hom (K, L)..

1.6.2. Si K est on objet simplicial d’une catégorie abélienne, on note

K, le complexe de composantes Kq et de différentielle

Cette définition est clairement fonctorielle en K et on a

Ho(K) = Ho(K.).

1.6.3. On note AT la catégorie des A-modules à gauche de T. On a
AT(A) = (AT)(A) et on écrira tout simplement AT(A). Un homomorphi-
sme f : K-L dans est homotope à 0 si f est un bord de

L)..

1.6.4. DÉFINITION. Le foncteur «oubli» de AT dans T possède un
adjoint à gauche, que l’on note E ~ AE, appelé foncteur «A-module li-
bre engendré,».

1.6.5. LEMME. Si K et l’homomorphisme canonique
HomA (K, L) - Hom (K, , L, ) se prolonge de manière naturelle en un
homomorphisme de complexes naïvement tronqués à l’ordre 1,
P * XomA (K, L ). 1- Hom ( K. , L. ). 1, h - h .

Il s’agit de construire un homomorphisme canonique
7 * XomA (K, L )1- Hom (K, L )1 et de vérifier que l’on obtient bien un
morphisme de complexes. On identifie tout objet q de A avec l’ensemble
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simplicial constant qui est représenté par q. On a alors

et on veut donc définir, pour tout q, une fléche HomA (~0A1, L
- Hom (Kq , Lq + 1 ). Il suffit pour cela de définir, pour tout q, un homo-
morphisme s: (K ® A1 )q + 1. Soit si E 1q + 1 l’unique application
croissante de q + 1 dans 1 telle que Si (i - 1) = 0 et si (i) = 1. On pose
alors et

q+1

s :_ L ( -1 )i si . Il ne reste plus qu’à vérifier que l’on obtient bien un

morphisme de complexes.

1.6.6. PROPOSITION. Les foncteurs K -~ AK et K- K, préservent
l’homotopie.

Pour le premier, c’est clair. Pour le second, cela résulte de 1.6.5.

On dispose donc de suites spectrales

1.6.8. Puisque le foncteur K -AK possède un adjoint à droite, il

préserve les limites inductives et on a donc Ho (K, A) = Ho (AK) =
= AHo (K).

1.6.9. Si E est un ensemble, le groupe symétrique Sq + 1 agit sur
dq (E) et donc sur ZL1q (E). De plus, on a ( - 1)" d sur
ZL1. (E ). On peut donc considérer le complexe quotient C(E ) de ZL1. (E)
par les relations a = (-1). On obtient ainsi un homomorphisme surjec-

( xo , ... , dont on peut vérifier que
c’est un quasi-isomorphisme.

2. Topologie des courbes singuliéres.

Dans ce paragraphe, nous définissons les groupes d’homologie asso-
ciés à une courbe X sur un corps algébriquement clos. Nous montrons
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que ces groupes calculent la cohomologie étale naïve de X et la différen-
ce entre a cohomologie étale de X et de sa normalisée. Nous montrons
aussi que ces groupes calculent la différence entre la cohomologie cohé-
rente ou multiplicative de X et de sa normalisée lorsque X a des singu-
larités ordinaires.

Dans ce qui suit et sauf mention explicite du contraire, k désigne un
corps algébriquement clos.

2.1. Ensemble simplicial associé à une courbe.

2.1.1. DÉFINITIONS. Si X est une courbe sur k, on note x ou

7rX: X - X sa normalisation. Si ~ est un point générique de X, on note ~
l’unique point de X au dessus de ~. Si x est un point fermé de X et

..., on dit que m est le nombre de branches de X en
x. Si m &#x3E; 1, on dit que x est muttibranche ou que X est multibranche
en x. Nous appelerons branches de X en x les composantes irréducti-
bles de X passant par x. Si Y est une branche de X en x, la muLtipLicité
de Y dans X en x est le nombre de branches de Y en x. On dit que Y est
une branche simple de X en x si Y est unibranche en x. Sinon, on dit
que Y est une branche multiple de X en x.

2.1.2. DÈFINITION. Soit X une courbe sur k. On munit l’ensemble

sous-jacent à X d’une structure de catégorie en prenant pour flèches
non triviales les y: ~ -~ x, ou 1 est un_point générique de X, x un point
fermé de X et y un point fermé de X tels que Î se spécialise en y et
x = On définit ensuite un diagramme D = D(X) sur X en posant

= et si y: 1 - r est une fléche de X, D y ( ~) = y .
L’ensembLe simplicial associé à X, que l’on notera J(X) s’il n’y a pas de
risque de confusion, est lim 4(D(X)).

2.1.3. Si X n’a que des points doubles, on retrouve le graphe associé
à X. En général, on peut décrire comme suit J(X)q est l’ensemble
des points génériques ~ de X et des (yo , ... , yq ) avec yo , ... , yq E X non
tous égaux, au dessus d’un même point multibranche x de X. On a

2.1.4. Si X est une courbe connexe sur k avec au plus un point mul-
tibranche x et si toutes les branches de X en x sont simples, l’applica-
tions canonique 4(~c -1 (x)) ~ L1(X) est un isomorphisme, ce qui implique
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par 1.4.6 que d(X) est contractile. Cela s’applique en particulier lorsque
X est lisse et connexe.

2.1.5. Si f : X’ ~ X est un morphisme entre deux courbes sur k, ce-
lui ci se prolonge en un morphisme 1: X’ -~ X (de manière non unique
en général). Ceci nous permet de considérer f comme un foncteur et de
définir un morphisme de diagrammes D( f ): D(X’ ) 2013&#x3E;D(Z), qui dépend
du choix due 1 Celui ci induit un morphisme 4( f ): 4(X’ ) - 4(lX~ qui est
indépendant par 1.6.4, à homotopie prés, du choix de f.

2.1.6. Si f : X’ ~ X est quasi-fini (au dessus du lieu multibranche de
X) sur k, par exemple si f est étale, alors f est unique et D( f ) et ne

dépendent donc que de f.

2.1.7. Remarquons par exemple que l’application 4(n): I(Î) ~ J(X)
est bijective en degré 0.

2.2. Homologie d’une courbe.

2.2.1. PROPOSITION. Soit X une courbe sur k. Alors, pour tout
q, est un groupe abélien libre de rang nul si

q&#x3E; 1.

Si L est le noyeau du morphisme de complexes E9 
xeX

- 24(n. , on voit facilement que d: i est un isomorphisme si q
est pair et nulle si q est impair. Puisque par 1.4.6, -’(x» est con-
tractile pour tout x E X, on voit que Hl (X) est libre et que Hq (X) est nul
si q &#x3E; 1. La fmitude résulte du fait qu’il y à un nombre fini de points gé-
nériques et de points multibranches (voir aussi 2.2.3). Enfin, Ho (X) est
libre par 1.6.8.

2.2.2. COROLLAIRE. Si G est un groupe abélien, alors

En effet, il résulte de 2.2.1 que les suites spectrales associées à J(X)
et G en 1.6.7 dégénèrent.

2.2.3. Considérons le complexe C(X ) défini comme suit: C(X)o est le
groupe libre sur l’ensemble des points génériques de X et pour q &#x3E; 0,
C(X)q est le quotient du groupe libre sur les [yo , ... , yq ], avec yo , ... , yq
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distincts au dessus du même point multibranche x de X, par les rela-
YC7(q)] = ( -1)C7 Cyo , ... , 2/q ]. On pose d[yo , = io - ii si

yo et Yi e î i et d[yo , ... , ... , si q &#x3E; 1. Il est
facile de voir que l’on a un morphisme surjectif de complexes 
- C(X) et que celui ci est un quasi-isomorphisme. On peut donc utiliser
C(X) pour calculer l’homologie de X

2.3. LocaLisation étale.

2.3.1. Si X est une courbe et f : X’ ~X étale, alors X xxX’ est la
normalisation de X’ . En particulier, si x’ est un point fermé de X’ et
f ( x ’ ) = x, alors l’application 7r’-I(X’)~7r-I(X) est bijective.

2.3.2. PROPOSITION. Si X est une courbe sur k et f : X’ -X suijec-
tif étale, alors la suite D(X’ x xX ’ ) D(X’) - D(X) est exacte à droite.

Puisque lim est exact à droite, il suffit de montrer que la suite

4(D(X’ 1 xxX’» 4 J(D(X’ )  D(D(X)) est exacte à droite. Cela se véri-
fie degré par degré et composante par composante. La surjectivité de la
flèche de droite et la commutativité du diagramme sont immédiates.
Puisque par 2.3.1, X’ est la normalisation de X" := X’ xxX’ , il
suffit pour conclure, de remarquer que si YÍ et y2 sont tels que

l(YÍ) = f ( y2 ), il existe y " e X tel que pour i = 1, 2, on ait Pi (y") =

2.3.3. COROLLAIRE. Si X est une courbe sur k, G un groupe abé-
lien et q ;::: 0, on pose

Alors, le préfaisceau Xom (4, G)q est un faisceau pour la topologie
étale sur X.

Cela résulte de 2.2.2 et de l’exactitute à gauche du foncteur

Hom ( - , G ).

2.3.4. PROPOSITION. Si G est un groupe abélien, le complexe
Xom (d, G). est une résotution du faisceau constant G.

Puisque 3(X) est naturellement augmenté vers 0, la question est lo-
cale étale. On peut donc supposer que X est connexe avec un unique
point multibranehe x et que toutes les branches en x sont simples. L’as-
sertion résulte alors de 2.1.4.


