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TEST DE RANG ET PROCESSUS AUTOREGRESSIF D'ORDRE UN 

J-F. INGENBLEEK, Université Libre de Bruxelles. 

Résumé. Considérons une réalisation finie d'un processus aléatoire. On désire tester l'hy

pothèse nulle que le processus générateur est un bruit blanc par rapport à l'alternative 

que ce processus est autorégressif d'ordre un. Suivant une méthode analogue à celle qui est 

développée dans [ l], on construit une statistique de rang à puissance localement maximale. 

On développe une condition suffisante de normalité asymptotique sous l'hypothèse nulle. On 

montre que l'extension des scores de Wilcoxon, de Van der Waerden et médians définissent 

une statistique asymptotiquement normale. 

0. RAPPELS ET INTRODUCTION. 

0.1. Rappel 

Soient XN-, X , ..., X N variables aléatoires telles que 

XNi " A'CNi + eNi * i = 1'2' ••' N • 

où A est un paramètre inconnu, les C . (i * 1,2,... N) N constantes données et les e^. 

(i * 1,2, ... N) N variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant 

une fonction de répartition F(x) connue, de densité f(x). 

Sous certaines conditions générales concernant FCx) [ 1 ] , on peut montrer que la statis

tique de rang localement la plus puissante pour tester l'hypothèse nulle H : A ~ 0 par 

rapport à l'alternative H : A > 0 est donnée par 
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SN " ±lx CNi aN CRNi' F ) 

où R^, RN2, ..., RNN sont les rangs des variables X y ..., XNN et les a (i,f) (i=l,2,...N) 

N constantes, appelées scores, données par 

aN(i.fl = N (~-}l /
1 - f ' t F " l t u n u i _ 1 Cl-u)""1 du . où F-1(xJ - inf {tiFttlïx} 

N i-l 'o f ( F - l ( u n 

Notons ZW(... la i valeur ordonnée parmi N variables indépendantes et équidistribuées sui

vant la fonction de répartition F(x). Les scores a (i.f) s'écrivent encore : 

a (i.fl »|E[ îtîiL-] 

où l'espérance est prise dans la distribution de z N f i l • 

Rappelons que, dans le cas particulier où CN = 0 pour i $ N. et C^ = 1 pour i > Nj, on 

retrouve notamment la statistique de Wilcoxon, Van der Waerden et de la médiane en prenant 

pour F(x), les fonctions de répartition des variables logistique, normale et double expo

nentielle. 

0.2. Introduction. 

Considérons à présent le processus autorégressif d'ordre 1 défini par 

XNi * A"XNi-l + eNi ' i = 2' 3 - •'"' N 

où A est un paramètre inconnu, les ew (i = 2,3, •••, N) N-l variables aléatoires indé

pendantes et identiquement distribuées suivant une fonction de répartition FCx] connue 

( —=• » -r- « f'Cx)), et XN_ une variable aléatoire indépendante des e*.. , distribuée sui-
dx d F f ., 

vant une fonction de répartition FCxjA) C X ; • f(xjA)) dépendant de A. On suppose 

également que la condition FCxjO) = FCx) est satisfaite. 

On désire tester l'hypothèse nulle H- : A = 0 par rapport à l'alternative H : A > 0 

CA < 0 ou A ^ 0) à l'aide d'une statistique de rang Sf = g., ÉR^., •-•# RNpJ # où g^ est 

unB certaine fonction mesurable à déterminer. 

1. STATISTIQUE DE RANG LOCALEMENT LA PLUS PUISSANTE. 

1.1. On remarque que, sous l'hypothèse nulle H , chaque configuration de rang (R , 

R _, ..., R N) porte la même probabilité de 1/N! . Il n'en est pas ainsi sous l'hypothèse 

alternative. Aussi pour tester l'hypothèse nulle H : A = C par rapport à l'alternative 
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H' : A * 6 [hypothèse alternative simple), un test de rang au niveau a et à puissance ma

ximum aura-t-il pour zone critique les ot.N! configurations de rang CR*.,, •••• R»,*,) les 

plus probables sous H' • 

Supposons à présent que l'on puisse écrire, au voisinage de A = 0 , 

PCRN1 " rNl RNN = rNN,A] " PACrNl W " 

ÏÏT+ A' V A ' A - O
 + *A3 ' 

Pour un 6 suffisamment petit, les configurations de rang les plus probables sont donc celles 

pour lesquelles le terme du premier ordre 

S<RN1 W ' 3A PACfW — V A-0 6St l* plUS *"»*• 

g».CR.., • R*.o# •••# R»,MI fournit une statistique de rang à puissance localement maximum pour 
IM NI NZ NN 

l'alternative H : A > 0 . Si les densités f (x., s) et f(x) vérifient des conditions de déri

vation sous le signe, on obtient 
n-1 

3 A f f C x i * A ] n f l x i " A x i - i ) d x i - - - d x
n 

en, 
N 

(RMI RM«Ï " SM - a [RM1J - S V W T RRH > ' 
i=2 

V * N 1 ' * ' " "NN' " "N " ° " 'NI ' ."„ " N ^ N i - 1 ' "Ni 

ou 
n i 9 A f î Z M f 4 T 0 î 

« i X , I i ï - E ^ Stii2 
N f (Z ) 

i - 1 , 2 , . . . , N 

r. <i ,P r 7 t Z N(JJ ) i V 1 ^ 1 =!E[ ZN(1J . — - 1 
l i C N C j J J 

i - 1 , 2 , . . . N 

j - 1 . 2 , . . . N 

i * J 

Z f c i , ,* , • . . . 2,,,,,,. étant les N variables a u x i l i a i r e s déf in ies en 0 . 1 . 
NC1) NCN) 

2. DISTRIBUTION EXACTE SOUS H . 
o 

2.1. Soient des constantes arbitraires a^ J(i) , (i = 1,2, ... N) et aNCi,j) (i / j * 

1.2, ... N). Elles définissent une statistique du type 1.2. Celle-ci ne sera localement 

la plus puissante si les scores a^ Ci) et a Ci.j) vérifient les conditions imposées 

en 1.2. Signalons quelques propriétés de S pour des scores arbitraires. 

2.2. Il est clair que la distribution de S., sous H est indépendante de la forme analy-
N O 

tique de FCx), puisque chaque configuration de rang ÉR^* •••• R ^ porte la même pro

babilité de 1/NI . 
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On peut aisément déterminer les moments de S • On a, par exemple.

ïï +ïï
N N

1=1

Dans le cas particulier où

Z a ti.J)

J-l
= ± Z

i-
V i. j = 1,2, ... N

D2S. o 2
r i 1 + N o2

a(l) a

si

2.3. La distribution de S peut s'obtenir par énumération des NI configurations de rang.

Pour N grand, cette énumération devient laborieuse. Il est nécessaire de connaître la dis-

tribution asymptotique de S sous H .

3. DISTRIBUTION ASYMPTQTIÇUE SOUS H •
o

3.1. Posons

* RNNJ

SN-
(1)

aN(RNN' RN1] '

S ' i l existe des constantesc
n
 e t

S1 - c
»2» • • • ) t e l que converge en loi, vers une

distribution NCO,1] alors S sera asymptotiquement normale (c ,b } pour autant que
n n n

N13

a( ( W

Dans les paragraphes qui suivent nous allons supooser qun CRG deux conditions sont satis-

faites; nous étudions donc la normalité asymptatique do <%',. Pour sllpger l'écriture, nous

noterons de la même manière S! et S .
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3.2. A toute configuration de rang CR*.., • ••, R ^ » o n Peut associer une permutation o de 

l'ensemble Cl,2, ... n) en posant 

aCi) = RNi i « 1,2, ... N 

Définissons la permutation s par 

sCi) - i+1 , i - 1,2. ... N-l 

l 
sCN) » 1 

On peut alors trivialement voir que 

N _! 
lemme 1. S * r aN^i# °"s,a ^i) ) » o u a**^ a R|\H 

i»l 

Désignons par j l'ensemble des permutations de (1,2,... n). Soit R la relation d'équivalence: 

£ -1 -1 
o R T ssi O S O » T S T . 

Désignons par a les éléments de £_. , quotient de J par R . 

lemme 2. S est distribuée comme la variable aléatoire Z arj^i- a ^ i ^ * o u a e s t u n e per

mutation aléatoire dB distribution uniforme sur 2) . 

Ce dernier lemme permet de rattacher l'étude de la statistique S à celle des statistiques bi-

linéaires de rang. Rappelons qu'une statistique bilinéaire de rang se définit de la manière sui-
2 

vante : soient d (i,j) Ci = 1,2, ... N, j = 1,2, ... N) N coefficients et a une permuta
tion aléatoire de distribution uniforme sur & ; alors la variable aléatoire 

N N 

TN » Z d Ci, o(i)) est appelée statistique bilinéaire de rang. 
i=*l 

W, Hoeffding et M. Motoo C[ 2] , [3]) ont étudié séparément la normalité asymptotique de T . 

M. Motoo, en s'appuyant sur un théorème central limite pour des variables non indépendantes 

a trouvé une condition suffisante de normalité asymptotique plus générale que celle de 

W. Hoeffding qui lui, étudie la convergence des moments de T . 

Avant d'examiner la normalité asymptotique de S , signalons le lemme suivant, dont la véri

fication est immédiate : 

n n 
lemme 3. Soient aN(l,.) - Z a Ci.j) , a C.,j)= Z a Ci.j) et 

j-1 w i=l 

*i *j 

aNC.,i) + CN-l)a Ci..) a^Cj,.) + (N-l]a (..J) 
a'Ci.j) - a Ci,j) 
N w NCN-2) NCN-2) 

Si iM = 0 alors a'Ci,.) = a'C.,j)
 a 0 i,j * 1,2, ... N, de plus les statistiques basées 

N N "J 

sur les scores a Ci,j) et a'Ci,J) sont égales . 

3.3. Il est alors aisé de montrer que 
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Proposition. Soient a^Ci,j) les scores déduits de a^Ci.j) conformément au lemme 3, (avec 

aN " 0 ] max a*2U.J) 

S i l i m " a^n * n " • 0 (condition dite de Hoeffding), S est asymptotique-

ïï Z Z aN 2 ( i' J } 
n i»l j/i n 

ment normale (0, D (S )). 
n 

Esquissons la démonstration. On définit à partir des scores a'Ci,j) une statistique bi

linéaire T^ en posant 

d
w(i'J> « < 

raNCi,j) i / j 

i » J 

TN est définie sur 4^ et S^ sur -Oj cependant TN et SN possèdent asymptotiquement les 

mêmes moments. La condition de Hoeffding assurant la normalité de T , on en déduit celle 

d 6 S N ' 

4. QUELQUES CAS OU LA PROPOSITION EST VERIFIEE. 

4.1. Les scores optimaux vérifient-ils la condition de Hoeffding ? Dans le paragraphe 

qui suit nous considérons Cpar analogie avec [ 1] ) la classe des scores a Ci,j) vérifiant 

les trois conditions suivantes : 

(lï S N - N T N = Ï T J X J L
 aNC1'J) -° • 

(ii) aNCi,j) »
 E f (Z|\j(i)* ZNCj)3 o ù ZN(i) e s t l a v a r i a b l e auxiliaire définie 

précédemment, mais correspondant à une variable uniforme sur [0,1], et 

où ifCx.y) est une fonction réelle définie sur [0,1] x [0,1] t de carré 

sommable. 

Ciii) 0 < /*'/* tp2(x,y) dx dy ( = E <p2) < * . 

Si FCx) est strictement croissante, les scores optimaux vérifient la condition Cii) en 

prenant -1 

fCx.y) - F^Cx) Ï1£-JX1± 
^CF^Cy» 

Par extension du théorème a V.1 .4 de [ 1] on a 

n n 

Propriété : lim - ± _ z Z a2 ( i , j ) « IE cp2 

N-*» nu* X J i a s l J ^ i 1N 

On peut également montrer sans d i f f i c u l t é que 
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Propriété Î lim
K

2 2
I a* (i,j) - c > 0

Pour la classe de scores considérée, la condition de Hoeffding prend ainsi la forme plus

simple :

max aJ^d.JÏ

N

4i2* L e m m 8 ^ : Soient ZNfJNn et ZNfl* les variables auxiliaires définies en 0.1 avec une

fonction de répartition F(x) admettant des moments par rapport à l'origine jusqu'à

l'ordre Kj alors

llm LÎ f i
Proposition : Soient a ( i , j ) des scores appartenant à la classe considérée, et optimaux
~ ~ N f'Cx)
pour une certaine fonction de répartition F(x). Alors, si ' L est bornée, les a (i,j)

vérifient la condition de Hoeffding.

Démonstration : II est facile de voir que l'on a

Par ailleurs, si |a.,(i,j)| est bornée pour tout l,j par B , alors |a'(i,j)| est bornée

par 7 B . Il suffit ensuite d'appliquer le lemme 4.2.

Il découle de cette propriété que les scores optimaux correspondent à une distribution

logistique (extension des scores de Wilcoxon) et double exponentielle (extension des

scores médians) vérifient la condition de Hoeffding.

4.3. Propriétét Les scores optimaux correspondant à une distribution normale (extension

des scores de Van der Waerden) vérifient la condition de Hoeffding.

Démonstration : Les scores normaux s'écrivent

' ZN(j)

où ZNf., est la variable auxiliaire définie en 0.1 avec une fonction de répartition nor-

male. Le théorème découle alors du lemme 4.2 en remarquant que, d'une manière générale.
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