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QUELQUES ASPECTS DE L'ANALYSE SPECTRALE DE PROCESSUS STOCHASTIQUES NON STATIONNAIRES 

F. DROESBEKE 

Institut de Statistique de l'Université 
Libre de Bruxelles 

Campus de la Plaine - C.P. 210 
Boulevard du Triomphe, B-1050 Bruxelles 

RESUME 

L'analyse spectrale des séries chronologiques non stationnaires a donné lieu à un certain nombre 

de développements intéressants. Certains ont retenu notre attention : ceux concernant les pro

cessus oscillatoires [11] et les processus purement indéterminables ([3] et [10]). Leur présen

tation et quelques aspects de leur analyse statistique constituent la matière de cet article (1). 

SUMMARY 

The spectral analysis of non stationary time séries has generated some interesting works. 

Some of thèse hâve been considered by the author; they concern oscillatory processes [11] and 

purely non determinable processes ([3] and [10]). The présentation and study of statistical 

analysis of thèse processes constitute the matter of this paper (1). 

(1) Ce texte constitue le support de l'exposé oral présenté dans le cadre des journées de 

l'A.S.U. (Nice, mai 1977). 



32 

1 - INTRODUCTION 

En parcourant la littérature consacrée à l'analyse des séries chronologiques en tant que réalisa

tion d'un processus stochastique, on constate depuis la dernière décade un souci de s'extraire du 

cadre restreint considéré jusqu'alors dans lequel le processus générateur était supposé station-

naire (au sens large) (1). Cette hypothèse simplificatrice était justifiée par la volonté de 

donner un sens aux problèmes d'analyse statistique posés, bien qu'elle soit dans une certaine 

mesure en contradiction avec la réalité. Dans le but de permettre une meilleure compréhension 

des paragraphes suivants, nous rappelerons quelques éléments fondamentaux d'analyse spectrale 

envisagée dans ce cas. 

2 - ANALYSE SPECTRALE DE PROCESSUS STATIONNAIRES (AU SENS LARGE) 

Soit une série chronologique wiLvaJiAÂe. {x., x2, ..., x } considérée comme réalisation d'un pro

cessus stochastique (X(t) ,- » < t < ») ou (X , t € Z}, selon qu'on envisage un processus générateur 

continu ou discret. Nous ne prendrons en considération dans la suite que ce dernier cas, celui-

ci apparaissant plus adapté à l'étude des phénomènes économiques et sociaux (2). L'hypothèse de 

à£a£Â.ovv/UXAJJ& au éznA ùvtge. implique que les moments des premier et second ordres du processus 

générateur sont invariants par translation dans le temps : 

E [Xt] - u , E[(Xt - y) (Xt+k -|i)] = r k t,k ez 

où u est la moyenne, et y. Z'airfocovcVLcancz d1 QhxlJie. k de {Xfc}. On peut montrer (cf. par exemple 

[8]) que pour tout processus stationnaire, Yk admet une KZpK&b&nÙJUbLon AptCÙtCLld de la forme : 

r Yk - | e i u k d F (a)) k S Z 

où F (w), ZXL fonction de. dUA&u.bution spectrale du processus générateur, est réelle, non décrois

sante et bornée. Si celle-ci est absolument continue et que l'on note d F(u>) * f (w) du, il vient 

Yk 

n 

-n 
e i w k f(u) du k e z 

où f (u>) est appelée la fonction de* den&<Lt& ApexitStaZe. du processus générateur. Par transformée de 

Fourier inverse, on obtient : 

(1) Nous mettons évidemment à part les travaux fondamentaux de Karhunen [9], Cramer [2], Wold,... 

(2) Nous pouvons dès lors représenter le processus générateur par {X }. 
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t M = 2 T s Yk e"
iwk - n < u, < n 

Par ailleurs, le processus générateur, lui aussi, admet une représentation spectrale de la forme 

<< • i: e 1 W t d 2(co) t S Z 

où {2(o))} est un processus complexe à accroissements non corrëlës, tel que 

i 

E [d SOoj) d Z* (w2)] » • 
0 Wj ^ w 2 

d F(w) Wj • a>2 » a) 

L'estimation de la fonction de densité spectrale et son analyse statistique sont des problèmes deve

nus "classiques", sur lesquels nous ne reviendrons pas dans cet article (cf. par exemple [1], 

[7] et [8]). 

L'approche envisagée ci-dessus a été étendue I l'étude de séries chronologiques bÛMXAÂAeA et 

mjJLXÂMOJUzeA. Ainsi dans le cas d'un processus stationnaire bivarié {Xfc} « f(Xjt, X 2 t) } 9 0 ) 

outre la stationnaritë de chaque composante, on impose que les COvasUxinceA CAOÂAzeA soient in

variantes par translation dans le temps : 

Cov ( X u > X 2 > t + k) = Y 1 2(W, Cov (X2t, X 1 > t + k ) - Y 2 1(k), t,k € Z 

Sous ces hypothèses de stationnaritë, on peut montrer (cf. par exemple [8]) que (2) : 

Y12(k) - j * e i a , k dFJ2(aO k € Z 

où F12(w) est une rfowctûm de. du&UbuJtion àpivÙiaZz QAolbtl associée au processus générateur. 

Si F12(w) est absolument continue et est telle que d F12(u>) = f 1 2 ^
 daï» fl2 ( a ) ) é t a n t appelée 

fonction de. dejtàiZl &pzeJÙuxJLl CAOÀA&e., on peut estimer les parties réelle et imaginaire de cette 

dernière fonction selon des expressions semblables à celles obtenues dans le cas univarié 

(cf. par exemple [1], [7] et [8]). D'autre part, en plus des décompositions spectrales de 

chaque composante de {X } : 

(1) où (.)T représente le vecteur transposé de (.). 

(2) Comme Y?i(k) = Y12(~
k)> nous avons une représentation analogue pour Y 2 ] 0 0 (

k e Z) 
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-. • i: l(0t X,. - I e d Zj(u) 

e d 22(OJ) 

t ez 

t ez 

On peut montrer que 

E [d 21 (oij) d z2 (w2)] 

l d F,2(») 

wl ** w2 

0)- « (0„ * U) 

L'étude des concepts spectraux croisés permet d'introduire des mesures de dépendance dans le do

maine fréquentiel, telle la cohérence K 2 (w) définie par 

K12 (U) 
l*I2(«)| 

fj(o>) f2(a)) 
- n < u < n 

où f.(u) et f2(oi) sont les fonctions de densité spectrale associées à chaque composante de {Xfc}. 

L'estimation de cette fonction, son analyse statistique et l'étude d'autres concepts spectraux 

associés (phase, ...) font partie des ouvrages de base de l'analyse des séries chronologiques 

(cf. par exemple [1] et [8]). 

3 - CONCEPTS SPECTRAUX ASSOCIES A DES PROCESSUS NON STATIONNAIRES 

L'extension des concepts spectraux présentés ci-dessus s'est opérée dans des voies diverses. 

Nous retiendrons deux d'entre elles qui nous semblent intéressantes pour divers motifs : 

a) PRIESTLEY [11] a introduit en 1965 une classe de processus non stationnaires dénommé p*0C£6-

4>uA 04>cWLatoJjuiS>. Leur extension au cas de p*oc&64oA ïïvJLtbjaAÂÂ* a été considérée par 

DROESBEKE [5] en 1972 et PRIESTLEY et TONG [12] en 1973. 

b) MELARD [10], en 1975, émettant certaines critiques vis-à-vis de l'approche mentionnée ci-des

sus, s'est attaché à l'étude de ptuoceA&uA uyuvcuU&b punemewt ind&teAmiywibleA à p<vuxmlthz 

dÂACAzt. L'extension de cette étude au cas xmJUUboGJuÂ a été entreprise par DE SCHUTTER-

HERTELEER [3] en 1976. 
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3.1 - Cas univarié 

Ces deux extensions conduisent toutes deux à l'étude de processus stochastiques admettant une re

présentation spectrale du type (cf. par exemple [6]) : 

Xt 
n 
A(u>,t) elaït d Z(o>) t e l (3.1) 

où {2((D)} est un processus à accroissements non corrélés. 

La fonction A(u>,t), caractérisant la non stationnaritë du processus générateur, est notamment 

choisie par PRIESTLEY comme ayant une transformée de Fourier dc/6(ui,X) telle que |dj€(u,X)| 

ait un maximum absolu en X • 0. Cette fonction, non univoquement déterminée, permet d'introduire 

une fonction de densité spectrale f(ai,t) (cf. par exemple [6] et [11]). Au contraire, la se

conde approche permet une décomposition unique. Si H(A,*y , P) désigne l'espace de Hilbert des 

variables aléatoires du second ordre à valeurs complexes, définies sur (A,3", P), on note : 

L2 (X ) : le sous-espace de H (A,3s P) sous-tendu par {X }. 

toL
2 (X,t) : le sous-espace de L2 (X ) sous-tendu par {X , u < t}. 

Si n L2 (X,t) - 0, {Xfc} est purement indéterminable. 

Dans ce cas (cf. [10]), on a, en notant (1) n - X - X ,, X « constituant la meilleure prévi

sion linéaire au sens des moindres carrés de X en fonction des variables appartenant à 

{X , u < t-1} : 
u' 

xt= 2 gtu nu teZ. 

Cette décomposition unique est due à CRAMER [2], Si a2 « var (n ), u * t,t-l tout processus 

purement indéterminable admet une décomposition du type (3.1) unique (cf. par exemple [10]), où 

ao 

A(a),t) » — s v . e"la)^ - n < a > < n , t e X 
/2Ïf t»0 J 

avec 

\j = « t . t - j V j ( j - ° - »• 2> •••>• 

Dans la première approche, la fonction de densité spectrale (2) est proportionnelle à 

|A(oi,t)|2. Dans la seconde, cette fonction vaut |A(w,t)|2. 

(1) nt est appelée innovation. 

(2) que nous supposerons exister. 
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3.2 - Cas bivarié 

Si on envisage le cas d'un processus bivarié, l'extension des notions présentées ci-dessous con

duit à la définition d'une mauu.ce. de. dznàZti hpe.QÀA&JLe.. Celle-ci repose sur la décomposition du 

processus {Xfc} - { ( X U J X2t)
T> : 

f n tt - A(o), 
J-ÏI 

t) e i u t B(d») ' e *-

où {2(o))} est un processus a accroissements non corrélés bivariés tel que E [2(w) 2*(u»)] est une 

matrice diagonale. Ainsi, dans le cas d'un processus bivarié purement indéterminable (cf. par 

exemple [3]), la matrice de densité spectrale est définie par : 

f(«,t) - |A(a),t)|2 . - n < w < n , te Z 

Il est à noter que l'étude de ces processus ne peut s'effectuer valablement que si la matrice de 

variance-covariance des innovations est supposée de rang maximum égal à 2 (cf. par exemple [4 ]). 

A partir de cette définition, on peut envisager l'introduction de concepts spectraux tels la co

hérence, la phase, ... Une extension très intéressante de la cohérence au cas non stationnaire a 

été introduite par DE SCHUTTER-HERTELEER [3]. Soit B = [a>, w + du]. 

La contribution, en l'instant t, de B à la jème composante de X (j • 1,2) est fournie par : 

X.fc (B) - J e i w t S A j m (u),t) d 2m(o)) j - 1,2 ; t <E Z 

Cette expression est telle que : 

Cov fx. (B), JL (B)l - J e
iw(s"t) 2 A. (eu, s) C ^ ' ^ dw j,k « 1,2 ; s, t S ] 

L Js KC J B m=»l J 

En considérant la matrice 

f (u; s,t) - e ^ ^ - t ) A(u),s) A*(w,t) - n < « < ÏÏ; s, t e Z (3.2) 

on peut définir une cohëAence, b£-<ùu>tan£an&£ K.,(w; s,t) telle que : 

http://mauu.ce
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|f-k(w, s, t)| 
K? k (u; s,t) = -^ j.k - 1 ,2 ; s, t €=21; - n < a) < n 

f . - ^ f ^ t ) 

Si on pose s - t, cette notion conduit à celle de coktAenc.iL ûtetontanU considérée dans [5] et 

[12]. L'extension de ces notions au cas d'un processus multivarié d'ordre p(p > 3) est envisa

gée dans [3] et [5]. 

A - ESTIMATION DES CONCEPTS SPECTRAUX NON STATIONNAIRES ET PROPRIETES 

L'estimation des concepts spectraux considérés selon l'une des deux approches mentionnées ci-

dessus peut être développée en recourant a la méthode de démodulation complexe (cf. [4], [6] et 

[10]), qui peut être schématisée comme suit : 

{xt} 
Multiplication 

- iw t 
par e o 

Filtre "passe-
bas" L 

{xt («o)> 

u est une fréquence choisie a priori. De façon explicite, si {X(.} est engendré par un pro

cessus p-varie : 

— . v « "iw (t-u) 
x. (u ) • S g- x. . e o 

1,2, (4.1) 

où {g. , u € U.} est l'ensemble des coefficients définissant le filtre passe-bas L et 

{0} CU. C l - {1, 2, .... n}. Si f((o;s,t) est la matrice spectrale introduite en (3.2), 1 

mateur de f.t(«,t) - j,k - 1, 2 p - basé sur la série des démodules complexes est fourni 

par la relation : 

*esti-

fjk(«;..t> = S wq *jfS+q(»0> \, t +q
( wo (<o (4.2) 

q e Q 

où {0} C Q C T et {w <£ Q} est un ensemble de coefficients de pondération non négatifs dont U 

somme vaut 1. Notons qu'il est nécessaire de multiplier f.k(o>,s,t) par un coefficient constant 

de normalisation (cf. [3]). 

Jkv 

En remplaçant dans l'expression (4.1) chaque composante du processus générateur par sa represen-

tation spectrale, on constate que 

http://coktAenc.iL
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[fjk (*;s,t)] 
P 

qGQ m*l 
G. (9-0)) C^(e-a))Ajin (6,s+q)A*mk(e,t+q) e

1 ^ ^ (s"°de + E 

-n 

ou ÛG.(8) • S g. e u (j - 1,2, ...,p). Si le caractère de non stationnaritë n'est pas trop 

uQJ. *ju 

marqué, on peut montrer que E est "négligeable" (cf. [3] et [5]). Dans ce but, on introduit des 

hypothèses limitant cette non stationnaritë (cf. [5]) : 

a) Processus oscillatoires : Il existe un nombre e positif arbitrairement petit tel que 

L «ju V w «t+u) - V M , t ) 3L 8JU < e 

UEU. J J USU. J ' 
J J 

j,k - 1, 2, ..., p 

b) El2£Ë§§^iS_EîiïË5êSt-.îîi4â£ËE5Îîi§klËS 

|A. , (o),t+u) - A., (u>,t) | < | u | B., (o>) 
Jk jk jk 

j , k = 1, 2 , . , . , p 

où {B., (w)} est un ensemble de fonctions bornées sur (-ÎÏ, II). 
J K 

Dans ces conditions, f..(u;s,t) est un estimateur approximativement non biaisé d'une moyenne dans 

les domaines fréquentiel et temporel de f .k(w;s,t) : 

E [fjk(u>;s,t)]» J 0^(6 - u>) G£(6 - ui) 2 f., (u>;s+q,t+q) d6 
q e q Jk 

On peut mesurer ainsi l'influence des filtres utilisés au cours de la procédure d'estimation sur 

les propriétés de 1' estimateur obtenu. 

Il est également possible d'obtenir une valeur approchée de la variance des parties réelle et 

imaginaire de f. (w,t,s) ainsi que les covariances entre ces estimateurs pour des fréquences et 

des instants distincts (cf. [4], [5] et [6]). L'obtention de ces résultats, qu'il serait trop 

long de présenter ici, nécessite deux remarques : 

a) ils reposent sur des hypothèses complémentaires concernant à nouveau le cas de non stationnari

të du processus générateur; c'est ainsi qu'on demandera à la matrice A (w,t) d'être "peu va

riable" dans le domaine de lissage considéré; 

b) deux estimateurs f., (w,t) et f., (w*, t ' ) ( ̂  sont approximativement non corrélés quand 

(1) Nous avons posé ici s = t 
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|u + u'I et |t - t'| sont relativement grands. 

Notons enfin qu'il est possible d'utiliser les estimateurs présentés ci-dessus pour obtenir 

ceux relatifs à d'autres fonctions spectrales (cohérence, ...) et, d'autre part, de détermi

ner les distributions échantillonnées de certains de ces estimateurs, en supposant que le 

processus générateur est gaussien (cf. [6]). 

5 - REMARQUES ET CONCLUSIONS 

Plusieurs remarques doivent être formulées : 

a) le mérite des approches considérées ici est évident : elle permettent de se rendre compte de 

la façon (parfois délicate) de s'extraire de l'hypothèse de stationnaritë et soulignent le 

type de difficultés rencontrées; 

b) la non stationnaritë du processus générateur a une influence sur le choix des filtres utili

sés dans la procédure d'estimation; en particulier le processus devra être d'autant plus 

stationnaire que la série observée sera courte; 

c) il est â noter que les voies suivies permettent de retrouver les "résultats classiques" si 

le processus générateur est stationnaire. 

De ces quelques remarques découlent l'enthousiasme et la déception : le premier pour avoir 

"quitté le tyran stationnaire", la seconde pour avoir été tenu de faire le voyage en tirant 

derrière soi des hypothèses qui modèrent cet enthousiasme. 
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