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SUR L'ESTIMATION DANS LES SYSTEMES INTERDEPENDANTS NON LINEAIRES

par Jean-Pierre MARCIANO

Directeur de 1'Atelier de Prévision

Faculté d'Economie Appliquée d'Aix- Marseille

De nombreux articles récents ont &tudié l'estimation des paramétres d'un mo-
déle, sous forme de systéme interdépendant linéaire, type de mod&le noté ici par la suite
MLI ; le présent papier veut &tendre ce travail dans le cas plus général de systd@mes quel-
conques, lindaires ou non linéaires, notés MGI'

Au deld d'une nécessaire synth@se sur les estimateurs existants, l'auteur
gtudie leurs propriétés asymptotiques et les expérimente car certains résultats théoriques
actuels sont palheureusement impraticables. Quand on plaide 1'incompatibilité entre vérité
et utilité, la mathématisation n'est plys un détour nécessaire du concret 2 1'abstrait et
le retour au concret est ainsi oublié ; ici au contraire les estimateurs obtenus sont expé-
rimentés.

Un estimateur du maximum de vraisemblance (ﬁV) sera défini en 2 , &tudié,
par une méthode numerique originale, appliqué 2 un exemple ; il apparaitra en 3 que dans
la classe des estimateurs 3 distance minimale, asymptotiquement, l'estimateur des doubles
moindres carrés est moins efficace que MV 2 information limitée de méme que celui des tri-
ples moindres carrés par rapport & W oa pleine information (noté aussi ﬁV?I), mais sans le
respect de l'hypoth&se de normalité ies estimateurs v ne sont plus coanvergents contraire—
ment au cas linéaire. Enfin, l'auteur proposera em 4 un estimateur qui sous certaijnes com-

ditions sera i la fois convergent et efficace asymptotiquement.

| - LE MODELE

e s s s - - - . .18
On définit ici un modéle MGI par un syst2me de K &quations avec la i me
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B § X

K’ Xes 6

sous la rorme : ¥ i Y. = g, (Yl’ e

1 i 9D) * Ui

Yi-l’ Yi.+l’ | - L

Chaque variable expliquée, dans chaque &quation, est fonction d'une rart de
variables expliquées dans d'autres &quations les endogénes, et d'autre part, de S variables
exogénes, explicatives prédéterminées.

iéme

Chaque i équation peut s'dcrire sous forme implicite, fi(Y’ X, 8) = Ui

avec 1 =1, 2, ... K

Pour l'estimation, on dispose d'un N - &chantillon pour (X, Y),

soit, ¥ = (Y1 cea YK) le vecteur des variables endogénes d&fini dans RK

soit, X = (X1 “e XS) celui des variables exogénes défini dans Rs

soig, 6 = (6l - SD) celui des paramétres inconnus 3 estimer

K+s .
mais on

Dans un mod&le non linéaire on n'a pas nécessairement § € R
. D - .
peut avoir 9 € R avec D > K + S . Pour chaque équation, on prendra 8 € RD quitte 3

supposer certaines composantes du vecteur 9 nulles.
Seit, enfin, U.1 la variable aléatoire appelée résidu avec ¥ i, E(Ui) = 0.
On a Var (Ui) = ci , paramétre inconnu,
Cov <Uin’ Uin') =0, ¥n, ¥n' #n pour des observations de rang n et n'

Soit § la matrice des covariances de la variable vectorielle U.

iéme iéme

Pour la n pobservation on a dans la i équation :

» s ¥ y

i-1,n> Ji+l,n* " Yx,n’

B (90 %, 8) = u;, = O sous forme implicite

Jans la mesure du possidle .- ..xriacles aleatcires sercnc ici notées en

majuseules 2t lewurs valeurs rwmérigues en minuscules.

On suppose en outre que les différentes fonctions fi continues ont par rapport
aux variables endogénes des dérivées partielles premidres et secondes avec un Jacobien non

nul.
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2 - L'ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE (noté )

2.} - définition dans un systdme non lindaire interdépendant (cas de pleine information)

a) préliminaire

Il s'agit aprés l'avoir d&fini de signaler les propri&tés asymptotiques sui-

vantes de l'estimateur iv, en se placant dans le MGI ; 11 s'agit ici du maximum de vraisem=-

blance 3 pleipe information ol l'on étudie en bloc tout le systéme.

- La preuve de la convergence et de la normalité asymptotique de ﬁv dépend

essentiellement de l'hypothése de normalité du terme ré&siduel (2 l'encontre du cas linéaire).

- g& est asymptotiquement plus efficace que l'estimateur non lin&aire des
triples moindres carrés (notés ici fﬁb). Cette propriété ne sera &tudié& qu'aprds présenta-

N\
tion de 1l'estimateur TMC.
b) premidre &tape : transformation de la fonction de vraisemblance

Si les u, sont normalement discribués, on peut construire une fonction de

vraisemblance pour un &chantillon donné de N observations des vecteurs X et Y.

Posons ; £ = (f

alors
n In 1 ’

-, .
s e fKn) et 6 (Bl, ... 8

D)'

KN
. - 5= 1=l N/2 I P
va(m T (2] n 3, exe (-3 £l @ £} ]
afi
avec J = |——| d'éléments notéds aussi Ji.
dy. ]
]
__ KN N -1 L ool
Alors, (1) log V = 57 log 2 1T + 5 log [Q [ + E(log Jn ) fn (4 En)

Pour rendre log V maximum, il faut annuler les dérivées par rapport aux &lé&-
ments aa du vecteur 6 ainsi que celles par rapport aux éléments de Q-l notés Eij (matri-

ce symétrique ).

d Log V. N 1
———=—s.. == I £, £. =0
3s.. 2 It 2 o IR

1]

Souvent, {} sera estimé par itérations avec une valeur initiale fixée.

£YQ = =5
i Bp £y =L Gy TE B =D s, NSy



(1) devient :

N

KN
Log V -Z—LogZTI+2

Log [Q_l| + % LogJ -
n

“1@

Soit, Log V = = KN [1 + Log 2 T} + ; Log Jﬂ-ll + I Log I,
2 n

Appelons la partie non counstante de cette somme L,

[l
[
(N34

Log [2°'] + I Log I,
n

La maximisation de la vraisemblance revient 3 la maximisation de L.

Nous définissons l'estimateur du maximum de vraisemblance comme une racine

de 2 O . Une estimation de { peut &tre obtenue, 3 6 fix&, grice 3 1l'annulation des

39
dérivées de L ; Q peut aussi &tre choisie arbitrairement au Jdé&part, unitaire par exemple,

puls révisée par ité@ratioms.
c) deuxiéme &tape : d8rivation de la vraisemblance pour 1l'optimisation :

Pour estimer 8, il faut donc aaximiser L avec,

L = N log |Q_1 + L log J_ = - N log |Q} + I log J
2 n 2 n
n n
9s. . aJ. .
2y 2L . g g X _ij [ ggpgy L Tijn
aek i 3 Sle aek ijn aJijn aek
Par différentiation,
2
ds of . of . 3 3
ij_ 1 £ ( in . + F Jn) et ijon _ in
n T
aek N o aek aek aek aek 3yj
(2) devient
2
Gy L ow-l g i, L Znyy Lgpppy, o lin
a aek 2 i 1} n g Im in aek ijan anaek ayj

@
—
. [e]
D
|
H
n
[<Y
o
o
W
[
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i
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ni
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@
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s Jt Js. e 3d. . jin



De méme, on obtient les dérivées secondes :

2. . _ ds. sy o el
(3,) =S (zrczs .lk-—l-snj-——l-zzslj-——i—}
L] aeb 2 1jkn aea aeb 1] aea aeb
IS ST N A _ azJi.l
SIIIZE T, L 1 NI $ > J.n--—--l—
ijknl 36a 89b ijl aea aeb
avee, 2., 1 2 ¢ 3% ¢, ? . .
e 3% s, L {a £ f e i, £y ¥ \ 3, afjl}
1
36, 38, N 1 230, 36, 36, 96, 38 _ 38 38, 20,
et, 2 3
@ 3714y _ 3” £,y
38,38, 36, 80, dy;

On montrera en 2.3 qu'une des racines de %% = 0 est convergente et que nqus

- 2 -1
A (8 - 8,) ~ 4O, - plin [% 2L |
38, 26, ,

ayons,

d) troisidme &étape : Maximisation de la Vraisemblance

Pour maximiser L on peut utiliser la méthode du Gradient et celle de
NEWTON-RAPHSON.

Les méthodes de gradient pour maximiser L(8) dépendent de l'ajustement d'un
paraboloide 3 una surface O = L(B) obtenue en considérant le développement de Taylor jusqu'ay

second ordre de 1la fonction de vraisemblance prise en un point 8° dans l'espace des parar

métres.
= 32 L
O=1L (8% +6% (Grad L) + £ £ (8, - 8) (B8,, = 82,)' (T——) (5)
o , Ok T % Yk k o

On choisit un vecteur V et une direction AV dans cet espace, alors,

3% L
2, 26, ,
(o]

L (8° + AV) =L (8°) #+ AV (Grad L) + 12 2z v vl

y ( ) (6)
2 k' 8K

La notation VT indique le transposé d'un vecteur V. Cette notation sera pré=-
férée auy prime quand il y aura risque de confusion.
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Posons L(B°) =L
o

(Grad L) =P
o

3 1L

PR .. F— €lément d'une matrice Q
€36k aekl)o

= Qkkl

alors, © = L° + awlp-Lla2yT QV €A

2

0 est maximum si, V? P -2 VT QV =0

Cette condition est suffisante si Q est définie positive, alors,

T
)\=+v:i‘_P__
Vi QV
(7) devient
’ T 2 1 T 2
L@ =0=1 +&LB_ _(F)
° Vi Qv 2 V' QuV
d'od
’ T, .2
AL=L—L =-l- (—V_P—).—.

° 2 VTQV

quantité positive si Q est définie positive.

Pour choisir V, on essaie de maximiser la partie du I° ordre de 8 pour une
longueur de V fixée définie par une matrice G dé&finie positive.
T . .
{ V', P 3 maximiser

l avec vt GV = kz

la résclution donne,

-1

T-kG P
(PT G-l P)1/2
2 2 .z 2 T -1 -1
s.ns perte de généralité, on peut poser k™ =P G P, alors, (8) V=G P et

@y a=r gl ey s 0% g6l

Le choix G = Q donne le gain maximum AL pour (Grad f) donné (méthode de
o

Newton) ; alors A = 1

En résumé de cette étape, on veut L maximum, on se donne une valeur initiale
de 9 : 90 ; (8) nous donne un vecteur (V) tandis que la deuxime &tape nous a permis d'avoir
le calcul des dérivées partielles de la vraisemblance. Le maximum de L est obtenu par la for-
mule itérative.

8 = 60 + V



57

Dans la pratique, on choisit généralement la valeur initiale eo comme une
des plus probables sybjectivement. Cette approche est voisine de 1'approche bay&sienne, oii
il existe une information 3 priori sur 9 mais qui prend alors la forme d'une distribution
de probabilité. Il existe de nombreuses méthodes dérivées de la méthode de Newton et dites de
Newton modifiées.

En suppesant L concave, nous proposons une méthode d'estimation de 8

(maximisation de L) plus originale et plus appropriée, appelée méthode du gradient conjugué.

. PR D N - .
Soit donné initialement 8(0) € R~ on pose o= L (e(o)) et w = r_ puis

pour n = 0, 1, ... définissons,

e(n+l) = e(n) Ty Yy
(o, t)
Dans le cas quadratique, on prendra y_ = —————————— 0 n'est autre
o " (n+1)
(L Voo wn)

que le point qui maximise L(8) sur la droite passant en G(n) et de direction v Dans le cas
non linéaire général My n'est plus donné par une formule mais est d&terminé par une méthode
d'approximation quelconque de 1l'optimum sur la directiom v méthode de dichotomie par exem—

ple, bien connue en analyse numérique. Puis on pose :

Toel = 7 L Oy
et, a1l T Tasl * An+l Y
" 2
ave A = - Cperr M) = llr“+l[|
- N THR T
n’ n n

9(n+1) est cherché 3 partir de e(n) dans une direction particuligre vy dite "de gradient

. - D . . .
conjugué". De fagon générale, M vecteurs (M < D) Vis see Yy € R  sont dits A-conjugués par
rapport 3 upe matrice symétrique définie positive A si :

0sii#]
(Av,, v.,) =
L £0sii=j

Dans RD, l1a méthode converge en moins de D ité&ratjoms. Il est toutefois
prudent de vérifier que W, ~est une bonne direction de maximisation, c'est 3 dire que
(wn, L' (e(n)) >0 ; sice n'est pas le cas, on prend e(n) comme nouveau point initial

avec w =7 L'(8

(n))'
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Apré&s un cycle de D directions conjuguées, ¢n peut prendre S(D) comme nouveau

point initial pour un nouveau cycle de gradients conjugués.

2.2 - application &conomique

Une illustration originale pour la France va &étre présente ici par 1l'auteur.

Soit une fonction de production de type Cobb Douglas, classique en &conomie,

3 rendement counstant,

a, X a
P = al 10 21 L K

od, P est le produit national brut

X, est le temps (X1 =0, ..., 13) 38 partir de 1'année 1959 jusqu'a 1972

L le travail exprimé par la population active intérieure occupée,

K est le stock de capital (évalué selon la méthode de Mairesse).

On peut, 3 partir de cette équation, en divisant de part et d'autre par L,
. . o . P . . -
exprimer le produit par téte de travailleur (f = Yl) conme une fonction du capital par téte,

(% = YZ) intensité capitalistique de la production sous la forme :

1- Qg

(10) Y, = &y 10 2

On peut estimer les paramdtres de 1l'é&quation (10) en introduisant une varia-
ble résiduelle multiplicative et en opérant sur l'é&quation une transformation logarithmique
qui la linéarise. On peut aussi introduire une variable résiduelle additive Ul suivant les hypo-
th8ses statistiques classiques décrites plus haut ; on a alors un modéle non linéaire. On
remarque, en outre, que le paramétre ) 3 estimer représente l'élasticité& partielle du racteur
travail, son degré de substituabilité& au capital. De nlus, 1les fonctions de Cobb-
Douglas font l'hypoth&se d'une substituabilité des facteurs ; cette hypothése s'exprimera
pat une deuxidme équation. interdfoe.dante ave~ .a cremi3re ; le capital dent dispose en moyen~—
ne pour la production chaque travailleur, Yz,est ainsi fonction du prix du facteur travail,
du taux de salaire réel xz, le pouvoir d'achat sera le rapport du taux de salaire au prix

3 la production d'ol la deuxidme équation,
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KLEIN, aux Etats Unis, avait déj2 estimé les paramétres d'un mod2le similaire
avec une série d'observations sur la premiére moitié au 20e si&cle. Ici la série des observa-
tions de 1l'auteur pour les deux pays va de 1959 2 1972. On peut dresser un tableau comparatif

. e~
de nps résultats pour la France et pour les U.S.A. obtenus &quation par &quatiom, par M.C.O.
puis globalement par .
. N\
Estimatiop MCO

Mod&le U.S.A. Idem France

e —————————

(1909~49 Klein) (59-72) (59-72)
le équacion & 0,975 1,544 1,079
a, 0,0081 0,0086 0,013
ay 1,102 0,319 0,420
2e 8quation a, 0,660 0,500 0,362
. A
Estimation MV
’—-—'—‘_—'—
o 0,638 2,420 0,914
(0,007) (0,037) (0,122)
oy 0,0074 0,011 0,0072
(0,0003) (0,0003) (0,0023)
G3 0,659 0,511 0,338
(0,002) (0,004) (0,073)

Les estimations de ¥V ont &té& obtenues par itérations successives avec pour
valeurs initiales celles de l'estimation par M.C.O.

On remarque sur la premigre période que l'estimation par M.C.0. (incorrecte
dans ce systdme ipterdépendant) donne des résultats incohérents sur aq (> 1) ; de plus,
l'estimation de a, est trés différente de la premidre 3 la deuxi&me équation, par contre
l'estimation par MV rectifie cette incohérence. Pour cette dernidre estimatiom, les é&carts

types estimés sont dans l'ensemble trds bons pour des coefficients estimés différents de ceux
obtenus par M.C.0., de pré&s de 100 Z parfois.

Dans yn autre domaine, les théories économiques récentes rendent les fonctions
de demande de biens durables interdépendantes aussi bien avec les demandes de loisirs qu'avec
les syst@mes exprimant le niveau de l'emploi. A revenu constant, les ménages peuvent préférer
substituer 2 une demande de biens durables, une demande de loisirs, surtout si le temps devient

un bien rare. Cette substituabilité (du méme type que celle entre capital et travail dans les
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fonctions de production) peut dépendre notamment du temps que le bien durable permet de
gagner, (machine 3 laver, ...) du niveau de 1l'emploi (une mére de famille au chdmage a moins

besoin d'un four programmable) et de la durée hebdomadaire de travail.

Un systéme de fonctions de demande de biems incluant la demande de loisirs
et la condition de substituabilité n'est généralement pas linéaire, au niveau des paramé-
tres 3 estimer. La théorie d'estimation des M_.. ne permettait pas jusqu'ici une estimation

GIL
~~
par MV d'un tel syst@me en présence d'é@chantillons de grande taille.

. -\ . - .
On va donc chercher dans le MGI un estimateur MV qui, sous certaines condi-

tions de régularit3, soit asymptotiquement,

- convergent,
- efficace,

- normal

”~\
2.3 - les propriétés asymptotiques de MV

I. 2n présence d'équations indépendantes (3yciéme M%N)
By

Malinvaud dans [ 91 les a étudiées pour aboutir aux théordmes | et 2 ci-

dessous par &largissement du probl&me suivant :

(Pl) : soit Y un vecteur al@atoire avec  matrice des covariances et,

E(Y) =% (2<G, variété lindaire).

Connaissant et G, ayant une observation y de Y, on veut estimer 2 ; le

probléme (Pl) peut s'élargir 3 cet autre probléme :

(Pz) idem, mais G est un ensemble quelconque ; ce probléme est plus général

mais ne se préte pas i une théorie générale.

On y définit néanmc.rs un estimateur 3 distance minimale 2 qui minimise,

.

.l sxiste, 'Y - E

Soit alors une matrice SN définie positive, &ventuellement aléatoire, uti-

lisée 3 définir la distance au niveau de 1'échantillon.

Soit l'expression pour notre modéle de base, mais avec équations indépendan-

tes.

Ly (5 9) = E (v, = 8, (' Sy, - g, (8))
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et 3 wmjnimisant LN (on suppose LN et ses 2 premidres dérivées continues).

Hypothéses préliminaires aux théorémes | et 2

Les hypothéses classiques sur les U.1 et les g; sont conservées. (io: les uy
sont notamment indépendantes et de méme distribution (0, f)) ; viennent s'y ajouter les hy-

poth&ses suaivantes :

(il) la matrice Sv tend en probabilité vers une matrice régulijdre
. P .. D

(12) si 3 priori 6 €0 (PB=R")

Alors, 6 minimise, dans @, LN et ici @ est supposé borné uniformément,
3, &tant la vraie -aleur de 8.
. . < . - . . - S
(13) les variables exogénes sont aussi supposées appartenir 2 un ensemble X borné de R™.
Leur distribution est stable dans Z (leurs valeurs se répartissent comme si elles résultaient

de N tirages d'une méme loi) et est &carté le phénoméne correspondant 3 la colinéarité.

: D . — . . . .
fla) dans R~ le domaine @ des valeurs a priori possibles de 8 contient un voisinage V
du ‘recteur 60 des vraies valeurs, dans ce voisinage les fonctions fi sont bornées dans leur

ensemble ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres, qui existent, avec,

N - oo

4
My (I) > M(Z) régulidre

¥ I matrice définie positive symétrique avec,

MN (&) = 1 z (P Lp ) ou P est la matrice des dérivées premiZres des fomc-

ions f par rapport aux paramétres (le symbole I est évidemment ici pour sa part le signe

somme). n

Théoréme | :

-

Sous les hypoth&ses précédentes si § est convergent, si S, aléatoire tend

N

vers L définie positive, alors

5 -8)

a une loi limite normale quand N — < avec une matrice des covariances calculable.

conséquence : Dans la classe des estimateurs 3 distance minimale, ceux qui ont la meilleure
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- . . . . . A, -1
efficacité asvmptotcique sont obtenus avec une matrice SV qui tend en probabilité vers Q .

Théordme 2 :

Méme résultat que le théor2me !, mais 8 obtenu 32 partir d'une matrice de co-
variances observée, on pourra pour la construire partir de S° quelconque, unitaire par exemple,
puis en obtenant § par valeurs observées et itérations successives ; cet estimateur est

-~
alors celyi des mgindres carrés généralisés itérés (MCGI).

Si le nombre d'itérationsdevient infini, on ne peut plus affirmer directement

que 3 esc convergent. L'auteur propose la démonstration restrictive suivante :

lemme ! - soit 8 estimateur convergent pour So vraie valeur de 8. Alors,

T(3) = Qo + °p (1) avec T(e) (yn - gn(e))'(yn - gn(e))

AI—
B ™

avec QO vraie valeur de Q.

et, oD(l) indique un développement limité au ler terme qui tend vers zéro en probabilité.

In trouve dans le chapitre 9 de MALINVAUD [9] une méthode pour cette démonstration.

lemme 2 - soit QV suite d'estimations, matrices aléatoires définies positives, A une matrxce
définie positive et QN =A+o0 (l), S(Q ) l'estimateur 2 distance minimale de 3 pour QN

donnée. Alors, S(QN) = 80 p (l) quand N - >

. A S . 2 ~ . h ] ny - P ~
L'estimuteur MCG n'est pas lé itéré 4 partir dz Q. Ce rdsuliat sz démontre 3
partir de 1'nypothése (1) et des conditions I 4 IV <dcgms MALINVAUD [9, ch.3]

lemme 3 - soit an une double suite de v.a.

Xn une suite de v.a., c¢ un scalaire
si Xm a” Xn uniformément en n quand m ~ ®
i X = + 1 d o>
si X n c op (1) quand = ¥ m
ors, X =c¢ + o0 1
alors, X p()

—~
n va $rudier l'estimateur MCG itéré juand m, le rombre d'ivdrations, tend vers

2lin

S
o

e

‘nt inst que n, vombre d'observations. Pour démontrer lz lemme 3, on 2

-2 < lx - | o+ Jx_  -¢f
n - n rrm/
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rig, -cl> elcerclr, -cl>e-[x, ~x 1)

» .y . _ N
semme X, ¢ 3m_ < m tel que ]Xh” Knl <8 ¥8§>0

et € - [an - xn] > - 8 ceet uniformément, d'on l'inégalité en probabilité ci-dessus et

la limite de Xn.
Théor&me 2' (convergence) :
e ——

N
Sous les hypoth&ses de régularité du mod&le, l'estimateur MCG itéré converge
. ar aV - . . s +
vers une solution Sv de %5: = 0, ol V est la fonction de vraisemblance et GN = Bo + op 1)

o4 l'indice -supérieur + indique un ensemble de param@tres incluant € et les éléments de R

La démonstration est une application directe du lemme 3, si l'on suppose que,

-~

emN - SN uniformément en N quand m + = _
avee SN golution de & _ o alors, 8 _, + eo en probabilité quand N + » (lemme 3) et

30 mi

ey = ao + Op (1)

Dans le paragraphe suivant, on doit &tudier la convergence de 9 qui dépend lui-
méme du nombre d'itdrations Sur les conseils de W. BARNETT (O] nous avons introduit ci-dessous
les lemmes conduisant au Théor8me 2' pour vaincre la difficulté de la double convergence dans

le théoréme 3 suivant.
2. en présence d'équations interdépendantes,

Il est possible d'étendre ces résultats aux systémes interdépendants et d'y
obtenir un théordme généralisant les théorémes | et 2 de Malinvaud, et le théor3me (2') de

1'auteur.
Théoréme 3 :

A
Un estimateur MV dans un modé&le MGI est asymptotiquement Normal et en outre

. . B . L . .
convergent, c'est 3 dire qu'une racine O de 1'&quation 39 ast convergente et satisfairtc,

- Fa2_ 1
A G - 3) A0, - 1in v (|2—E !
° |hsae’ |

9

Mais la dénonstration dépend 2ssentiellement de la Normalité de U. Tl n'y a pas convergence
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si la vraie distribution n'est plus celle de 1'hypothése.

Démonstration :

L

$1 au voisinage de O, on développe en série de TAYLOR §§ on obtient :
Ly® L8 1 Ly 1 T Ay
: - P (B-B) v (8- 8) g (——) _(8-8)
N N N 38' : 3036'. @

3
avec 37 entre 8 et 60

Avant d'étudier la limite en probabilité de ce développement, on introduit

les hypoth&ses complémentaires suivantes

L
jl) au voisinage V, de 9, 3 lim X
N
5L aL L
. l N r .1 N N
i) = G 0, lim S B (), () )]
2 F 0T 4 N 36 ° 380
. %L
j3) en V., 31 lim —- avec convergence uniforme
° 13636
alors,
2
L, (9) L.(6 ) 3L,
lim Y = lin 29 +o+-t -0)T1m LYy (8- 8)
N N 2 ° 2 23838 8% °

On peut introduire une nouvelle hypothése :

2
3 Ly

i) lim (s5=57) <0 (si L, est optimale en § , cet optimym est un maxitwum)
<4 oeqs Q N [¢]

Alors, il apparait au vu du développement de TAYLOR, que

Ly (9 LN ®) -
lim ——— < lim — 2 ; on a un maximum local i la limite en 6 ; Jdonc une racine 8
N . N 0

~

de 1'équation el est convergente grice aux lemmes (1), (2), (3);le fait que 6 soit lui-méme

. 2 <o - .
fonction du nomgre d'itérations, n'est plus un obstacle.

Pour démontrer la normalité asymptotique il suffit d'ajouter une dernidre

hypothése, sur les limites en probabilité ,



2
3L 3L 3" L
. o] 1o aNy N ve 1 N
jo) lim= E (=9 (5P| == iim = =)
S N 39 o) 39 o N 2836 o

et de remarquer la transformation du développement en série de TAYLOR, remplagant 8 par ©
2
oL oL 9L -
N N
D =+ 6 - 8,
L]

é 96 © 3638 ©°

N
3 ~ ESTIMATEURS DES DOUBLES ET TRIPLES MOINDRES CARRES (ﬁgt, ™C)

-~ -\
Ces estimateurs 3 distance minimale, 3 information limitée (DMC) ou totale (TMC),
n'apportent jamais la meilleure efficacité asymptotique, mais la preuve de leur convergence est

indépendante de la distribution de U.

N
3.1 - l'estimateur DMC

Il se déduit d'une méthode 3 information limitée ol on traite le systdme équation

par équation. La définition donnée en 2.3. d'un estimateur 3 distance minimale, consiste 3 trou-

-~

ver £ minimisant :

Ly (sN, 9) = i (yn -8, (8N Syly, - g, (8))

. .iéme .
Soit pour la i équation du M

GI

Ly (s

T
N 0) = £; SN-fi avec £, =y, - g
Vi = Wiy oo i
gi = (gil’ vty giN)

et le modé&le initial Yi =8 (Y,X,9) + U

N\
AMEMIYA, ZELLNER et d'autres ont proposé de choisir pcur l'estimateur DMC,

ngC = X (X'X)°

! MC

X' (en général SE = H (H'H)_l

B')

ou X est un N - &chantillon des variables exogénes du systéme (ou de H un autre ensemble de

variables) supposées linéairement explicatives des endogénes, 2 un résidu prés.

X cee X
‘- ( 1 s
Kiy -+e X

IN sN
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AMEMIYA a démontré iz théoréme suivant :
Théoréme 4 ~ (AMEMIYA)

A
Dans un MGI il existe un estimateur DMC (minimisant LN définie ci-dessus).

Alors,
- 8 est convergent
- quand N =, /N (9 - So) tend vers une distribution,
. 1 ' -1
A (0, lim [N ©y sy 6P TH
ivec,
%83 | %8;y
1
o - By, 28 [3® 3
36" od 3 5
811 EiN
BSD BSD

avec de plus, les hypoth&ses fixées en 2.3. dans la présentarion du mod&le et les conditions

supplémentaires
ko - l'espace des paramétres est compact + {io}

kl - 3lim (l X'X), non singulidre

N
1 1 36§
kz - —G', . X ronverge en probabilité, ainsi que — -— . X (k,)
i 3
N N aej

toutes les deux uniformément, vers des matrices constantes, de rang D, ¥ j = |,
(on rappelle 3 € RD,.

.« D

Comme pour le théoréme 3, la démonstration s'op&re 2 partir d'un développe-
ment en série de TAYLOR. Elle ne fait pas intervenir la loi de U, il n'y a qu'une lointaine
analogie entre les hypotnéses kl’ kz, k3 et jl, j2, j3 nécessaires pour le théordme 3.

Alors, la minimisation de L\I par la méthode de GAUSS-NEWTON conduit 3 la formule itérative

idme . _ .
pour la k 1tération :

-

5. =3 1 8 v
) T k-1

- v = . -1 —>
G.) = G Sy £ e(k_l) + (V(8) ~ = Grad LN)k-l

)
¥ (Gi ' SN 1 1

les v s de f. et G. & i .
aleur e f. G, &tant prises en e(k-l)
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v . . . =N N
3.2 - propridtés asvmptotiques comparées des estimateurs DMC et MVIL

On rappelle quelques ré&sultats sur l'estimateur du Maximum de vraisemblance
- =N - . - .
3 information limitée (MVIL). On &tudie chaque équation du systéme,

x

* e =
Yi = gi(Y , X7, 8) + Ui notée fi(Y’ X,0) Ui

o’uaz.l-ge,e)wi

P x = : . - .
En général, Y  ensemble des endogénes explicatives dans cette &quation est
lui méme supposé expliqué linéairement sous la forme du modile,

)

=X 0+V avec 2 = (Y, X%

L'ensemble des variables expliquant 2 est généralement X mais ce peut
étre aussi un autre ensemble de variables H qui d'apré@s le mod&le expliquerait linéairement

chaque Y dans chaque &quation.

Si les Ui sont normalement distribuées, on construit la fonction de vraisem—

blance 2t l'on cherche 3 la Maximiser (oy son logarithme dans sa partie non counstante)

N | - u'y u'v
L=~ ; Log|@| - ; tr (2 °S) avee S =\yiu giy
comme aL 0, 3 1'optimum

N

N
L, =~ 3 (log U'M, U + log [viv] )
avec pour M, (resp M) =1 - vy Ty
de plus, Lo 0, on a ainsi 3 chercher 9 qui maximise L. Par itératioms, on
an

calcule d'abord,

-1

I= (X'X) X'Z puis, V=2 - X 1

soit © 1la valeur de 3 maximisant Lo, alors U = v, " 8 (8)

Comme 3 l'optimum L 0,0-= (X'Mu‘{)-l X' Mu Z ; ayant u on a ainsi1 7.
On itére alors la procédure jusqu'gnobtenir 9 convergé. On peut montrer que asymptotique-

" P
ment Var (MVIL) < Var (DMC).

-
3.3, l'estimateur TMC (triples Moindres Carrés, non linéaires).

Il s'agit de construire un estimateur qui,3 la différence de l'estimateur
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- . . . 3 .
DMC, soit 3 jnrormation totale et prenne en compte {2, matrice des variances - covariances
résiduelles.

Tout estimateur 3 distance minimale, pour l'ensemble des équations,minimise :

Ly = (v - 8" S, (y - g) ; il est alors possible d'envisager pour 1l'estimateur ™C de prendre
N N

5 -1 DMC
SN 9] 2 SN

Généralisation du th&or@me 4 3 un systdme 3 information totale sous les hypo-

théses ko a k3 généralisées avec en plus

x'v X'U
k) L, oo, —=X[» S 0,208 Qinlxw)
/N N N

N\
Dans un MGI’ il existe un estimateur TMC, (minimisant LN généralisé en 3.3)

-

- 8 est convergent

- quand N ~ o, /N (8 - 90) tend vers une distribution,

Tl -1 .
JV;o, LN G Sy Go] ) (G° valeur de G 3 la vraie valeur q’)
G{ 0]
' fs st . -
G.1 a été définie en 3.1 et G' = o G'... et G

0...

GZ"'

e s O @

-

-\
Nous généraliserons aussi DMC en posant,

(1) sy= @a D™V @a D7V avec 8T = I

X: €tant une matrice des variables exogénes, par exemple,
" X 0....0
Xh = 0 X....0
’ 0 0X...0
o..... X

—~
Dans ce cas, la limite de la matrice des variances covariances de TMC est

inchangée, et le théordme 4' est valide. La minimisation de Ly par la méthode de GAUSS-

VEWTON nous conduit 3 la formule itérative suivante pour la klém itération,

1

" "l “meo o Xt imé
B(k) (k-l) [G ¢ an G] G' (2 @I fouf, G, et Q sont estimés
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3 partir de ak_l avec,

(o]

f
e

et

(21}

.o

~ A
3.4 - propriétés asymptotiques compardes de TMC et de MV

A
En 3.3 la matrice des variances caqvariances asymptotiques de TMC a &té donnée
par,

"\
I R -1
v (8) = [lim ; G} Sy G°]
la limite inférieure sera l'inverse de,

lim 1 G'A G avec A = Q-l arI
N © o

cette limite est atteinte dans notre forme (l11) avec,

2 2 =1/2 =< ~ . .
T = A / G, ou ® contenu dans G est une estimation convergente.

. . . . — . N\ .
L'estimateur ainsi obtenu sera appelé estimateur TMC optimal (iMCO) ; il
-
est plus difficilement calculable. Pour comparer son efficacité avec celle de MV un lemme
d'AMEMIYA est nécessaire.

lemme O (AMEMIYA) - Sojent Up e up des v.a. conjointement normales centrées et
h(u1 - un) fonction telle que E(h) et E (23—) soient finies. Alors,
du,
i

n
5h
Eth(u.)) = £ EE) 0.,
J i=1 du; 1

Uij étant la covariance entre u, et uj

La démonstration de ce lemme utilise 1'hypothédse j2 préliminaire 3 la démons-
tration du théordme 3, qui conduit &,

(12) l:; (—EE) =LD py * Py, ou LD est la distribution limite de L
o
N Bei
Lop 8 i, - of;
p., = — (== - £! u' @) ou f! = ==
il A Bu. i i oe.1

1
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et o~ 1la iéme colonne de -1
! e’y ! i
P., =lim—- L E ( ) o — I (uu' - Q) o
1e N du /YN

—r~ -~~~
Théordme 5 - l'estimateur TMCO est moins efficace que MV

démonstration : le lemme 1, associé 2 la condition j2’ permettra d'écrire,

1 |T =
i E(fi fj ) (noté = - s)

3] i T -
E Eg—— -flu, o] o) u E(f3 )} o= - s,
Pour &viter toute confysion, ayant noté fi la matrice des dérivées de fi on nQtera

fir sa transposée ; de méme,

. Of!
E {E(fi) u' oL -¢

!u'OJI ﬂr;
Buj ]

E {(EED v o o uE (£1)

' ij "l =
et £ [(uy' - @ o ol uwE(EH] =0
. ey
E LE (fi) u' o ol (uu' - Q)] =0
On pose,
. 2 ' i 2
S;y=1lim E [p, +p,, + = E (£) u' o) [p}, +pl, + — o) u E(£]) ]
3 il i2 A i J jt j2 A 3
Il est é&vident que l'on a 33 >0
On pose,
A - . ey -1
s; = [im v (5] 5, = [Lim 7(8) ]
Avec (12) et les espérances calcul@es plus haut, il vient 53 = Sl - 52,

donc S, 2 S,
Ainsi dans les estimateurs 2 information totale, celui du maximum de vraisem-
. = - . . . - ) .
blance est plus efficace que TMC, comme en information limitée MVIL est plus efficace que
1'estimateur DMC. Malheureusement, la convergence des estimateurs du maximum de vraisemblance

est liée 3 la Normalitd de U. De plus, les résultats sur l'efficacité sont asymptotiques.
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. N . —
L'estimateur TMC est plus efficace que DMC. En effet,

Var (fﬁt) = EL
N

Var (5@5) 2 EL

N

La différence des deux matrices G' S, G -
o N o

semi-définie positive dong,

y -1
Gé sN Go]

. -1
(Gi)o Sy (cig

~~
Var (MVPI) < Var (fﬁb) < Var (6§t)

3.5 - application &conomique (suite)

quand N + =

(G

'
1

)

(o]

Sy (Gi)o est une matrice

On pourra &tudier le modéle de 1'illustration originale dé&crite en 2.2.

a,X

P=aq, 10 21 3 3
ou
2, X
271 1 - a .
Y1 =y 10 Yz 3 ex
X
_ 2
L%
3
. A~
Estimation DMC Modéle U. S. A. 1959-1972
Convergence

PN

l&re équation *

-

2éme équation 03

achevée 3 la
27e itération

4,825
(0,894)

0,0173
{0,0018)

0,816
(0,082)

0,i43

idem Mod&le France 1959-1972 idem

T.M.C.

2,3%
(0,038)

0,0lle
(0,0003)

0,511
(0,004)

c T.M.C.
onvergence
achevée 3 la
2e itération
0,98 0,98
(0,12) (0,01)
0,017 0,C117
(0,0068) (0,0005)
0,47 0,41
(0,16) (0,08)
0,331
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La comparaison 3 partir de l'estimateur 6;E laisse évidemment apparaitre
une différence sensible avec l'estimation par QEB, moins sepsible pour l'estimation par
g; dans le cas frangais ; on voit par ailleurs 1'importance des méthodes numériques mises
an oeuvre et leur sensibilité ; ainsi pour les données américaines, les estimations par
6§E ne convergent numériquement qu'aprds 27 itératiops, contre deux itérations dans le
cas irangais, dans le cas de notre méthode numérique ; d'autres méthodes numériques ont &té
test3es et se sont révélées moins rapides. D'une fagon générale on remarquera que les métho-
des 3 inrormation totale, qu'il s'agisse d'un maximum de vraisemblance ou des triples moindres
carrés, donnent des résultats trds voisins et satisfaisants du point de vue des écarts types

estimés des coefficients.

. . . -~ N N AN
C'est donc 3 partir des estimations par MV ou T™MC plys que par DMC ou MCO

que pourront &tre entreprises ici les comparaisons France-U.S.A. sur les fonctions de produc-
tion.

7

4, UN CAS PARTICULIER : L'ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES GENERALISES

. . » » . - - - : A
Les conditions d'applicabilité du théordme 3, sur l'estimateur MVPI sont trés
lourdes 3 véritier en cas de systéme indé?endant. L'estimateur MCG défini en 2.3 évoqué

par MALINVAUD et Z2ARNETT pourra sous certaines conditions &tre asymptotiquement efficace

et convergent quelque soit U.

Soit un Moy d'équations y; = gi(x,e) + U défini comme précédemment mais avec
équations indépendantes.

L'estimateur obtenu au théordme (2') est alors aussi asymptotiquement Normal

et efficace j; 3 lemmes sont pré@liminaires 2 cette démonstration.
lemme 3 - Si Xn at Y_l sont des suites de v.a. avec,

ol 2 Y, ety  =o, (n

alors Xn =o_ (1)
lemme 5 - {BARNETT, MALINVAUD)

. + -
soit SV = 90 # o n

-1

alors, N BN

=1l o, (D



racs

! e Ty -2k
38 939 . 30

[V(:f') - b’:‘.a TS 2strice d'informarion et I = lim IN quand N - =

lempe 6 - (BARNETT, MALINVAUD)

1 + P
:-&-_-_aN (6,) ~f 0L (6,5 quand N >

Théordme 7 - (efficacitd et Norm:.lté asymptctique)

. ok . Fen) +
si 9 est un estic - teur MV de eo, alors

A (§+ - Q;) - Alc 1"‘(9:,)) quand N » «

Par le théorsme . ‘. royenme multivaride
N 2
, -

W, o= (2 9Ly gt

N aei

= f
a2
D
Q
=
R v
@
Q
D
T e
W

e . +
avez OF antre 3 ot 90

od,
1 L 1 s ot +
W, = = (8 ) - -~ &f (87 (8 ~86))
N R °
w8ne .,
b'l\_ Stant lg " iigpe 4= BN
i
.2 i -~
si 9 est un estiuaceus MV, W = 0, alors,
“+ + A | +
— = g, —
(e 90) NE.(5) ay (60)
N
A% . A _ at la — a” =
or, 0< 3" -8 f < le 9,| avec |8 - 8| °p n
splén rus LEMGes 2t 3. o w3t
I L e
o 13
-1 ,
¥k, (8% =L Ty ee ()
R p
N ot LT -1 . 1
dron A -0 = [T ) = ay (9 )
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= 1 @) (71_-— ay (8) + o (1) (lemme 6)

S P
Par le lemme 6 et le théor&me de Slutsky, on a alors démontré ce théoréme.

On a en corrolaire,

1

A@=- 0) =, 7" (8)) quand ¥+

On peut moantrer que les &léments de la diagonale de B;l(e+) représentent

. -~ +
asymptotiquement Var (8 ).

Par ailleurs, dans les MGI’ une recherche similaire reste 3 faire pour la

classe dite des M-estimateurs.
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