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UNE ETUDE DES PROCESSUS ARIMA 

SOUS L'ANGLE OPERATORIEL 

Benoît TRUONG-VAN 

Laboratoire de Statistique et Probabilités 

E.R.A. - C.N.R.S. n° 591 

Université Paul Sabatier - 31062 TOULOUSE Cedex 

Cet article a pour but principal d'étudier la nature de l'opérateur retard B associé à 

un processus ARIMA. Il contient les résultats principaux suivants : les processus ARIMA (x ) 

* te Z 

ne sont pas linéarisables (Théorème 1), l'opérateur B de ces processus n'est pas linéaire et de 

norme inférieure à l'unité (Théorème 3) et la nature de B , donc des processus (x ) même 
te* 

dépend fortement des conditions initiales choisies pour (x ) (théorème 4). 
teZ 

INTRODUCTION 

Dans tout ce qui suit, tous les processus (x ) , (y^) , (a ) envisagés seront, 
t e ? Lte3T t t e ? 

2 1 si cela a un sens, des processus (à temps discret) dans L (Q) = L!;(ft, <£,, P). 

Considérons pour un bruit blanc donné (a ) et pour p,q,d e 3N l'équation : 
t e 2 

(?]) x^ + <j>. xfc . + . . . + (p . x^ = a + 6 a . , + . . . + 6 a^ 
t M t-1 p+d t-p-d t 1 t-1 q t~q 

Factorisons la z-transformée $ (z) de l'équation (îl) 

p+d 
<D(z) = X ¢. zJ = <f) (z) 4>.(z) avec : 

Yo 

P : P -i 
(T2) ¢(¾) = I (() • z - H (1- S- z) contenant les zéros £. de <f(z) de module différent de 1 

j*o °J j»l 3 

d d 
C',(z) = Z £ . zJ = II (1 - e J z) contenant les zéros de <J> (z) de module unité . 

Noter que é - 6t = 1 . 
OO ' c 

Pour résoudre l'équation (T ] ), on l'écrit en suivant [1] ou [1 bis] sous la forme du système : 
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d 
( ( • 1 . 1 ) y t - S 4>M x i avec d e IN 

j J=o J 

1 p q 
! (T1.2) E $ . y„ • - E 6, af . avec 0 = 1 
i . oi 't-j , k t-k o v J=0 J J ^=0 

[1] NON-LINEARISABILITE EN MOYENNE QUADRATIQUE DES PROCESSUS ARIMA (x ) 
C tel 

I On sait que (cf [2]) qu'il existe une solution unique stationnaire du second ordre (y ) 
t e l 

2 
dans L (fi) de l'équation (VI.2) qui soit un processus linéaire. 

• Dans [1 ], Box et Jenkins supposent en fait une hypothèse supplémentaire, que la solution 
*. k 

(y ) est un processus inversible i.e.le polynôme 0(z) - Z 0 z n'a que des zéros en dehors 
Z t e 2 k=o k 

du cercle unité. 

• Dans la suite, nous adopterons (à cause de la proposition l) une hypothèse analogue mais 

moins restrictive en supposant que 
(T3) le processus (yr) est inversible bilatéralement i.e.le polynôme 0(z) n'a pas de zéros de 

t€ Z 
module unité. 
• Le cas particulier important, considéré par [l] quand (y ) est inversible, est celui où les 

ia). tel 
zéros e J de <J)(z) sont tous égaux à l ; les solutions (x ) de (Tl) sont alors appelées par 

t tel 
ces auteurs "processus ARIMA", et ils écrivent que les processus (x ) sont linéarisables i.e. 

£ tel 
(x ) vérifient : 

t te* 
00 

(T4) x = Sdy(t) V t e l cr ? (rs - Z y(t-k). 
Z y k=o 

2 
• Nous allons montrer d'une part que l'expression S v(t) n'existe pas toujours dans L (f*) (i.e en 
moyenne quadratique (M.Q.)), d'autre part que même si S y(t) était défini dans L (fi), le processus 

x = (x ) ne pourrait jamais vérifier l'équation (T4). 
t £ 2 

En effet prenons par exemple le modèle (x ) appelé par Box-Jenkins [ï] I M A (0,l 9l) i.e. 
t e l 

yt = xt " xt-i = at "* 6at-i a v e c ! 6 ' <l 

Considérons alors la suite, pour t e l fixé, de terme général 

N / ., N 
SN y(t) = Z y(t-k) = f e l X t ( T S~x}° (l - ee

_1>) dZ- (\) 

où Za est la mesure stochastique de (a ) dans sa représentation de CRAMER-i^ûEVE. 
teZ 

Notons par |n| « la norme de n dans L (fi) et a la variance du bruit blanc (¾ 
L (fi) '" t-

2 
Alors |S y(t)| 2

 n = §~ 
w L~(fi) z 

(1 - 6 e ' i X ) Z e " i k X | 2 dX 
k-o 
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, -iX, î! -ikX ,. x - i À A A -iNX, ., -iX A ^ -i(N+J)Xx 
or (1 - de ) I e = (1 + e + ...+ e )- 8(e + . ..+ e ) 

k=o 

N+l ~ ... 
-ikX 

fe =' ï 

k=0 J 
Z 0. e iIWl avec \ 6. * ( î - 0) , i < j < N+l 

6N +1 ' -
 6 

') N "tî ? N + 1 "1,1 N + 1 -9 9 9 

et |(1 - 6e"lA) Z e" 1 K Ar = * ^V e avec 6* = E 6^-1 + (1-0) N + QZ 

k=o k= -(N+l) * ° k*o 

donc (T5) lim |S y(t)| 2 „ = lim a2 C î + 0 2 + N ( l - 0 ) 2 ^ = °° (car |0J* 1) . 
N«> L (fi) N*> 

2 
Par conséquent la série S (t) ne peut pas exister dans L (fi), V t e 1 

Remarque w 

Notons que même dans le cas où 6 = 1, les séries Z y(t - k) (te Z) n'existent pas non plus dans 

L2(fi) k = 0 

2 
car s'il existe un t e 2 tel que Z (at_k ~

 a
t - k - i ^ converge dans L (fi), on a 

k-o 

2 °2 = lat-n " W l l 2 ^ " ». * (at-k "Vk-P " ^] <Vk - • t - k - l ' l ^ ^ > ° 
L (fi) k=o k=o L (fi) ti» 

on aboutit ainsi à une contradiction. 
2 

Donc les séries S (t) ne convergent pas toujours dans L (fi) et me\ne si elles convergeaient 
montrors maintenant que les processus ARIMA (x ) ne pourraient pas vérifier (VA). 

tel °° . 
Nous pouvons nous placer dans un cadre plus général en considérant Z e y(t-k), pour CJÊIR et 

k=o 
2 

supposons la convergence dans L (fi). 

Alors si (x ) vérifiait (T4), on aurait 
Z te 2 

(•6) H(x) = H(y) 

où H(x) = sp (x) la fermeture dans L (fi) de l'espace vectoriel sp(x), engendré par { x ' t e Z } , 

Considérons l'opérateur retard B unitaire sur H(y) définissant le processus stationnaire (y ) 

on a ¥ t e Z 
N 

B ( x j = B jiim I e l u J k y(t-k) 
* : ̂  NQÛ k=o 

T . _ iwk 
- lrm Z e y ( t_,_ k ) - * t_l 

N°o k=o 

Par conséquent (x ) serait défini par un opérateur unitaire donc serait un processus station-
Z tfl 

naire, ce qui est en contradiction avec l'hypothèse (T3) et Théorème 1.4.2 de [2] on a ain&i le 

théorème suivant : 
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Théorème 1 

Sc-Lt V cqaxtion aux ctt̂ é-tcncc* 

P 4 
(•7.2) I ¢ . ^ . = I 6t. a. , avec 0 = 1 

eu ç (z) e£ ¢,(2) vé'iifczut la condition (T2) 

44, on ckcLà<ùt pousi \y.) la solution ÙLnlaVie. htja&Lonnaui<L ARMA lp,q) alohM autum bolxjJUuon 
Z tel 

x.J) dz V équation (•ÎJ) ne vç.sUfce. la ndLation x. - S, 5, ,.._ S, t/̂  ou 

S- </. = z e^jk ylt-k) , j*i,...,d . 
j z k=o 

[2] ETUDE DU MODELE ARIMA DU POINT DE VUE OPERATORIEL 

Notre but dans ce paragraphe est d'étudier la nature des processus ARIMA (x ) , plus précisé-
C tel 

ment la nature de l'opérateur retard B associé à un processus (x ) 
X C tel 

Définition 

Noua appdHonà opo,hjat<iux Kdtxutd d*un psioce.66uà ( z j c L (fi) VoptnxUzun. 8_ do.&ini 
tel 

par. (Y?) B2(z.) - z ^ M £ Z 

[2.1] Cas particulier 

Considérons l'équation aux différences 

(•8) xt - xt_j = yt V te 2 

2 
où y = (y ) c L (fi) est la solution stationnaire linéaire ARMA (p,q) de l'équation (?1.2) 

C tel 

Donnons d'abord un résultat préliminaire : 

Proposition 1 

SuppûéonA qua La t>olutÀon ùtaJùionnaÂ/ic du 2- ondn.£ [y ) de l'équation (?J .2) boit 
Z tel 

biùUasialejmznt InvoAAiblo. /le. vêsU&ie Vhypothcào. If 3) alon* : 

U) ta pà.oc(L6àu,î> [y.) a lo. mbnz opénattun. uivLtaÂAe. tLCta*id B que. ceXtw. du b.tulr bi^t-c 
z t e i y 

[aj oX H[y) * H[a) 
^ tel 

\iÀ) ta fiamUJLc. {yj ionwo. une iarniX.it lÀbKz dan* H(t/} = Iply) 

http://iarniX.it
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Preuve 

Û ) Soit B l'opérateur unitaire retard de processus stationnaire (u ) défini par 
u C tel 

q \ 
M¥ = e C B j a^ = ( I e. Bi) ( a j V t e 2 

t a t . j a t 
j=o J 

d'où Ba(" t) = V J = W V t c I ' 

D'après l'hypothèse (T3) l'opérateur 0(B ) est inversible dans °6(H(a)) 

où on note Js,(V) l'espace habituel des opérateurs linéaires continus d'un espace vectoriel 

norme V dans lui-même. 

De plus il est immédiat que H(a) = H(u) d'où 3, - B 

on montre de même que B = B sur H(u) = H(y) d'où le résultat. 

(ii) Considérons une combinaison linéaire quelconque a. y +...+ a y supposée nulle, 

donc on a 

0 7T 
-2 r •_ î .. ^ « \n, -iX s 

'al yt, + - " + û 
,2 o f i it, X ^ itn^|2 

n yt I 2
 = 2? Î i « 1 +...+ a e n | 

0(e"lA) 

4>Q(e ) 

2dX 

d'où (a e 1 +...+ a e n'v) r^T" = ° 3X - presque partout, or d'une part la fonction 

<Do(e ) 

précédente est continue sur [- TT, IT] et d'autre part d'après l'hypothèse (Y3) 0(e ) * o 

¥ Xe [-TT, TT] d'où o^e11^* +...+ aQ e
x ta X = 0 VA e [-TT, TT] les fonctions X . * elt>l 

forment pour t e Z' une famille libre,donc on a bien a. = . . . = ot = o . D 
1 n 

(a) Considérons maintenant la résolution de l'équation (?8) : 
2 

Pour toute valeur initiale x (par exemple) donnée dans L (fi) l'équation (?8) admet une 

solution (x ) qui s'écrit : 
Z tel 

(?9) / xt = xQ + yx +...+ yfc pour t > 

J X = X 

! o o 
z t = x o ' y o " y - i • • • y t + i p o u r c * _ 1 • 

/. t uHuub condition initiale correspond donc un seul processus (x ) ARIMA donc un seul 
Z t e l 

',:,<*• r a tfcur r e t a r d B sur { x ) f c „ . 
x t teâ 

fr m a r q u e 

l'our rester dans le cadre fixé, à savoir obtenir des processus (x,.) de L*(fi) il faut 

2 t £ ? 

e t i l s u f f i t de c h o i s i r x eL ( f i ) . 
o 
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Nous allons étudier l'influence du choix de la condition initiale sur la nature de B . 
x 

(b) Condit ion s u f f i s a n t e pour que l ' opéra teur B ne s o i t pas l i n é a i r e 

-c) MontnonA que Von a &piy) * ,*>p[x) < = > ^ t e 2 / *U 0 ) eàp[y) 

en e f f e t 

= > év ident car a l o r s V t e Z x ( t ) e sp(y) 

<*=* on a x ( t ) e sp(y) or d'après (T9) on a 

V t > tQ x ( t ) = x ( t Q ) + y (tQ + J) + . . . + y ( t - t Q ) 

V t < t x ( t ) = x ( t ) - y ( t ) y ( t - t
r t

 + £ ) 
o o o o 

donc x ( t ) e sp(y) V t e 1 • 

jJL) Suppo&on* que Von ait choisi ta condition JLnÀJtiuale 

n-7 
(?Ï0) x = Z C «/[-/) • 

MontsionA alon* qu%UL n'exÂAte pa/> d1opé^aZeun. tinéaÀAe prolongeant B 6UA ap(x) 

(1er) • d'abord l e cas simple s i V j = o , . . . , n - l C. e o i . e . x = 0 
J o 

si B était linéaire sur sp(x) on aurait B (o) « o 

donc x . - B (o) - o (et par récurrence x = o V t < o) 
— î x t 

or d'après (T9) x = y * o . 

(2e) • autrement il existe au moins un des C. qui n'est pas nul soit Cn , , 

montrons a,lors que les x , x ,..., x_ sont linéairement dépendants considérons une 

combinaison linéaire X x + X. x ,+...+ X x égale à zéro : 
o o 1 - 1 n -n & 

( T l l ) 0 = X x + X.(x - y ) + X0(x - y - y . ) + . . . + X (x - y - y . - . . . - y ,) 
o o 1 o ; o 2 o Jo J-\ n o •'o J - l •'-n+l 

- C0. 0 + X] + . . . + A n ) C 0 - ( X ] + X2 + . . , + X n ) ] y o + [ (A o + Xj + . . . + Xn) C j - ( X 2 + . . . + X n ) ] y. 

. . . + [ ( X o + . . . + Xn> V 2 - ( X n . r X n ) ] y . n + 2 + [ ( X o + . . . + X n ) C n . r Xn] y . n + 1 

ï+" 
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De l' indépendance l i n é a i r e de ( y ( t ) } (cf Propos i t ion 1) on déduit 
t € Z 

(•12) (X + A, + . . . + A ) C - (A, + . . . + X ) « 0 
o 1 n o l n 

(X + X, + . . . + X ) C, - (X. + . . . + X ) - 0 o 1 n' I v 2 n 

i * I (X + A. + . . . + X ) C l o 1 n n-

Ce système s'écrit encore 

(•l3)r C X + (C - I) X, +...+ (C -H A . * - (C -1)A 
o o o 1 o n-1 o n 

ci X
0
 + ci N + ( c r , } x2+"*+ ( c r 1 ) : 

n-1 (Crl) An 

s C , A + C _ A. + + C .A - - (c -1) A 
t n-1 o n-1 1 n-1 n-1 n-1 n 

si A est connu (̂ 13) est un système de Cramer de n équations à n inconnues A ,, 

déterminant de système n'est pas nul^en effet 

1 

0 Soit A 

C C -1 
o o 

C ! C ! 
n-1 n-1 

C -1 o 

ci ci V 1 - V 1 

C -1 C -1. 
o o 

V 

0 C . C . 
n-1 n-1 

.C -1 
o 

V1 

-n-l 

. f A . car le 
n-1 

d'où A - A . - A0 n n-1 2 

"n-2 
C 0-l n-2 

"n-1 

A. - C ,^0 1 n-î / 

(2-1) si C. = o V j = o,...,n-!, alors la solution (Ao,...,A _j) du système de Cramer (T13) 

est un vecteur nul, et x = o (on le voit en choisissant A_* o) ? n n 
En fait montrons le directement, comme C. = o V j=o,...,n-l alors 

n-1 n-1 J 

x = l y(-j) - I yOj) = o d'après (Î9) et (T10). On conclut alors de même q-j'̂ n 
Ĵ o j-0 

(1 - ) que B„ n'est pas linéaire sur sp(x), 
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(2*2) • s'il existe au moins un des {Cj ; j=o,...,n-l} différent de l'unité, alors la solution 

unique ( X Q , . . . , X .) du système de Cramer (^13) n'est pas un vecteur nul en choisissant 

par exemple X =-1. Donc il existe au moins des X .non tous nuls (X ~-l et 3 X, * o o^kln-1) 
n j n k 

tels que X Q X Q + Xj s_j+...+ X^ x_n = o i.e. les xc> x^,..., x_n sont linéairement liés, 

même plus en choisissant X = -1 on peut écrire : 

n-1 
(T 1 A) x - I X. x . où tous les X- e C ; j=o,...n-l ne sont pas tous nuls. Si maintenant 

l'opérateur B se prolonge par linéarité à sp(x) alors 

n-J 

-n-1 }T -n . o j -j-1 

n-1 n-1 

donc on a y = x_n - x_n_, = Z X. (x - x ) - # I Xj y.j 

ce qui signifie que les y , v_i»-*-» y_ sont linéairement liés, ce qui est impossible d'après 

la proposition 1. • 

Formulons les résultats précédents sous forme de 

Lemme 1 

II) 6p[y) = -ôp(x) <=> 3 tQe I I xU0) e àply) 

n 
(ii) 3 tu e Z 3 ntWxUj* Z y(tQ-j) =s> 3 t]elit}<tQ et l^ xUQ),.„, x(*?] hont 

Linéairement Liéb* 

[iii] 6i leà condition* initiale* 6ont telie* que 6ply) = *p[x) aJucnA l'opérateur B., n%aamoX 

pa* de prolongement linéaire à -ôp(x). 

(c) Conditions nécessaires pour que l 'opéra teur E so i t l inéa i re 

A 

Lemme 2 

Suppoéon* que Vopérateur 6X *e prolonge par Linéarité 6ur *p[x) . 
AIOIA 
U) By QMt injectai àur *ply) et B^In) - By(n) V r\eip[y) 

où B., cit Vopérateur retard unitaire du proceAAu* (y.) 
Y Z tel 

lit) oh a <!>p{y) î ôp(x). 

Démonstration 

(i) en effet on a 

V>V ' VV Vi> - W ~ Vt-i* = yt-i • W v c e * 
d'où par linéarité de B et B on a B (n.) » B (n.) V ne sp(y) 

donc B est injectif car B l'est. 
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(ii) E(y ) = o V t e 2 alors 
d'une part si sp(y) = sp(x) on aura ¥ t e 2* x e sp(y) d'où E(x ) = 0 

d'autre part H(x) = sp(x) = sp(y) = H(y) 

d'après (i) B (n) s B^fn) Vr)esp(y)=sp(x) , comme By est borné sur sp(y) de même de &xî«e. 

!B,(n)l o = | B (n) | 0 = In' n . (la dernière égalité étant due au fait que le pro-
X 'L-(fi) * L2(fi) L^(fi) 

cessas (y ) est stationnaire centré donc son opérateur B y est unitaire). 
tel Y 

donc B se prolonge par continuité de façon unique à H(x) = sp(x) et l'égalité 

Bv(r) = B (n) V n e sp(x) se prolonge à sp(x) « H(x) par conséquent BY - Bv ce qui X Y A ï 

signifie que le processus (x ) serait stationnaire du 2- prdre, ce qui contredit la 

relation (T9). D t £ * 

Dans la démonstration du lemme 2, nous avons prouvé un résultat important que nous pouvons 

spécifier de façon plus générale dans la proposition suivante. 

Proposition 2 

Soit (x ] c i (fi) un processus vérifiant x. - xt 7- yt V te l ou [y A est un 
Z tel Z Z-i Z z te 1 

processus stationnaire de second ordre d'opérateur rztard unitaire By . 

Si Vopérateur retard By est Linéaire sur spix) et vérifie la reLation de continuité i.e» 

(T75) 3 MeR+ / V n M p ( x ) | B J r i ) | « * M | n | « 
A rim L (SI) 

alors Sx(n) e By(n) v n e m y) = Api y) . 

La preuve est analogue a (ii) du lemme 2. 

Une des conditions suffisantes pour que l'opérateur B puisse se prolonger par linéarité à 

l'espace sp(x) est que les (x ) forment une famille libre. Nous allons étudier cette 
C t e 2 

condition dans le lemme suivant : 

Lemme 3 

o 
Pour qu'un processus (x ) c l_u(fi) vc/U&iant Véquation x + - x , . = y. y te I 

z te l t t-1 t 

[y^] est un processus ARMA [p,q] linéaire, stationnaire du 2- ordre, inversible 
t - Z 

ou 

t>/JiatéralQjsnent so<t tel que. ( x j toit une Lvue de spix) il sufâit que ( x j vérifie Vune 

des deux conditions bu* van tes : € 

\i) la condition iniitale Xa est'choisie Linéairement indépendante de {tjj 
Z t e l 

iLi) xt e Hlti) \ sp[y) , 
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Démonstration 

(i) cette copdition est évidente. Remarquons qu'elle est en pratique facilement réalisable dans 

le cas où (y ) est un bruit blanc car il suffit alors de choisir par exemple la condition 
t . , » t € 

initiale x non corrélée à (y ) v p Jt 
t e l 

(ii) La condition xt e H(y) \ sp(y) équivaut à ce que x(t ) n'est pas une combinaison linéaire 

finie des (y ) ° ~ et dope équivaut à : 

00 

(•16) x(t ) * Z c. y. où seul un nombre fini de C. sont nuls. 
° i=*—°° 

Montrons que ce.tte condition implique que les {x } forment une famille libre : 
t e Z 

a) Considérons d'abord le cas simple suivant où 

x o = .* Cj y.j 
j=o 

Montrons que V n elN les x , x .,..., x sont linéairement indépendants . 
o — i "-n 

Considérons X x + X. x , + . . . + X x » o a l o r s r o o 1 - 1 n -n 

0 *= C(X + X + . . . + X ) C - (X + . . . + X ) ] y + [ Q + X. + . . . + X ) C. - (X. + . . . + X ) ] y . o i n o j n o o i n i z n —1 

+ [ a + X. + . . . + X ) C . - X ] y . + . . . + (X + . . . + X ) C y 
o | n n-1 n '-n+1 o n m J-m 

où C *o pour au moins un m > n - l ce qui e s t p o s s i b l e d'après l e choix des C. : j e 2 ls 

f a m i l l e (y. .} , . % é tant l i b r e on a ; 

( •17) f (XQ + Xj + . . . + Xu) .CQ - (X} + . . . + Xn) = o (1) 

(Xn + X. + . . . + Xn) C. - (X9 + . . . + X) = o (2) o i n j z. n 

(X + X. + . . , + X ) C , - X 
o 1 n n-1 n 

U + X, + . . . + X )C 
o 1 n m 

= o (3) 

- o (A) 

De l'équation (4) et (3) on déduit que X = o puis de proche en proche que 

>• , = /. 9 - ... - X. * X. - X = 0 
n-1 n-2 2 1 o 

Autrement dit les {x } forment une famille libre 
Z tel 

b) Dans le cas général, on peut supposer sans perdre de généralité que t « o,alors la relation 

( 16) s'écrit sous la forme 
oc oo 

s? » Z C. y . + l d. y. 

où une infinité des C. ou des d. sont non nuls. 
J J 
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Montrons alors que V n, kelN les xk , x, .,..., x., x , x ,..,, x_ sont linéairement 

indépendants. 

Considérons X x + X. x . + ...+ X x + u. X. + ...+ u. x, * o le même raisonnement qu'en a) o o i -J n -n i I R *t ^ 

nous montre qu'il existe un h e {C, dQ ; jeJN, £e!N j > n, ££ kj tel que l'on ait 

(•17 bis) 

(X + X 

(Xo + X 

( x o + X 

(x o + X 

(x o + X 

(X + X 
o 

+ ...+ X„ + U+...+ u, ) C 
n Hl V "o 

+...+ X n+y 1 +...+u k) C, 

(Xj + X2+...+ Xn) « o (I
f) 

(X2+...+ Xn) « o (2*) 

+ ...+ Xa + u1 + . . f + p K ) C ^ , 

+ ...+ X + y, + ...+ y. ) h 
r. 1 k m 

= o (3') 

- o <4') 

+ ...+ Xn + y, + .'..+ yk) dj + (y, + + yfe) « o (1") 

•...• X n + y ] + . . . + y k ) d k + y k = o (3") 

X2 , Xj - XQ = o et yk - yk_, on en déduit de même qu'en a) que X . = X * =. 
^ ^ n-1 n-2 

d'où le résultat. D 

La condition (ii) du lemme 3 n'est pas suffisante pour assurer la linéarité de B . 
x 

C'est l'objet du lemme suivant. 

. * M, 

Lemme 4 

Supposons que H(x) * H[y) et que le processus [y A %st ARMA (p,q) 
^ tel 

stationnaire du 2- ordre inversible bilatéralement . 

Alors l'opérateur By n'est pas Linéaire sur sp{x). 

En e f f e t d ' abord (y ) é t 3n t c e n t r é , on a E(xfc) = E ^ X
Q ) = 0 V t e l car X Q e H(y) . 

t e l 

Par a i l l e u r s d ' a p r è s lemme 2, s i Bx é t a i t l i n é a i r e sur sp (x) a l o r s 

BX ( n ) = B Y ( n ) ¥ n e S p ( y ) * s P ( x > " 

Par conséquent B étant borné sur sp(y), B se prolonge par continuité de façon unique 

à H(y) et Bv = Bv sur H(y),or H(y) - H(x) donc B * B donc il est immédiat que 
X 1 A i 

<0 est un processus stationnaire de 2° ordre donc 
t e l 

(x ) admet pour densité spectrale f(X) - -jr 
1 t e Z 

Ke ) 

4>o(e~
iA) (l-e"iX) 

Cette dernière étant non d X -intégrable sur [-TT, TT] d'où contradiction. D 
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Remarque 

Noter dans les lemmes 2 et 4 on a seulement B (n) - B (n) pour ne sp(y) mais B (x ) * Bv(x ) 
A X I t A t 

car x n'esç: pas nécessairement dans sp(y) . 

Résumons les résultats précédents dans le théorème suivant ; 

Théorème 2 

2 
SOAA X : t e l — > Xj.eL (fi) un processus^ vérifiant l'équation^ 

( T*' Kt ' Kt-] s yt ^ € l o a lyJ <^t ^ Processus ARMA \p,q) stationnaire Linéaire, 
*• te Z 

inv&uible bilatéralement,d'opérateur retard unitaire By U vérifiant Véquation (f/.Z) 
alors 

(a) à chaque condition initiale *t donnée, iZ correspond une solution unique [xA 
0 Z teZ 

de (?*! et le choix de la condition initiale inclue sur la nature du processus, en 
particulier 

[b] on a 

U) sp(y) = sp[x) =*> Sy n'est pas Linéaire sur splx) 
[ii] By est Linéaire sur 4p(x) alors H[y) c K(x) 

L'exemple simple suivant permet d ' i l l u s t r e r l ' inf luence de la condition i n i t i a l e sur la nature 

des processus ARIMA : considérons l ' équat ion 
2 

(78 bis) x - x * a où (a ) es t un bru i t blanc donné de L (fi). z t-1 . t t t g z 

2 
Au choix de la condition initiale x e L (fi) de norme unité et orthogonale à tout a ; te Z 

o t 
correspond un processus, solution de (V8 bis) dont l'opérateur retard Bx peut se prolonger par 

linéarité sur sp(x) candis que l'opérateur B du processus (u = x - x ) correspondant 
u C C ° te Z 

% la condition initiale u = o n'est pas linéaire (D'ailleurs on peut vérifier directement 

que Zu * B x)• 
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2.2 Cas général 

Nous allons généraliser dans cette section les résultats de [2.1] aux solutions des équations 

plus générales de la forme (Tl) que nous avons considérer çians l'introduction soit 

(fl.l) y t - I • x 
j=o J 

où $ Q = 1 et d cJN 

(VI. 2) Z <b . y . - Z 0. a , avec 6 - 1 « 0 , ( p ,q ) elN*x 3N* 
j . 0 °J ' t - j k s = 0 k t - k o v oo * ' M 

a) il est immédiat que l'on peut écrire l'équation 

(Tî.l) sous la forme d'un système d'équations 

(•J8) 

(2) iu, (2) 

t-1 

*t-2 

t 

(D 
t 

x ( d )- eiWd x
( d ) - x ( d H ) 

Xt 6 t-1 " xt 

(d) 
avec x = x 

V te Z 

V t e Z et (JJ. eK j- I,. .., d ; 

on voit facilement que la donnée de d valeurs initiales par exemple x , x , ,. .., x_. , 

correspond â la donnée d'une valeur initiale x pour chacune des équations de (T17). 

2 
Donc tout revient à résoudre l'équation dans L (fi) 

(T19) v - e v = 2 ¥ te 2" avec pour condition initiale par exemple v 
2 

où (z ) est un processus de L (Si) que l'on s'est donné. 

La solution de cette équation est alors unique et s'écrit 

(•20) 
10)t ^ jU)(t-l) ^ 10) 

v = e v + e z. +...+ e z . + z^ 
t o 1 t-1 t 

V t > 1 

V « V 

o o 

l v t 
io)t îait iu(t+I) 
e v - e z - e z-J 

o o e - V ] , « - , 

Donc pour une condition i n i t i a l e donnée la solut ion de l ' équa t ion ( • ! . ] ) est unique. 

Proposition 3 

ItxnZ donné une équation aux difâéienceA (•?) , boiX [tjj L* (fi) le ptioczAàuA ±£a&LoMiA-Ln: 
te Z 

du second otidne, HntaÂJie , ARMA lpfq) invehAible biloutéKalment, solution de l'équation 

\11.2) aloK& 

file:///11.2
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2 
[i) à chaque condition initiale correspond une solution unique [xA dans L !^) qui 

ci£ non stationnaire € 

* en dira par La suite que [xA est un processus de type ARIMA 
z teH 

\ii) si on suppose que l'opérateur retard By d'un processus U J précédent se prolonge 
teH 

par linéarisé à V etpace vectoriel sp[x) alors Bw est un injectii sur splx) et on a 
By[r)) = S..(n) V r\ e sp{y) c splx), où By est l'opérateur retard unitaire associe 

au processus stationnaire [yA 
* tel 

[LU) si on suppose que l'opérateur By soit linéaire *u& *>p[x) alors H [y] admet un 

supplémentaire orthogonal H1 [y] non nul dans H[x) i.e. H1{y)^{0) et 

Bx(n) * Byln) Vn e H[y) . 

La preuve, est évidente et analogue aux démonstrations du lemme 2 et proposition 2. n 

Box*-Jenkins [l] évoque la possibilité que "|B| £ 1" (suivant la notation même de ces auteurs) 

et même plus explicitement que 
- 1 2 

a) ( 1 - B ) « 1 + B + B + . . . . [ 1 ] p 89 puis 

b) yzt - (J - B) zt - X at-] + V at = > %^ - X(l - B)"1 a ^ + afc [1] p 105 

Il pourrait alors venir l'idée d'émettre l'hypothèse que les processus ARIMA (x ) puissent 
te 2 

être définis par un opérateur B linéaire et de norme inférieure à l'unité. 

Cette hypothèse est très attrayante car ainsi les processus ARIMA seraient des processus 

linéairement stationnarisables (L.S) i.e transformés de processus stationnaires par un opérateur 

linéaire continu et à inverse continu (Pour une définition précise de ces processus L.S, on 

peut se référer à MARTIN [3] ou à TJOSTHEIM-THOMAS [4]. Malheureusement le théorème suivant montre 

que cette hypothèse ne peut pas être vérifiée, ni 1 ' inversibilité de l'opérateur (I - B„). 

Théorème 3 

Soit [xA une solution de type AR7AJA de l'équation [VI) quelque soit la condition 
Z .te I 

initiale chosisie 
[i) Vopérateur retard By des processus IxA ne peut pas être linéaire et de norme 

A z te Z 
inférieure à l'unité sur H[x) 

[it) si de plus £[Xj.) - u y tel, l'opérateur retard By ne peut pas être Linéaire sur sp[x) 

et vérifier La condition que ^ 1 ¾ ) * Z *j ' BX CJst inversible dans °l (H(x)) 
j=o j 

r 
*%,(l/) note Vespace vectoriel de Banach habituel des opérateurs linéaires bornés d'an 
e^hpace vectoriel norme V dans lui-même. 
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Démonstration 

a) d 'abord s i ||B |j = sup 
|Bx(r,)^2 «» ; n c sp(x) 
| n | L2(R) 

t < 1 

donc |'EV j! < 1 sur H(x) car B, se prolonge à H(x) en conse rvan t sa norme 
A A 

IWl 
d'où -i(BY) - 7i (I - e J BY) est un opérateur inversible dans °0>(F(x)) où I est l'opérateqr 

unité de at (H(x)). 

b ) s i donc <£, (B ) e x i s t e (donc l i n é a i r e ) e t e s t con t i nu sur 
J A 

H(y) = H(x) et d1après proposition 3, on aurait B * B • 

°£(P<> 

«t(H(x)) il est immédi at que 

c) par conséquent dans le cas (i) on avait ||B„ || < 1 et ||ç„ [| = ||B || = 1 ce qui est impossible 

tandis que dans le cas (ii) la relation B = B signifie que le processus (x ) serait 
X * Se? 

stationnaire du 2- ordre donc le processus (x ) où x = x - \i admet pour densité spectrale 
C t É Ï 

2 i g. -iX .2 
' qui est à\ -non intégrale sur (-ÏÏ, TT) £(» = ^ 

fo(e " i X)*,(e' i X) 

(cf Théorème 1.4.2 de [2]) d'où contradiction. D 

Remarque 1 sur la condition E (x ) = y V t e 2 dans le théorème 3 

(a) si 3 j e {o,..., d-l} / ai. = o, on pourra prendre des conditions initiales par exemple 
d-1 

X - A !»•••» x telles que E(x ) = o kso,...s d-l alors E(x ) = o car x = Z U,x . + Z 6 .(t)y 
k=o j «*-«>J 

(6) si ¥ 3=0,..., d-lja;.=o la condition E (x ) = \i nTest pas en contradiction avec le fait que 

(y ) est un processus centré car dans les équations (T18) x -x = x d'où E(x )=0 

t t £ £ t t~ 1 t t 
E(xt^>) = o V j = ],...,d-l dTou E(yt) = o V t c Z. 

Remarque 2 

On peut voir le résultat (i) du théorème précédent plus simplement : 

En effet considérons par exemple (par commodité, bien que la preuve reste valable dans le cas 

général) que $'.(BV) = I - e B avec ||R || < 1 i.e. que y^ = x̂ . - e 1 x^ . w e 3R V t e 2f* 
i A A A t t t~ 1 

J t . . v! ikuj i(N+])u> d ou par r écur rence x^ - l e y , . - e xfc », , t . Jt-k t-N-1 k=o 
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K 
T 

ikoj e y 
t-k h2 (Pc) 

i!Bx 
,N+1 

L (fi) N » 

ce qui est en contradiction avec le théorème 1. 

Théorème 4 

Ztznt donna une équation aux dÂfâéKtnceA (•?) , dan* laquollt on a choisi pouK (</J 
* e Z 

la ptocaààusb ARMA [p,q) ùtcuUonncuAa du second ohJÔJia, tLntaÀAt, invQAAiblz bJULoJtahatm<LnZ, 

comme .solution de V aquatLon (Y7.2). 

ConbLdâtonà IOÂ &oluZlom> da typa ARIMA (x ) de cztta équation (17) : 
AP Z tel 
klo.*u> 
(t) 6l £c,6 condLLtloiu LnLtÀoJLoJb &cn£ OKOÂMIOA taJULvA quz Von oJX àp{x) ~ 6p[y) alo^u 

V opinât auK KoXnAd Bv du ph.ocQJb&uA [ x J na p&ut pcm> 4e phjolomvi pa/i lin&ojuLta à &plx). 
A z t€ 1 

\ifi) £>l tat> condition* h%tL*jUL<u> .tant dnoXj>L<u> WULa qua l'on ait H[x) = H[y) alotu B.. m 

pzut pcu> ÇJOKL un cpahjoXvjJi LinaaiAt AUA 4>p(x) aufyimant dÂX &i Bx <u>t lÀntoOiz hun &p[x) 

olohA H(y) admeX un ^upplamzntxujiz orthogonal non &UVXJOI davu> H(x). 

Commentaire 

Le théorème montre que sous la condition H(x) = H(y) il est complètement inutile d'espérer que 

les processus de type ARIMA puissent être des processus linéairement stationnarisables ou plus 

généralement des processus définis par un groupe d'opérateurs linéaires continus, considérés 

par Getoor [5] si ces derniers sont de moyenne constante. 

Démonstration 

Remarquons d'abord que sous les conditions initiales de (i) ou la condition H(y)=H(x), (x ) 

est centré car (y ) l'est,le reste de la démonstration est analogue à celle des leirroes 2 
t e l 

et 4 : 

(i) supposons que l'on ait sp(x) = sp(y) et que B soit linéaire sur sp(x)4alors d'après pro

position 3 B v ^ ) ~ By(n) V nesp(y),or l'opérateur By est unitaire sur H(y) et comme 

sp(x) = sp(y).on a B (x.) = Bv(x ) V t d d'où B v = Bv sur H(y) = H(x) d'où (x) serait 
. t€ 2 

un processus stationnaire ce qui est contradictoire. 

(ii) supposons que H(x) = H(y). Si B était un opérateur linéaire continu sur sp(x), Bv serait 
——- ^ 

linéaire et continu sur HCx) fit par prolongement unique on a B = B sur sp(y) = H(y) * H(x) 
À i 

d'où la même conclusion qu'en (i). D 
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Conclusion 

Etant donné un processus de type ARIMA (x ) d'opérateur retard B 
t te * X 

(1) ii n'^st pas possible que B soit linéaire et ||BX || < 1 . 

(2) si on note (y ) le processus ARMA associé à (x ) 

tel tel 

alors 

(i) sp(y) = sp(x) = > B non linéaire sur sp(x) 

(ii) H(y) = H(x) = = > B n'est pas linéaire et continu sur sp(x). 
A 

Donc si on veut obtenir un processus de type ARIMA (x ) tel que B., soit linéaire et continu 
Z tel A 

sur sp(x) il faut choisir les conditions initiales en dehors de H(y). 

Cette dernière conclusion a un sens puisqu'il existe des processus ARIMA possédant un opérateur 

retard linéaire et borné. 

En effet considérons l'exemple simple suivant : 
2 

coit (>: ) le processus ARIMA, solution dans L (Q} de l'équation (T8 bis) x - x . * a , Z tel t t-| t 
2 

correspondant à la condition initiale x e L (£2) de norme unité et orthogonale à tout a , ¥ t e Z 
(où (a_) est un bruit blanc donné de L2(ft)) tel que |a. | 0 ~1 ¥t e ?D • 

Z tel l L 2(W 

On sait alors d'après le lemme 3 et la remarque précédant ce lemme que l'opérateur retard B Y du 
A 

processus (x ) est linéaire. Il nous reste à montrer que B est borné i.e. 
Z tel X 

3 M > o / ¥ n e sp(x) |B (n)| 9 * M 9 

l/(fi) l/(fl) 

a) cons idé rons d ' abord l e cas simple où 

n ~ X x •+ u x = Xx + y (x + a. + . . . + a ) pour ne3N ; X,y e 1R o n o o 1 n 

Bx(n) = >x_j + y xn_2 = X (xo - ao) + y(xQ + aj +...+ a ^ ) 

d'où !n,|2 = (X + y ) 2 + ny2 

L (fi) 

I 2 „ . ..,2 . , 2 . , 1X .2 \K ! 9 - (X + y)" + r + (n-1) y 
l/(fi) 

7 1 
si X = o il est trivial que |B n| 9 - M 9 

* l/(fi) l/(fl) 

si X * o, i] nous faut chercher une constante M > o telle que 
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I V ' ! 2 , s M ' r ' i 2 9 <îœ> (X + ^)2 + *2 + (TÎ"° y2 ~ M [(X + y > 2 + n^2] 

(•21) 

(•22) 

<«> y2 [M(n + 1)- n] + X2(M-2) + 2 Xy(M-l) > o 

<==> (^)2 CM(n+l)- n] + 2 (̂-) (M-l) + M-2 > o 

^our montrer J.1 inégalité (T22) il suffit de choisir M tel que le discriminant A' de (V22) soit 

négatif 

or A' - - n M2 + 3 n M + (l-2n) 

et le discriminant A du trinôme (en M) A' est A = n(n + 4) > o 

i n - / n (n+4) + / l T T 
Donc à* admet 2 rac ines M 

1 2n 
et M„ telles que si M> M9 alors A' < p 

or M 2 < j = 3 

Donc il suffit de choisir M = 3 pour que l'on ait |B n| 9 ^ M|n| 9 
i/ (tt) IT (tt) 

Notons que pour la valeur M = 3 la relation (T2\) devient 

(•23) y2(2n + 3) + X2 + 4 Xy> o 

b) cas général : ¥ nesp(x) on peut toujours l'écrire sous la forme suivante 

* - 6k X - t ] . . . - t , + " " + 62 X-t ,"t, + 91 X-t, + X° Xo + h V X2 Y < - + XnV*V-** 1 k 1 2 1 1 1 2 1 2 n 

pu 6- , X-, e 3R ; t . , t , e 3N* j = l , . . . , k j ' = o , . . . , n 

donc 

r, = 0, xo - V ' ' - a - t r . . - t k * .J +--"+ 62[Xo ' V - a - t r V l j + x -a o o •-v) 

>,(• 
+ X x + X, x + a. + . . . + aft o o 1 [ o 1 £ J * >4 X o + V - - - + % + 3<l] + l + - " * » 4 l + £j +"- + 

+ X x + a. + . . . + an ^ A rt n o 1 £. + . . . + £ 1 n 
d foù 

Bx(n) - ek 

+ X 

x - aA o o 

x -> a 
o o 

+ X , 

a ^ I + . . . + 60 x - a - • • • - a + 8 , 
-t} tfcJ 2^o o -t,-t2J 1 

x - a • - • • • - a fc 

o p - t 

k + v - - - + a t r i ] + x2 x + 3 . + . . . + 3 . . + . . . + art . ^ „ 
o 1 fcj-1 Jlj-1 + £2 

1 

+ . . 

.+ X x + a . + . . . + a, . A A n n o 3 £ . -1 + , . . + £ 1 n 

par conséquent 

M 2 9 " \Xr, + 6. + - . . + 6- + A. + . . . + X̂  

L2(tt) 1 ° ] k ] 
A.+ . . .+ X 1 n h + V " - + X

n 
2 2 

^ n n 

• ce,*. . .* ek)2 (t,) + ( e 2 + . . . - e n ) 2 t2*...* e2 tk 
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f x = <xo + e, + . . . + ek> 
en posant \ 

[ U = (Xj + A2 +...+ ?n) 

l^\2(Q) =(A+y)2+ V2î)+CX2+...+ A n )
2 ^+...+ X2 £ n +(6. + ...+ 6 k )

2 t,+ (82+..+ (ijtf,..+ 9* ^ . 

JB,.(n)i2, = (X + u ) 2 + x2 + u2(i.-i)+(x,+ ...+ x n )
2 *,•....+ x2 t + (9.+..,+ e . ) 2 t, + 

A ' L 2 ( n ) 1 2 n 2 n n I k l 

+(e 2 +. . .+ ek) t 2 + — + e 2 t k • 

on a bien la relation |BY(n.) | < 3 |n| 9 

X L2(tt) i/(tt) 

car cette relation s'écrit : 

(X + y ) 2 + X2 + y 2a i-l) + (X9+...+ X n )
2 fc2+... + + X 2 &n + (6j + ...+ 9 V )

2 +...+ 62 tfc < 
< 3 [(X + y ) 2 + y 2 U j ) + (X? + . . . + X R ) 2 * 2 + . . . + X2 * n + ( 6 , + . . . + G k ) 2 t k + . . . + 6 2 t f c ] 

c e t t e i n é g a l i t é équivaut à la su ivan te 

y 2 (2£ , + 3) +X2 + 4 Xy + 2 [ ( X 0 + . . . + X ) 2 JL + . . . + X2 il + (6 , + . . . + 6. ) 2 t . + . . . + 0 2 t . ] > o 1 p 2 n 2 n n 1 k l k k 

or d ' a p r è s (T23) on a y (2£ + 3) + X + 4 Xy > o 

d'où l e r é s u l t a t . D 

Je tiens enfin à exprimer mes sincères remerciements à Monsieur Le Professeur ETTINGER P, 

de m'avoir signalé la relation entre les conditions initiales [2,1] et la linéarité de B et 

de ir.'avoir incité à étudier l'existence de processus ARIMA ayant un opérateur retard 

linéaire et borné. 
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ABSTRACT 

The présent work is mainly concerned to study the nature of the shift operator B of ARIMA 

processes. It is concluded that the ARIMA processes are unlinearisable (theorem 1). The 

shift operator S„ of such processes cannot be linear and normed by a value inferior to one 

(theorem 3). A}so it is revealed that r,he nature of B (linearity or linearity and bounded 

ness) is strongly dépendant on the choice of the prevailing conditions of such processes 

(theorem 4). 
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