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Résumé : hiouà donnons unz intzn.pn.ztati.on en ietmei dz rnivûirUsation de VinznZLz 

zt en tznmes de minimucrfion de distances zntnz vaniables alzatcines de Vanalyse. 

de covaniances panXieJUes. La dz{iniJtion ainsi obtznuz pznmeX de iaiKz la àynthzàz 

de mzthodeï appanzmmznt ionA diUznzntes. Nous abondons les pnjoblzmes de nzpnzàzn-

tations liés à ce type, d'analyàz. Panmi les difâznzntes utilisations po&*ible,!> de 

ceXtz mzthodz, nous nous intéressons tout paruUcuJU.zx.2me.vit au cas des sznies chro

nologiques . 

Abstract : This papeA gives an intznpneXation oh panXial covanÀancz analy&is using 

two di^eAznt minimisatlons : on onz hand Kandom vaniablzs distance.*,on thz otheA 

hand inznXia. The 60 obtainzd dziinition iiXs up a synthèses o£ a pnion.L vzny di$-

^eAznt mztkods. Rzpnzszntation pnoblemà In touch with this kind o& analyâis axz dz-

veloppzd. Timz sznies OKZ épzcialZy foccuszd among thz diUznznt possible uses O$ thz 

pneszntzd mztkod. 

Mots clés : analysz des donniez - analysz zn composantes principales - séAies cimo-

nologiques - analysz de covaniances panZlzlZes. 

http://intzn.pn.ztati.on
http://paruUcuJU.zx.2me.vit


0 - INTRODUCTION 

L'analyse en composantes principales d'une variable aléatoire est la recher

che du sous-espace affine, de dimension donnée, qui minimise l'inertie. Le vecteur 

origine du sous-espace affine, qui est le centre de gravité du nuage des individus, 

peut être considéré comme une première approche de ceux-ci, approche qui est identi

que pour tous les individus. Afin de prendre en compte une éventuelle information 

supplémentaire concernant les individus, il peut être intéressant que cette appro

che soit fonction des individus. C'est-à-dire que l'origine du sous-espace affine 

sur lequel un individu donné est projeté, dans un but de représentation, dépende de 

celui-ci. Ainsi, dans le cas particulier où "l'information supplémentaire" serait 

fournie par une variable qualitative, l'origine serait fonction de la modalité pri

se par l'individu. L'objet de cet exposé est l'étude d'une analyse basée sur cette 

idée. 

Nous la définissons en nous appuyant sur un exemple introductif. pour lequel 

une telle analyse s'impose d'une façon naturelle,afin de tenir compte d'effets de 

niveaux. La méthode obtenue permet d'éliminer l'influence d'un éventuel phénomène 

exogène, ce qui, mathématiquement, se traduit par le fait que la fonction des indi

vidus "origine du sous-espace affine" doit appartenir à un sous-espace de variables 

aléatoires donné. Elle apparaît comme une analyse des résidus, sa réalisation se ra

menant à une analyse des covariances partielles ce qui permet de donner à cette der

nière une interprétation en termes de minimisation de l'inertie qui nous parait ori

ginale. 

Tout comme cela peut être fait pour l'analyse en composantes principa les, 1 ' ana

lyse proposée peut être définie en termes de minimisation de distances entre va

riables aléatoires. 

Nous abordons également les problèmes de représentation liés à ce type d'analyse. 

Parmi les exemples d'applications considérés „ le cas des fonctions aléatoires 

est important. Comme cas particulier simple, on retrouve une méthode d'analyse des 

séries chronologiques due à J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus. 

1-1 - Exemple introductif 

On se propose d'analyser les résultats électoraux des 8 départements du Sud-

Ouest aux élections présidentielles et législatives de 1981. L'espace de représenta

tion des individus est R ^ , muni de la métique usuelle, la première (resp. la deuxiè

me ; resp. la troisième, resp. la quatrième) coordonnée correspond au pourcentage de 
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voix communistes (resp. de la gauche non communiste ; resp. de la droite ; resp. 

qui se sont abstenues). Les données ont été calculées à partir des résultats fournis 

par le quotidien "Le Monde" du 16 juin 1981. Ces calculs, par les regroupements 

qu'ils ont nécessités, peuvent, bien entendu être contestés;aussi accorderons-nous 

un crédit circonspect aux résultats. Nous pouvons envisager trois analyses en compo

santes principales (A.C.P.) centrées suivant que l'on considère les résultats des 

présidentielles, des législatives ou bien des présidentielles et des législatives. 

Pour chacune de ces trois A.C.P.9le poids des individus est proportionnel au nom

bre d'électeurs du département correspondant. 

Le tableau II et les planches I et II résument les deux premières étapes de 

chacune des trois A.C.P. Le premier facteur de la première analyse et le premier 

facteur de la deuxième analyse sont voisins et correspondent à une contribution à 

la variance très élevée. Ils réalisent une dichotomie "droite-gauche" très classique 

pour cette sorte d'analyse (cf [1] par exemple). Les combinaisons linéaires corres

pondantes constituent des indices politiquement très significatifs. De plus, les 

représentations des départements obtenues à partir des plans principaux sont sem

blables. Quant aux résultats de la troisième analyse, contrairement à toute attente, 

ils sont très différents : la quatrième coordonnée du premier facteur est très éle

vée. Cela s'explique par le fait que les taux d'abstentions sensiblement équivalents 

pour un même type d'élection, sont très différents d'un type à l'autre. Ainsi, la 

variable "abstention" a-t-elle une variance faible pour les deux premières A.C.P. 

et beaucoup plus forte pour la troisième, ce qui se traduit dans l'expression du pre

mier facteur par un coefficient correspondant plus élevé. Quoiqu'il en soit, cette 

troisièmeanalyse présente peu d'intérêts pour le politologue ; de plus, on peut re

gretter cette dissemblance entre analyse globale et analyses partielles. L'un des 

buts de l'analyse que nous étudions dans ce texte est de tenter de remédier à cet 

inconvénient. Pour cela, nous commençons par reformuler le problême précédent,ensui

te nous 1'étudions dans un cadre plus général. 

Si l'on désigne par Z] (resp.E,,) l'ensemble des individus " départeme-nt-

présidentielle"(resp."département-législative"), la première (resp.la deuxième ; resp. 

la troisième) analyse concerne les résultats de l'ensemble E (resp. E- ; resp.E=E uE )-

Notons Vj (resp. V^ ; resp. V) la matrice de variance-covariance associée à la première 

(resp. la deuxième ; resp. la troisième) A.C.P. et Mj (resp. M„ ; resp. M) le centre 

de gravité de l'ensemble correspondant des individus. Nous avons, avec des notations 

évidentes, d'après une relation bien connue liant la variance totale aux variances 

intra et inter, l'égalité matricielle : 



2 2 
V = l 4" V. + l 4 ' ( M - M . ) t ( M - M . ) . . . 2 i . . 2 î i 

1=1 i=l 

A Désignons par X l 'appl i ca t ion de £ dans 1R qui à un individu e associe le point 

représentatif de c e l u i - c i dans JR . Nous savons (c f [2 ] ) que les k (k<4) premières 

étapes de l'A.C.P. centrée de X sont, avec des notations évidentes, la 

A.ccûutC'ie d'un Htànznt k de K e-t d'un -ioas-eijjace ti c^ done^-tcn fe -tixria^t 

ntcruwat I JJ d^(X(e), h+U) 
ec£ L 

On cherche donc un sous-espace aff ine (h+U) te l que la projection des points repré

s e n t a t i f s des individus sur c e l u i - c i donne une image de ceux-ci la plus "représen

tat ive poss ib le" (on s a i t que h-M). D'après ce qui précède (premier facteur de la 

première A.C.P. e t premier facteur de la seconde vo i s ines , contributions corres

pondantes à la variance é l e v é e s ) , i l e s t c la i r que V et V sont peu d i f férentes , 

donc l 'oppos i t ion entre l e s deux premières A.C.P. et la troisième, ou bien encore 
2 1 £ 

entre V , V et V provient du terme £ y(M-M.) (M-M.) c 'es t -à-d ire de la differen-
\ L £ _ J / 1 1 

ce entre l e s centres de gravité M et M„ . D'où l ' idée de projeter les individus 

sur des sous-espaces af f ines d'or ig ines différentes suivant qu ' i l s appartiennent à 

E ou à E». C'est ce t t e idée , a priori simple et classique pour le praticien^que 

nous proposons de développer en essayant d'y donner un fondement théorique. Dans le 

cas par t i cu l i er c i -des sus , on e s t a ins i conduit (pour les k premières étapes) à la : 
nzcheAchz dz [h.,h») de K * K e t de U SQU$-ZS}XLCZ de dùnzyTSion k nzndant 

niinijnal I pa d 2 (X(e ] , h.+ U] + L pa d2(X(e) ,h9* U) . 
ec£ î

 e ' c t E 2 " L 

Si l 'on note P la mesure de probabi l i té sur (E ,>(E) ) induite par la pondération 

des indiv idus , on peut écrire : 

Z pe d 2 (X(e) , h.+U) 
eeE. 

d 2(X(e) , h .+U) dP(e) (pour i - 1 , 2 ) . 

E. 
i 

De plus , comme i l y a correspondance biunivoque entre l'ensemble des couples (h . ,h 2 ) 
4 4 

de JR e t l 'espace vec tor ie l G des variables a léato ires (v.a) à valeurs dans 1R , 

constantes sur chacun des sous-enserables E et E„, la méthode précédente (pour les 

k premières" étapes) e s t la 

nzchznchz dlun Hzmznt g dz G eX d'un sous-zspacz U de K de dimejision k 

inuiùnlsant [ d Z (X(e) , g ( d +U}dPic). 



Ce dernier problème, que l'on résoud dans le paragraphe suivant et dont on montre 

que l'analyse qu'il définit répond à nos aspirations en ce qui concerne l'exemple 

introductif, se prête à diverses généralisations : 

- au lieu du sous-espace G, ensemble de v.a. vectorielles dont les composantes sont 

des v.a. {<J> ,E , E^, E }-mesurables, on peut considérer un sous-espace de v.a.-

vectorielles dont les composantes appartiennent à un sous-espace S donné de v.a. 

réelles (à titre d'exemples, visant des objectifs différents, S peut être le sous-

espace engendré par une famille de v.a. ou bien par une famille d'indicatrices ou 

encore l'orthogonal à ce dernier), 

•l'espace probabilisé de référence (E^ o (E) , P) peut être quelconque et, en particu

lier non nécessairement fini. Généralisation qui n'est pas un simple exercice de 

mathématique car la modélisation de phénomènes physiques fait souvent appel, d'une 

façon naturelle, à de tels espaces. Certes, même dans ce cas, la mise en oeuvre 

pratique de l'analyse nécessite de se cantonner au cas fini, mais alors cela néces

site une "approche" de l'analyse "théorique" et il faut bien que cette dernière 

soit définie d'une façon correcte afin de pouvoir appréhender convenablement le 

problème de convergence sous-jacent à l'approximation. Notons également que l'espace 

probabilisé peut être un espace produit, ce qui permet d'envisager le cas des fonc

tions aléatoires. 

- enfin, on peut considérer des v.a. hilbertiennes ce qui englobe le cas particulier 

important où les v.a. sont à valeurs dans 3RP muni d'une métrique euclidienne quel

conque. 

Les objectifs que nous nous sommes fixés et leur diversité nécessitent que nous 

nous placions dans un cadre quelque peu théorique. Nous nous apercevons que l'on 

obtient ainsi une formulation commune pour des problèmes divers, nous en examine

rons certains au niveau des applications, nous retrouverons ainsi parfois des ana

lyses connues mais dont les fondements théoriques n'étaient pas toujours, du moins 

à notre connaissance, très clairs. 

2 - S-ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES 

2.1 - Notations et rappels 

Tous les espaces de Hilbert considérés sont réels et séparables. Lorsque U est un 

sous-espace fermé quelconque d'un espace de Hilbert, on désigne par P le projec

teur orthogonal sur U et par U1 le supplémentaire orthogonal de U. 



Dans la suite de ce paragraphe, -M> désigne un espace de Hilbert, muni de sa tribu 

borëlienne, et n une mesure bornée définie sur l'espace mesurable (E,<* ). 

Nous savons que l'espace de Hilbert L (E, f ,n)® rc" est identifiable à l'espace 
2 2 %J~ 

a„(L (E, ?,n)Jt) des opérateurs de Hilbert-Schmidt de L (Ej.^.n) dansX •' nous 

ferons fréquemment par la suite cette identification. / « 

k 2 —. V L ("**" ) > ^ 
Si i est un élément quelconque de L (- ), l'application * = { r 

( y —> I y(e)jf(e)drt(e) 
E 

Jf 

e s t un opérateur de Hilbert-Schmidt dont l 'adjoint } est défini par * 

( ? * h ) ( e ) - < 1 (e ) ,h > (pour tout (h,e) de 3? * E) 

L'appl icat ion J 
L # < / ) — >a2(L

2(t*) J£) 
est une isométrie 

Remarquons que, pour toute sous-tribu .0 de 2* , on a : J ( L ^ ( 3 ) ) = °2^L (;'3)*^)* 

Dans le cas particulier où (Ef?//) est un espace probabilisé, l'A.C.P. non centrée 

d'unev.a. hilbertienne ï est obtenue (cf C3])par l'analyse spectrale de l'un des 

opérateurs : 3f , } » 2 ° X ou ï © )f , 

2.2. Définition de la S-analyse en composantes principales. 

Y 2 -r* 2 —• 
Soient X' un élément de Lai?(^ ) et S un sous-esapce fermé de L (<* ). On note G 

2 , -1 2 .-/ 
l'image dans L. • ) par '"3" du sous-espace fermé S ® à£ de L (t'̂  ) ® ^ . Il vient, 
avec les convei^ - :.s de notations définies au § 2.1., la : 

* 
Proposition 1 : Si £ est un éJLémznt dz G eX U un sous-espacz dz 3£ dz dlmznsion 
k, l'application 

( E ——> "R -r* 
\ n est s* -mesurable et n -intzgnablz ; de plus, on a 
lz > dù[%[z),h[z)+ll) 

VzgaliXz ; 

f <*2(* kU(e)*U)dn(e) - | | Ï - P 6 * \\\ „ -<ï -?GÏ • X - »"gXVu >z 

je 

* On peut se procurer la démonstration de cette proposition en s'adressant à 

l'auteur. Il en sera ainsi pour toute proposition qui dans la suite du texte 

sera précédée d'une astérisque. 
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Bien entendu, d ( . £ ( e ) , f(e)+U) est la distance, dans 5^ , de A (e) au sous-espace 

affine d'origine f ( e ) et paral lè le à U ; quant aux notations || || » et 
l r f ( ' r ) 2 

< , >„ 9 e l l e s désignent respectivement la norme de l 'espace de Hilbert L ^ ( ^ ) 

et l e produit scala ire sur l'espace de Hilbert des opérateurs de Hilbert-Schmidt. 

Ce résultat nous permet de poser la : 

Définition : On appeJULz S-analyse zn composantes principales dz X Vanalysz dont 
les k premières étapes sont la recherche d'un élément i de G et d'un sous-espace U de 
dimension k dztâ tzls quz la quantité f dZ [ X (e), (J(e) + U)dn(e) soit minimale. 

Notant I À. h. ® h. la décomposition de Schmidt de l 'opérateur £ - P. ¥ ° jf -P ï * 
i € I L G G 

et U*k le sous-espace engendré par h . , . . . , h , , nous savons (cf [ l ] p. 14) que : 

espace U de JV de dimension k. 

f étant un élément quelconque de G, la proposition 1 permet d'écrire : 

J d2(ie,f(e)+U)dr,(e) = | | I - P G * | | 2 - < î ~ ^ î . ï~^p-ï*,P > 2 + ||P ±» (PG*-f) j |2 , 
E U 

| d 2 ( ï e , ( P G X ) ( e ) + U k ) d n ( e ) * | | Ï - P G * | | 2 - < X^X • F ^ P g X * ^ > , 
E k 

ce qui, compte tenu de l'inégalité ci-dessus conduit à : 

J d2(ï(e)jCPGï)(e) +Uk)dn(e) < f d
2( *(e),f(e) + U)dn(e), il est donc clair que : 

E E 

la réalisation des k premières étapes de la S-A.C.P. de X est obtenue à partiA 
des k premières étapes de VA.C.P. [non centrée) deH -PQ!E ; quant à Vélément 
optimal de G c'est Pç7E , projection de X sur G. 

Le schéma de dual i té associé à cet te A.C.P. est l e suivant : 

V = P G * o PG3T 

w = P T * O p^Y 
G 1 G 1 



L'analyse que l'on propose est une généralisation de l'A.C.P. centrée : dans le 
2 

cas particulier où S = L ({<f),E}), tout élément de G est à valeurs constantes dans 

3*1 et la S-A.C.P. est alors, d'après la définition, la recherche d'un sous-espace 

affine optimal. Ceci nous permet de voir la différence entre A.C.P. centrée et 

S-ACP (lorsque S est quelconque) d'une façon claire : 

- l'origine du sous-espace affine sur lequel on projette les éléments du nuage 

est dans le premier cas indépendante de l'élément considéré, 

- elle en est fonction dans le cas de la S-A.C.P.. 

Ainsi la S-A.C.P. apparaît comme une analyse en composantes principales qui per

mettrait d'exploiter une "information supplémentaire" relative aux individus, in

formation dont l'expression mathématique serait le sous-espace S. Certes, l'analyse 

que l'on propose peut-être considérée comme une analyse résiduelle ; l'A.C.P. de la 

v.a. P % , mais la définition que nous en donnons a le mérite de mettre en va-

G1 

leur le rôle joué par 1'"information supplémentaire", c'est-à-dire par le sous-

espace S ; il en est de mime pour la nouvelle approche que nous en donnons au para

graphe suivant. 

2.3 - Une autre approche de la S-A.C.P. 

On sait (cf. [l])que les k premières étapes de l'A.C.P. (non centrée) d'une v.a. 

X reviennent à chercher l'opérateur de rang k le plus proche de JE dans 
2 2 2 

a (L (? ),JI€ )» ou encore -utilisant l'isométrie entre cet espace et L ^(lL ) - à 
2 ^ 

chercher k couples (Z., W.) (i=l ,2,... ,k) de L ( * ) x .K de sorte que r Z. W. soit 
1 2 i-1 

le plus proche possible de $- (au sens de la norme de L^g (? )). Nous allons établir 

une propriété analogue pour la S-A.C.P.. Pour cela, désignant par H. et H? deux 

espaces de Hilbert, F un sous-espace fermé de H., nous utiliserons les résultats 

suivants : 

* 
Proposition 2 : si T est un opénatzur dz Hilbert-Schmidt de H dduô H„ et 
l u - e- ® ^ - la décomposition de Sckmidt de T ° P t , aloxh, pour tout l/ de 

-tel F 
C ^ I H J , ^ ) et tout opérateur. L dz rang k de H. danb H„, on a Vinégalité : 

k 
| | T - ( T . P + L u . e- «g - J i ! < \\T- (I/-PF + L)\\ 

r i=l * * * 2 

* 2 - - - ^ Z 
Lemme : Peur tout y dz L^-L" ), l'image PQtj dz PQy dans a^ (i-l-r ! ,./"J f i t i'upéia-
teur y ° Pc. 



Grâce en particulier au lemme, il vient 

La décomposition de Schmidt L \ . x. ® h. de JE - P_ï est donc aussi celle de 
i e I i i i G 

X o P 
S"1 

2 -s k 

Pour tout k-uple ((l} ,Wj ) , . . . , &k>\)) d'éléments de L (/) xj£t £ Z.® W. est un 

opérateur de rang k ; en utilisant la proposition 2, on a donc, pour toute v.a. 

hilbertienne y de G : 
k „ k 

H * ~ ( Ï ° P S + . Z * i x i ® h 0 \ \ 2 - H f - Q / o P s + Z Z i ® W i > I L , s o i t encore 
i=I i« 1 l 

(cf. lemme) : 
_ k „ k 

l l l - f f G ï + . f * i x i s h i H * l l ï - ( P G t f + . r Z i e W i > H 2 • 

Comme 5 ( x i ® h i ) * x ^ et 'J" (Z i ® W ) = Z i W., c e t t e i n é g a l i t é s ' é c r i t dans 

p ( c - ) : 

i i r - ( ? G * + i x. x.h.H < n ; f - ( P G { / + i z.w ) H - | | I - ( * + z z w ) n 
i-l i=l 1=1 

L f e ( ' - ) 

d'où la '.: 

Proposition 3 : Les k première,* étapes de la S-A.C.P. de la v.a. X peuvent être 

définies comnz la recherche d'une v.a. y dz G et dz k éléments (Z.,0/;),..., (Z. ,£i'. ) 

dz L (5* ) x ^ tels quz y + S Z; w. 40^ £e plus proche possible de Jt dans 

Cette autre approche, surtout intéressante pour l'analyse de fonctions aléatoires, 

permet de mieux cerner le.rôle joué par le sous-espace G. De plus, elle met en évi

dence la décomposition obtenue ; en effet, nous avons : 

A. x.. w n. j soit encore aans / 
ici 

X = ?rX + Z \ . x. h. . 
G UI 1 x x 

Du fait que Z A. x. ® h. est la décomposition de Schmidt de 1» P , les corapo-
iel X X S 1 

santés principales x. sont orthogonales au sous-espace S. Ainsi, lorsque 1 appar-
E 

tient à S, les composantes principales x. sont centrées et sans corrélation avec 

un élément quelconque de S : elles donnent une description de 1 "dégagée" de l'in-

* * Prï
 + £ A. x. ® h. ; soit encore dans Lj^(^) 

^ L e I i i i *3 
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fluence due au phénomène sous-jacent à S, ce qui est bien confirmé par la 

remarque ci-dessous. 
2 

Remarque : si S * L (t0 ) où J5 est une sous-tribu indépendante de X f alors 

G * L | e O ) (cf* § 2.1.). La projection de H sur G est E^X , espérance condi

tionnelle de £ par rapport à Jî> . Or, ft étant indépendante de J , cette dernière 

est égale à Eï ; ceci est une simple extension au cas desv.a. hilbertiennes d'un 

résultat bien connu (cf. [5] p. 138) pour les v.a. réelles. Il est alors clair que 

l'A.C.P. centrée est identique à la S-A.C.P., ce qui paraît naturel car celle-ci, 

d'après ce qui précède, analyse ce qui est indépendant du phénomène sous-jacent à 

S, donc ici à ao , phénomène dont l'influence est nulle d'après les hypothèses 

faites. 

2.4. Pseudo-composantes principales et représentation des individus 

Les notations sont celles du paragraphe précédent. Il paraît légitime de représen

ter l'individu e par le sous-ensemble {A. x.(e)}. de H, mais alors, contrairement 

à ce qui se passe pour l'A.C.P. classique, les distances ne sont plus respectées 

c'est-à-dire que pour un couple (e,ef) quelconque d'individus la quantité 

Z (A. x, (e) - X. x.(e')) peut être différente du carré de la distance de X (e) a 
iel X x x x 

ï (e'). C'est pour pallier un tel défaut que nous introduisons la ;: 

Définition : nous appelons i pseudo-composante pnindpale la v.a. réelle 

On montre facilement que, pour tout i de I, C. est l'image de h. par JE . Sans res

treindre la généralité on peut supposer que {h.}. est une base orthonormée de 
rï/T- ^ 1£ A 

fù (certains A. étant éventuellement nuls) et dès lors (cf. [l])on a : 

J - Z (* h.)®h. soit 1 = Z C. ® h. , ce qui transposé dans L ^ ( ? ) donne : 
iel l x iel L L * 

J - Z C.h. ou bien encore Jf(e) = Z C.(e).h., pour tout e de E. Il est donc 
ici X iel x X 

clair que la représentation à l'aide des pseudo-composantes principales conserve 

les distances en ce sens que, pour tout couple (e,e') d'individus, on a : 

d 2 C X ( e ) , * (e')) = Z (C.(e) - C,(e'))2 

iel X 
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2.5. Le cas de l'exemple introductif 

Revenons à l'exemple introductif et choisissons pour sous-espace S l'ensemble 
2 

L ({<j),Ej,E2,E}) des v.a. vectorielles constantes sur chacun des E.. Ile sous-espace 

G est L ^ ({¢,Ej,E2,E}}. La S-A.C.P. de X est bien, d'après sa définition, l'ana

lyse que nous avions projetée de réaliser au paragraphe 1. Sa réalisation, comme en té

moignent le tableau II et la planche III, répond bien à nos souhaits. Notons que 

la représentation à partir des pseudo-composantes principales (cf. planche IV) 

donne une idée correcte de l'évolution des départements d'un type d'élection à 

l'autre : forte poussée abstentionniste . 

3 - LES APPLICATIONS 

L'objet de ce paragraphe est l'étude de quelques exemples d'applications de la 

S-A.C.P., c'est-à-dire l'examen des analyses obtenues lorsqu'on effectue tel ou tel 

choix pour le sous-espace S. Ces applications peuvent se classer en deux grandes 

catégories selon la nature de l'espace mesuré de référence : cas des variables 

aléatoires ou cas des fonctions aléatoires (espace produit). 

3.1. Cas des variables aléatoires 

Dans ce paragraphe X est une v.a. définie sur l'espace probabilisé (fl,&,P) à va

leurs dans un espace de Hilbert H et de norme carrée P-intégrable. 

3.1.1. Analyse des covaniances partielles 

Nous désirons analyser X après l'élimination de l'influence des "variables exogènes" 

Zj.-'fZq* qui sont des v.a. réelles de carré P-intégrable. Pour cela choisissant 

S - vect {Zj Zq} , sous-espace de L (&) engendre par ZJf...,Z , nous propo

sons d'effectuer la S-A.C.P. de la v.a. X. Notant Z l'application 

In—> *q 

{ ai > (Zj (w) f # . . f Z (w)) , qui de toute évidence es t une v . a . à valeurs dans l ' e s 
pace de Hilbert Kq (muni de la métrique usuel le) de norme carrée P- intégrable , i l 
vient la 

Proposition 4 : U -joiw-wpace G, -image de. S«H dam, L £ ( S ) , ut l'zn&emblz du 
élémznti pouvant 4e meXtAz ioui la lonmz <f . Z ou <f zitunz application UMÎMAZ 

de K** dam H. 
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Et donc l e s k premières étapes de la S-A.C.P. sont la 

recherche de l'application linéaire *¥ et du sous>-espace U de dimension k de H 

minimisant f dZ[X[a)), f ( il. M , . . . , Z (ai) ) ]+ U)dP(aj). 

Cette analyse est l 'A.C.P. de la v . a . X-P_X dont l'opérateur de covariance, avec 
G ..j 

les notations que 1 on a adoptées au S 2.1. et compte tenu du lemme du § 2.3.,est 

L'opérateur P , étant l'opérateur qui effectue la projection de tout élément de 

2 S % 

L ( â ) sur le sous-espace orthogonal au sous-espace engendré par Z.,...,Z \ il est 

clair que l'on obtient l'analyse des covariances partielles telle que celle-ci est 

définie en [4] page 300. Le fait de considérer cette analyse comme une S-A.C.P. 

permet de l'interpréter en termes de minimisation de l'inertie, ce qui à notre con

naissance n'a pas été fait jusqu'à présent. Cela permet également de mieux cerner 

le rôle joué par les variables exogènes et éventuellement d'envisager quelques va

riantes. Ainsi, dans l'hypothèse où la linéarité traduit mal l'effet des variables 

exogènes sur X, on peut choisir pour sous-espace S l'espace L (/8) où Sb est la 

sous-tribu engendrée par Z ; G est alors L (&) et est isométrique à L
H(

1Rq»SIRq>Pz) 

g étant la tribu borélienne de K q et P_ la probabilité image de P par Z, par 

l'application 

( ^jt^^q) > L„(S) et donc les k premières étapes de la S-A.C.P. 

(f _ > f. 'Z 

sont la 

recherche de l'élément *f de Lu[ 3b J et du sous~espace U de dimension k de H 

d 2 ( X [ w ) , Vj> ( ( Z ( u > ) , . . . , Z U ) ) + U ) d P ( c o ) . 
Q ' q 

Remarque : dans le cas particulier ou Z. = L Z = 1_ , {B.,...,B } étant 
— — — 1 B. q D 1 q 

une partition de fi , Jj , sous-tribu engendrée par Z fest également la sous-tribu 

2 

engendrée par la partition {Bj,...,B } . Dès lors, L (3b) est le sous-espace en

gendré par Z.,...,Z et donc les deux analyses précédentes sont confondues. On 

obtient une analyse qui permet de prendre en compte une partition de la population, 

ce qui dans la pratique est parfois une exigence très naturelle. Les composantes 

principales fournissent une description des différents lots dans un sous-espace 

commun. Si l'on désigne, pour tout i de {1 q} , par V. l'opérateur de cova-
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riance associé à l'A.C.P. de Xi , analyse par t i e l l e qui prend en considération 

uniquement les individus de B. , un simple calcul nous fournit l e s é g a l i t é s : 

v< " J i Vi + J i F ( , i } ( E X " ^ T j x d p) * [E*-?èr71 XdP) 
B. * B. 

q 
et V= Z V. 

i-1 * 

où V£ est l'opérateur de covariance de la v.a. X-EX. Ces relations traduisent les 

liens existant entre les facteurs principaux des différentes analyses possibles, la 

première lie d'une façon classique la variance totale aux variances entra et inter. 

L'exemple introductif est une application d'une telle S-A.C.P. . 

3.1.2. Analyse sous-contraintes. 

Soit ft une sous-tribu quelconque de <5t . En [l] est étudiée uno "analyse en compo

santes principales sous contrainte de <£> -mesurabilité" qui se ramène à l'A.C.P. de 

la v.a. E^X. La S-A.C.P. permet de retrouver cette analyse lui donnant ainsi une 

nouvelle interprétation. 

En effet, choisissons pour sous-espace S l'orthogonal de L2(ft), on vérifie facile

ment que la S-A.C.P. de X nécessite l'A.C.P. de la v.a. E S X , c'est-à-dire l'A.C.P. 

sous contrainte de % -mesurabilité de X ; les k premières étapes de celle-ci sont 

donc la 

recherche de la v.a. hilbzrtienne i de norme carrée P-intzgrablz, d'espérance 
conditionnelle par rapport à 5b nulle, et du sow-espace U de H de dimension k 
minimisant J d2(X(w), rf(u) + U)dP(uo). 

3.2. - Cas de fonctions aléatoires. 

Soient (T,Ç,y) et (Q,<a ,P) deux espaces probabilisés et H un espace de Hilbert. 

Une fonction aléatoire hilbertienne (f.a.h.) est un élément quelconque de L 2 « 5 ® 5 ) . 

Soit X un tel élément, il nous arrivera dans la suite de cet exposé de désigner la 

f.a.h. X par (Xt)tfiTfoù ^ est l'application partielle X(.,t) (qui appartient à 

LH(Gf)). Une f.a.h. étant une application mesurable (définie sur (fixT, Q ®Ç,P«y)) 

peut, du point de vue formel, être considérée comme une v.a. hilbertienne. Le but 

du i 3.2. est l'étude de diverses S-A.C.P. que l'on peut ainsi obtenir. Ces diverses 

méthodes nous permettrons de résoudre certains problèmes liés au temps ; en outre 

le fait qu'elles soient des S-A.C.P. facilitera leur comparaison. 
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3.2.1. La S-analysz zn composantes pnincipaleb pour résoudxe un problémz dz 

centrage. 

Pour analyser la f.a.h. X, nous avons proposé en Ci] de faire l'A.C.P. de la 

/ -x w ,_N • En analyse des données, il (w,t)->- X(u),t) J 

est souvent intéressant de procéder à un centrage préalable des ̂ variables, ici nous 

avons deux possibilités : ou bien centrer la "variable aléatoire" X, ou bien centrer 

chacune des v.a. X . Nous allons voir comment la S-A.C.P. apporte un élément de 

réponse à ce problème de choix. 
2 2 

Prenant S = L ({¢,0} ® Ç ) , G est donc L„({4>,fi} ® £) et la projection de X sur G est a 

/fixT + H 

aléatoire" JfixT-*-H . On obtient ainsi le deuxième type de centrage indiqué 

l'application t , N ™ . Le S-A,C.P. de X est alors l'A.C.P. de la "variable 

s" (flxT-»-H 
1(«.t)*X(d),t)-EXt 

ci-dessus. 

D'après la définition de la S-A.C.P., les k premières étapes de cette analyse sont 

la recherche de l'élément h de G et du sous-espace U, de dimension k, de H minimi

sant d (X (u)),g(ui,t)+U)dP®u(w,t). L'élément h de G étant {<j),fi} ® Ç -mesurable, 
ftxT 

l'application partielle h(.,t) est {¢,0}-mesurable c'est-à-dire qu'elle prend une 

valeur constante que l'on notera f(t) ; quant à h(w,.) elle est Ç-mesurable. Par 

{T -*• H 2 

f, . appartient à L (£). Utilisant le théorème de 

Fubini, l'expression à minimiser peut se mettre sous la forme 

d (Xt(a)),f(t)+U)dP(w) dy(t) ou bien encore ^ ( M + U dU(O t si l'on désigne 

T Q T v 
t 

l'inertie du nuage X (U) par rapport au sous-espace affine f(t)+U par If/t\+iT • 
Et donc : 

les k premières étapes de l'analyse de la tf.a./i. W J ^ j proposée sont la recher

che de i appartenant à LW(Ç) et du sous-espace U, de dimension k, de H minimisant 

T 

Dans l e cas où T, représentant le temps, es t une partie de 1R s i l 'on suppose que 
2 l ' i n j e c t i o n canonique de T dans K appartient à L (Ç) ^le fa i t qu'une composante 

2 pr incipale quelconque (y ) (élément de L (G®£)) so i t orthogonale à S (cf .§ 2.3) 

implique q u ' i l y a i t absence de corrélat ion entre (Ey ) _ et l e temps ;c 'es t -à-d ire 

que : j ( t - t ) (Eyt - Ey t)dp(t) = 0 (avec t = tdu(t) et Ëy t = E y c d u ( t ) ) . I l semble 
T T T 
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donc, dans la mesure où l'on souhaite que les facteurs soient "dégagés" de l'in

fluence du temps, que le deuxième type de centrage est le plus intéressant. 

On peut formuler d'une façon analogue à ce qui vient d'être fait l'analyse corres

pondant ou premier type de centrage : c'est l'A.C.P. centrée de la "variable aléa

toire" X, donc la recherche, pour les k premières étapes, de l'élément l de H et 

du sous-espace U, de dimension k, de H minimisant d (X(w, t) ,£+U)dp ® y (w, t) , 
r X / 'û*T 

soit encore 1.^ dy(t). La différence entre les deux types de centrage apparaît 

T 
alors : dans un cas l'origine du sous-espace affine sur lequel on projette les 

éléments du nuage X(îîxT) dépend du "temps" (si T représente le temps), dans l'au

tre cas elle en est indépendante. 

Remarque : dans [1]- est étudié un exemple pratique d'analyse d'une f.a.h'.. C'est 

le centrage correspondant à la S-A.C.P. examiné dans ce paragraphe qui a été adopté 

avec la représentation associée aux pseudo-composantes principales. De tels choix, 

motivés alors par l'empirisme, trouvent ici un fondement théorique. 

3.̂ .2. S-analyse en composantes principales et tendance polynomiale. 

Nous inspirant des travaux de J. Obadia, B. Prieure t et M. Tenenhaus (cf. [6] et [7]), 

que l'on retrouve ici comme cas particulier, on peut souhaiter que la projection PçX 

de X sur G-terme "ignoré" lors de l'analyse- ait une expression polynomiale. 

Moyennant un choix convenable du sous-espace S, nous allons voir qu'une telle analyse 

entre dans le cadre proposé. 

Nous supposons que T est une partie de Et et que, pour tout j de {0,J,...,n} , 

{ T • > Tî 2 

est un élément de L (£), ce qui entraine que 
k — > tJ 

tfj - { ' (^ tT"—f t j W « t i « t à L2({<J> fl}®Ç) . 
2 

Soit S le sous-espace de L «5® Ç) engendré par ^,^,,-..,^ .11 vient alors la : 

* 2 Proposition 5 : Le sous-espace G, image dans L (<3® Ç) de S®H, est l'ensemble des 
n 

f OxT N. u 

h.a.h'. du typz { n . où a , a.,,...,a. 6ont du êZzmznti quzlcon-
l {u.il —> i t?a- ° ] n 

S-o ' 

ques de H. 

Les k premières étapes de la S-A.C.P. de la "variable aléatoire" X sont donc la 
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recherche de n+1 éléments a0,a^...,a de H et du sous-espace U, de dimen-

f 9 n i 
sion k, de H minimisant d ( X ( w , * ) , Z t3 a.+ U)dP® y(u>,*). 

E l l e s sont également, d'après la deuxième approche donnée de la S-A^C.P., l a 

recneAcke de n+1 éléments aQ,...,an de H et de k éléments ( f / j ,^) , . . . , ( ^ ¾ ) 

de L2(ô®C)xH de sorte quel9*7 *H n . k soiA, au sens 
t (u,t) -* Z t5 a;+ Z y;[u>ft).h. 

de la norme de LÏ.{G. ® Ç], le plus pnoche possible de X. 

Cette dernière formulation met en relief le rôle joué par la tendance polynomiale 

(c'est-à-dire par G). Comme S est un sous-espace de L ({<pxQ} ® Ç ) Ues*fj apparte-

tenant à L ({<J),n}®£))S®Hest un sous-espace deL2({<p Q}®Ç)®H et G de L?({$,Q}«Ç). 
H 

Par su i t e P X peut être considéré comme la projection sur G de f ftxT+H » 
t (w.O+EX. 

2 
projection de X sur LH(<J),fi} ® Ç) . Vu la forme des éléments de G chercher la projec
tion de X sur G revient à chercher n+1 éléments a ,a,,..,,a de H minimisant 

o'I' ' n 
a 

|EX - Z tJa.||^ dy(t). Ce résultat met 
t ^=n J 

T 
en évidence le rôle de "résumé en moyenne" de la tendance polynomiale. 

f n ' 2 f n . „ 
||EX - Z tJ a. [j dp ®y(oj,t) = ||EX - Z t J a . | | dy ( t ) . Ce résuit 

JfixT c j - 0 J I t j - 0 J 

3.2 .3 . Liens avec l'analyse proposée pan J. Obadia, B. Priejuret et M. Tenenhauà 

Examinons maintenant la méthode d'analyse multidimendionnelle de sér ies chronologi

ques numériques proposée par J. Obadia, B. Prieuret et M. Tenenhaus (cf. [ 6 ] et [7 ] ) , 

Les ensembles Q e t T sont f i n i s , de cardinaux respect i f s m et q, et probabilisés 

par l ' équ iprobabi l i t é . X , . . . , X désignent p f . a . r ée l l e s et X (resp. Y) la f .a . h,-

à valeurs dans TR? (resp. 3RP ) , muni du produit scalaire habituel , déf inie par : 

X(w,t) * (Xjfcjj, t ) , . . . , X (u),t)Xresp. Y(w,t) = (X ( u , t ) , . . . f X (w,t) , t ) ) . Dans la suite 

de ce paragraphe, s i v e s t un élément quelconque ( v , , „ , . , v ) de TSr , nous convenons 

de noter (v ,v . . ) l 'élément ( v . , . . .v , v „, ) de 3RP . Notons H l'ensemble 
P"M J p p+1 t 

{v'= (v,t) ; ve3Rp} ; H est donc le sous-espace engendré par les p premiers vec

teurs de la base canonique de TR? , quant à H c'est encore le sous-espace affine 

(0,...,0,t) +H . 
o 

La méthode d'analyse des p sér ies chronologiques X . , . . J , X proposée par J. Obadia 

et M. Tenenhaus peut se formuler de la façon suivante : 
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Les k lk<p) premizrzb étapes sont la rzchzrchz 
+ ; n 

- dzn+1 élément* a'Q,...,a'n dz W tzls quz pour tout t dz T, Z tj a1. 
j=0 j 

appartienne à H. , 
- etdek éléments l* J#u}]... (yfe,n£) de LZ[^T) xmp+1 , {uj,...#u£} étant 

un système orthonormé de H , tels que 
n - k ^ 

Z \\Viu,t) - Z tj a> - Z y (uft)u'. ||* soU minimal. 
{w,t)€tt*T j=0 j i=] *• •*• -g?*1 

Notant, avec l e s conventions d'écriture adoptées, a'. « ( a . , a . ) e t u.' = (u. fi.) 
j 1 1 i i* i 

(a£ et û  appartenant à K p ) , nous pouvons écrire l 'express ion à minimiser sous 

la forme 

j n . n . k k 

/ / n -r m 7 l i ( x ( w ' t ) » t ) - ( z t J a ï > E t J c O - < 2 : y . t o , t ) u . , z y . < w , o e . ) Il2 

(oj,t)€fixT ™* j^o J j=0 J i-i L L i=i x i " 
n 

ou bien, puisque Z tJ aï (resp.u!) appartient à H (resp.H ) . 
j«0 J x c ° 

, n
Z

O T mV ilx<">c>- î ^ « - ! y ^ O u ) ||2 . 
(U, QeftxT "** j=:0 J £.] x i ' 

I l es t alors c l a i r que les k premières étapes sont la 

recheAche de In+I) ë£émen& a^, a , , . . . ,* , de 2RP, de fe é£émert£6 ^ , . . . , ^ , de 
L (nxT) e* d'an 4£/4>tème onthononmé {u ;,...,u fe } de 3RP *e&s çue 

. „ n < n 60^ lz PÏ-vA Proche possible de X dan-b 
Mw,*) > Z * J a ; + Z 0.(a>,*)u. 

L2(ïlxT).> 

mr 
On retrouve donc la méthpde d'analyse proposée au § 3.2.2. à 1'orthonormalité près 

des u. , condition que l'on peut de fait omettre puisque les vecteurs optimaux 

obtenus vérifient cette condition. La possibilité de considérer l'analyse de 

J. Obadia et M. Tenenhaus comme une S-A.C.P. permet d'en donner une autre inter-

prëtation,plus simple du fait que l'introduction de la p+l i è n e composante, qui peut 

paraître un peu artificielle, s'avère inutile. Les développements mathématiques 

s'en trouvent simplifies, Par ailleurs, il devient plus facile de faire la comparai

son avec des méthodes voisines. 
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Conclusion 

La S-A.C.P. permet de se dégager de l'influence d'un phénomène exogène ce que mon

tre bien la remarque du § 2.3.. Il est clair qu'elle se ramène à une analyse des 

résidus, pratique connue depuis fort longtemps comme en témoignent certaines des 

applications envisagées, mais qui pouvait souvent apparaître comme un a priori 

dont les raisons étaient quelque peu pragmatiques. Cette étude justifie l'analyse ces 

résidus ; de même que, dans le cas de l'A.C.P. classique, c'est la recherche d'un 

sous-espace affine qui justifie le centrage, pratique qui sans cela pourrait paraître 

artificielle. 

La S-A.C.P. permet d'embrasser des cas apparemment très différents •. On peut de la 

sorte donner une définition semblable à l'analyse sur matrice de covariances par

tielles et à l'analyse sous contraintes linéaires (cf. § 3.2.1.). 

Le formalisme adopté permet de resituer ces analyses dans le cadre des travaux 

concernant les analyses factorielles les plus récents. Il parait être un outil 

indispensable pour aborder les problèmes de convergence ou lorsque, dans le cas de 

l'analyse des covariances partielles, on souhaite se dégager de la linéarité. 

Les applications considérées ne sont pas exhaustives. En particulier en ce qui con

cerne les séries chronologiques on peut obtenir une analyse "désaisonnalisée" si 

l'on choisit un sous-espace S convenable. 
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