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Résumé : Van* czt cmticlz, la notion dz T-codagz ou. cçdagz pan. unz tnan&ltlon ut 

utlbu zz dan* Iz but d'adaptzn. lu modU.u cJLa,ulquu de l'Analytz FacXoilzliz du 

ConAupondancu [A.F.C.) zt de. l'A.F.C. gzniMuLUzz à ceAtalnu Altucution* con-

uiztu [A.F.C. d'un couplz dz vanlabtu alzatolAU IVyV^ connaÀMàant un couple 

dz v.a. (X,,XJ zt la loi conjointe, pnÂMz zn compte de6 Inczntitudu et du WIZUAM 

dz muuxu pnÂbzntu dan* un co/ipu* dz donnzz . . . ) . Ceci conduit alotu à dz^lnln. 

Iz T-codagz 6UA du upajeu produit*, a. ztudlzn lu pKoblhnu dlAjndzpzndoun.cz znùtz 

lu codage* du dlUVizntu vanÀablu, IZUAA conÂzquzncu *UK lu analyàU zt zn^ln 

à aboidzn. lu quutlon* d1 utimatlon zt dz convzngznce du codagu, puu du ana-

ItjAU. 

Ab s tract : In tkÀA papzn, thz notion o£ àcaJUng thAougk a tHanbltlon pKobabllity 

wUUL bz ut>zd In onAzK to adapt thz ctMàlcal pcuttznnà OjJ ConAUpondwicz FactoKÀaZ. 

Analy*JU (CF.A. ) and oh Multlplz Coviupondzncz Analy&là to 4orne puoLctical expe-

nÂznczà (CF.A. oh a nandom vanlablu pouui ( / j , ^ ) , glvzn the R.(/. pain. (X^X^) 

and thz joint dLu&Ubutlon, a^tzn. taklng Into'account thz dublou&nu* OM wzll a& 

thz ZAAOAA oi mejMunzmznt Inhviznt In any data àzt . . . ) . TklA can znablz thuJ> to 

dzilnz on àpacu px.oducÙ> tliz bcallng tiviough a tiianàltlon pKobablLLty Atud'j tiie pKo-

blzmb 0(5 Indepzndzncz bztwzzn thz àaxting orf dlhlztiznt R.t/., tkzÀJi con&equzncu 

on çnaJLyhU, and {InaJULy naÀAz up t/iz quutlon* oi thz utùnatlon and convergence 

o£ a tKamltion pKobabULÀXy and o£ analy&u. 

Mots clefs : Analyse FactonÂzZle du CoAAZàpondancu, Codage, Vncbabllltl de 

TianAltlon. 

http://Ajndzpzndoun.cz
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1 - INTRODUCTION 

Il est fréquent, en pratique, d'avoir à étudier un phénomène décrit par une 

variable aléatoire (v.a.) Y inobservable (ou bien trop coûteuse à observer). Pour 

pallier à cet inconvénient l'étude de ce phénomène se fait au travers d'une v.a. X 

qui est «elle- observable et dont on peut estimer la liaison avec Y (en laboratoire 

ou sur un échantillon-test). Dans le cas où Y est une variable qualitative multi-

dimensionnelle, une étude descriptive peut conduire à l'utilisation de l'Analyse 

Factorielle des Correspondances (A.F.C.) si Y est de la forme (Y,.Y-) où 1'A.F.C 

généralisée lorsque Y est un m-uple (Yj,Y2,...,Y ). Pour déterminer cette analyse, 

il suffit de connaître (ou tout du moins d'estimer) la loi de Y. Celle-ci est dé

terminée (peut être estimée) dès que l'on connaît (sait estimer) la loi de X et 

la loi conditionnelle de Y à X. 

Cette approche peut être utilisée en particulier dans le problème concret 

(à l'origine de cet article) exposé par P. BESSE [1] et que l'on peut résumer ain

si : des témoins observent un ensemble de phénomènes représentés par une variable 

qualitative multidimensionnelle Y dont ils font une estimation X (narration des té

moins). Le problème est alors le suivant : comment rendre compte de Y à partir de 

l'étude faite sur X ? 

En utilisant les outils introduits par J,F. MARTIN [8] sous l'appellation de 

codage "flou" (ou codage par une probabilité de transition), ce travail s'inscrit 

dans un cadre plus large visant à intégrer aux analyses factorielles les erreurs 

de mesure, de classement, les problèmes d'arrondi ou de lissage ... qui peuvent 

apparaître lors de l'observation des variables. 

Ainsi, après avoir été sommairement rappelée, la notion de codage est étendue 

à des espaces produits de façon à pouvoir être appliquée à des couples (ou des ro

upies) de variables. Ceci conduit alors à des problèmes d'indépendance (indépendan

ce des erreurs entre elles, indépendance entre l'erreur sur une variable et les 

autres variables ...) qui sont discutés* Enfin, les problèmes d'estimation et donc 

de convergence sont résolus. 

Remarque : Ce travail se rapportant à l'A,F.C classique, toutes les tribus con

sidérées par la suite sont de cardinal fini. 



2 « T-CODAGE OU CODAGE PAR UNE TRANSITION 

En pratique, les analyses factorielles non-linéaires utilisent essentiellement 

des fonctions indicatrices de modalités (pour des variables qualitatives) ou d'in

tervalles (pour des variables quantitatives) , pour modéliser les situations à ana

lyser ; ceci revenant à employer le codage disjonctif complet. La simplicité d'em

ploi et de mise en oeuvre de cet outil (qui permet d'exhiber simplement une base 

orthonormée) est aussi cause de sa rigidité, de son inadaptabilité à certains pro

blèmes spécifiques. C'est pourquoi certains auteurs ont introduit d'autres formes 

de codage faisant appel à des fonctions spline (D. LAFAYE de MICHEAUX [6] , 

J.O. RAMSAY - S. WINSBERG [11] et [12] , J. VAN RIJCKEVORSEL [131 ) ou bien à la 

notion de codage flou (J.P. BORDET [2] , J.F. MARTIN [8]) - notions reprises très 

récemment par J.L. MALLET [7] et J.M. GAUTIER f G. SAPORTA [5] -. On peut encore 

citer D.M. TITTERINGTON [14] qui a développé des outils similaires - estimation 

de densités de probabilités discrètes par la méthode des noyaux - pour l'étude de 

données catégorielles. 

Parmi ces divers modèles, l'approche probabiliste due à J.F. MARTIN [8] (codage 

par une probabilité de transition) a été choisie, car elle semble la plus adaptée, 

et ce pour différentes raisons : 

* elle est synthétique et englobe les autres approches. 

* le cadre précis dans lequel elle est développée permet de donner une signifi

cation au codage, et donc d'interpréter les résultats. 

* enfin et surtout, ce n'est que dans ce cadre qu'il est possible de parler 

d'indépendance de codages (des différentes variables à analyser cf. 4.I.). 

2.1 - rappels et notations 

On rappelle ici sommairement les notions introduites par J.F. MARTIN [8] , au

quel on renvoie pour ce qui est des démonstrations. 

Le codage par une (probabilité de) transition permet de tenir compte de cer

tains problèmes parasites qui peuvent survenir lors de la saisie des données : 

erreurs de mesure, erreurs de classement, "bruit" qu'il faut lisser, erreurs sys

tématiques d'arrondi ou encore, comme dans le cas qui nous intéresse, l'analyse 

d'une variable Y à l'aide d'une autre variable X, 

Le principe adopté est alors d'associer à une observation x =» X(w) une proba

bilité (i.e. un codage) 



Px sur un espace (F,.?*) servant à apprécier l'imprécision de la mesure. S'il n'y 

a pas d'imprécision (ou si l'on ne veut pas en tenir compte), il suffit d'employer 

le codage disjonctif classique. 

utjinltioYi,!* 

Soient (E,£ ) et (F,?) deux espaces probabilisables et P une transition 

sur (E,^) xf" , c'est-à-dire une application. 

( E , é ) * ^ — ( r o , n , & [ 0 > 1 ] > 

(x,B) • p (B) 

telle que : 

(i) Vx e E B * Px(B) est une probabilité sur (F,Ê") 

(ii) V B e ? x , Px(B) est mesurable de (E,£) dans ([0,1],5iQ ). 

Si X est une v.a. définie sur (fi,(X) à valeurs dans (E, t ), alors l'applica

tion P : 

cn.a) « S _ (Co,i],S [ 0 ( 1 ]) 
(WfB) *P X ( U )<B> 

d é f i n i t une trans i t ion sur (Œ,0L) x .£* . 

Définition 1 : 

On appelle T-codagz *UA (E ,£ ) njOatli à y Uup. T-codagz dz X izlatii à $ ) 

une tàamUxon ? *UA (E, ê ] x £ (*e4p. une tAmulXlon ?K *UA (f i ,a] x ̂  ) . 

Définition 1 : 

Un T-codagz 4UA \E,£) KzlaXÀ-i à. $ définit pouA tout B dz$ unz application 
muunablz ¢^ dz^lnlz pan. : 

*B ; ( E ' É ' * l C 0 ' " , S u O / / ] ) 

* <J>gU) - Px(8) 

ea£ appelée fonction de codage (a^^occée à 8) . 

Ex.zmptu 

* ÔÏÏJ:2Ë2SÊ_5Î2i22S£ÎI classique est associée la transition 

P - ô^ : (x,B) — y Px(B) - ôx(B) (où ôx désigne la distribution de 

Dirac au point x) et, dans ce cas, les fonctions de codage sont les indicatrices 

V x ) a !rf*>-
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tS-£2^ÊË-£2Dâi£Î2nnËl : Soit (X,Y) un couple de v.a. définies sur (nfO.,y) 

à valeurs dans (E x F, £ ® 37 ) ; pour tout B de ̂  , la fonction ; 

<j,B : (E.fc) > {W>^>%9\^ 

<*> - E ^ ( ] I R • Y) 

(où Eu (JIB o Y) est encore la probabilité conditionnelle U[Y € B/ ]) est une 
fonction mesurable. 

Si, de plus, il existe une version régulière de la probabilité conditionnelle 
de Y à X, l'application : 

(E,é) x £ „ (C0,1],^ 0 ) ] ]) 

(x.B) • Px(B) - *B(x) - E ^
S X ( J I B o Y) 

est une transit ion sur (E,£ ) x £ et on appelle T-codage condit ionnel de Y en X 

la transition sur (ft3QL) x > : 

Px : (0,,8) -PX ( U ) ) (B) - C B j ( ] I B . Y)] ( U ) . 

SSS^r^ue : La fonction de codage <j„B n 'es t autre que la fonction de régress ion 
de HB "Y en X. 

T-c.oda.gz d'une. pn.obab.UUAz 

Lorsque ( E , ê ) es t muni d'une probabilité v, l e T-codage d é f i n i t une probabi
l i t é sur ( F , $ ) par : 

£ „ [ 0 , 1 ] 

B • E v [P.(B)] - | E Px(B) dv(x) » E v ( » B ) . 

Elle est appelée probabilité codée de v par P et notée E (P) (ceci correspond 

à la notation vP de J. NEVEU C10J. image à gauche de la probabilité v par P con

sidère comme un opérateur sous-markovien). 

Avec les notations des paragraphes précédents, si yx désigne la loi de X, 

U probabilité codée de ̂  par P est égale à la probabilité codée de y par Px : 

E (P) - E (P ) . 
Px HvrX; 

Exemples ; 

* Si P est la transition associée au codage disjonctif, on a : 

Ey (P) = E„ (ô) = u . 
X X X 

http://T-c.oda.gz
http://pn.obab.UUAz
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Si P est la transition associée au codage conditionnel, on trouve ; 

* VB c £ [E (P)](B) - E [P (B)] 
X MX ' 

- | E PX(B> d^(x) 

I PX(U))(B) du(u)) - u ^ B ) . 

2.2 - T-codage sur un espace produit 

Position du pfioblzmz 

La variable X à laquelle est appliqué le T-codage peut être un couple (X. ,X2) 

ou même un m-uple (Xj t... tXffl) prenant ses valeurs sur un espace produit (E x . ,.t: 
E
m» 5j ® ••• ® &m)« Comment peut-on construire le codage de X à partir de celui 

des X£ (i-1,... ,m) ? 

Soit donc (E, £,,v) un espace probabilisé et (F,^) un espace probabilisable 

tels que : 

E = El X E2 ' F " Fl * F2 eC ^ " ^1 • ^ 2 » ^ " ^l * ^ 2 ' 
On note P une transition sur (E, £ ) *£" . 

T-codage ma/igz 

Pour tout x de E, P^ est une probabilité sur (F,£) et on peut considérer ses 

marges sur chacun des espaces ( ^ . 3 ^ ) ^ 2
 ; soic i p

x
 ces probabilités. On a : 

Vx e E , VB e <? , V ( B > - Z P (B. x B*) 
î x J lu{ x i z 

o ù tB .} . . (resp. (B } ) désigne une part i t ion de F. (resp . de F J 
i î  i , . • • , t i x,™ i , , . , f s B i ^ 

engendrant ,!Fj (resp. $ ^ ) . 

P (B) étant une appl icat ion mesurable pour tout B d e ? , l es applicat ions 

P (B^) ( i = l , 2 ) l e sont a u s s i , comme sommes f i n i e s d'applications mesurables. 

Ainsi t
 LP e s t une trans i t ion sur ( E , £ ) x 3=".. 

Vz&lnltion 3 ; 

On appzllz T-codagu maJigz die P, lu tAjanàÀJxon* *V tuK (E,é ) x 3 7 . , toJULu 

que pouA tout x dz E, lu lolà ^ àun. (F^ £ j -io^enX £ea maAgu dz P . 
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Proposition J 

La loi v codez pan. un T-codage marge 'V de P, ut la maAge de la probabilité 

codée dz v par P, à oit : 

^ C E v ( P ) ] = ^ C * ? ) . 

La démonstration est évidente par interversion des s ignes de sommation. 

Codage produit 

Si P désigne un T-codage sur ( E . , £ . ) r e l a t i f à -f. et s i J e s t le semi-anneau 

des "rectangles" : 

J » (B. x B. / B € î et B. £ . ? « } , on d é f i n i t l ' a p p l i c a t i o n 

P » P ® P sur (E, fc ) x J par 

P : (E.fc) x f . (C0 , l ] , !9^ û ï i : i ) 

2 e n 

(x - ( x , f x 2 ) > B 1 x B2) • Px(Bj x B 2 ) - ?[ (Bj) x P2 (B2> . 

Proposition 1 

P ut un T-codagz àur (E,ê) rzlatli à >* "̂̂  ® -£"- . 

215225 iiI2ïi2D : 

$z. et î^- étant finies, on peut décomposer tout élément de -J , ® -^ 

une réunion finie d'ensembles minimaux deux à deux disjoints et ainsi définir P 

sur E * "3 . 

Soit ; 

Px(B) - PxC û B} * B£) - j Px(Bf X Bj) 
1=1 l-l 

= l P1 (B^).P2 (B*). 
i-1 xl * X2 2 

D'autre part, pour tout B de Ç? , l'application : x -»- P (B) est mesurable comme 

somme finie d'applications mesurables. Q 

Qodt^^du^mytgu 

Si P est un T-codage sur E relatif à ï . , on définit : 

Vx € E, VBj x B2 € S , Px(Bj x B2) -
 l p

x < V • 2 p
x
( B 2 ) 

« (]P • 2 P ) X (Bj X B 2). 



L 2 
P ® P est de même un T-codage appelé codage*produit de ses marges. 

Rzmanquz 

Si Card E. = p , Card E, • q et si les tribus *3\ et Q \ sont engendrées 

par des partitions de cardinaux respectifs r et s, on voit alors que la défini

tion d'un T-codage sur E relatif à S^ nécessite la connaissance (ou du moins dans 

la pratique l'estimation) de p q r s termes. 

On aura donc tout intérêt à se ramener, si cela est possible, à des codages 

produits plus simples, puisque : 

* pour le produit simple, il suffit de connaître pr + qs termes. 

* pour le produit des marges, il suffit de connaître pq(r+s) termes. 

3 - ANALYSES ET T-CODAGES 

3.1 - Rappels et notations 

L'A.F.C, peut être introduite de différentes manières équivalentes entre 

elles. Nous en utiliserons deux au cours de cet exposé : 

Analyse canonique (A.C.) d* unz probabilité sur un upacz produit 

Soit (X.,X«) un couple de v.a. défini sur (Œ, &•,y) et à valeurs dans 

(E. x E ), g ® ^ J. On désigne par U (k=»i ,2) les tribus complétées de 

X, ( S ) et, respectivement, par{a.}._, et{a«}. . les partitions finies 

de Q qui les engendrent. On pose : 

P H "utaîno3.) , p. - E p.. - u <a}) 
i.j i ^ i. j a l ij i 

i=»l 

On note U x "" U(X x x l'image de u par (Xj ,X2) sur (Ej x E2, Çj « *% 2 ) , 

iJY etji ses marges et X le produit y ® U v 
Al A2 *1 X2 

u_ admet relativement à \ une densité qu'il suffit d'expliciter sur les pq 

modalités f{x!} x {x^}) de (Xj,X2) ; 

"TT ({X } X {x^}) •= -. r- - •*-
dX 2 u(aî).wC<4) Pi.xP. 
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On sait (cf. J, DAUXOIS et A. POUSSE [4]) que l'A.F.C, de (Xj ,X2) peut 

alors être définie comme l'A.C. de uv. Elle est obtenue par l'analyse spectra-
Y Y " 

le de l'opérateur E 1 • E ,.2,g . où l'on a : 

xi 2 - xi q pii 
E ] : g £ L"(6L,) ^ h - E '(g) tq : h(i) - £ -il g(j) 

2 j-l ?i. 

X T X P P • • 

E 2 : £ £ L
Z(Q..) ,. k = E 2(f) tq : k(j) - j; -^- f(i) 

1 • 1 P • 
1=1 K.l 

où f(i) (resp. g(j)) désigne la valeur prise sur a, (resp. ai) pour i»l,... 

(resp. j-lf...fq). 

Ces opérateurs ont pour matrices, relativement aux bases {]L i). . 
ut i ! • - 1 » • • • »1 

- L . - l t . flLjh. de L (61.) et L ( C L ) , respectivement DT T et D~ T, OÙ T e s t la 
et- J — i ,. . • , q i £. 1 Z 

matrice de terme général p . . et D. (resp. D„) la matrice diag(p. )• . 
r I J i L ri. i*l,... ,p 

(resp. diag(P . ) . ). 
•J J"!i-•-»q 

L'A.F.C. est alors obtenue par l'analyse spectrale de la matrice : 

D~X T D"1 CT. 

A.F.C. en tant qu'À.C.P. 

Si on note encore (on confond les notations par souci de simplification) : 

xi "{JLi}..., e t XT "tJI^j}- i les paquets d'indicatrices, une 1 -"oij i-l,. ..,p 2 ^ ^ Jal,...,q 

façon plus classique d'introduire 1'A.F.C. de (X.,X2) est de la définir (cf. 

par exemple CAZES et ail. C3l) comme l'Analyse en Composantes principales (A.C.P.) 

du tableau Z = 1 obtenu en superposant les deux paquets d'indicatrices. Le 

schéma de dualité associé s'écrit : 

V w 

* p + q ^ L2(n, ,u) = R n 

D - i l 
n n n 

E1 p+q -> L (̂ , ,y) 

où V 'lJ 12 

V21 V22J 

et M = 
0 

0 

v22 

avec V.. - X. D X. 
J-J i n j 
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Cette A,CtP. est obtenue par l'analyse spectrale de l'opérateur W ° D 
n 

représenté par la matrice : 

\ V;| X, Dn • \ v£ X2 Dn . 

3.2 - A.F.C. codée 

Introduction 

J.F. MARTIN [8] a déjà décrit quelques applications du T-codage (ou codage 

flou) aux analyses factorielles (A.C.P. d'une probabilité codée, A.C. non liné

aire d'un couple de v.a. codées ...) permettant entre autre d'introduire dans le 

modèle des notions d'erreurs de mesure, d'arrondi, ou encore de lissage de va

riables quantitatives. Un autre type d'application est proposé ici, concernant 

cette fois les variables qualitatives et donc l'A.F.C. . Il permet de tenir 

compte des erreurs de classement des individus à l'intérieur de chaque modalité 

ou encore d'estimer L'analyse de la v.a. Y "coûteuse" à observer par l'intermé

diaire d'une variable X plus facilement accessible. 

A.C. T-codée d'une probabilité 

Définition 4 : 

Soi* v unz probabilité sur [E, x Ev f, <s> g 2) zt Pm unT-codagz relatif 

à <^] ® «S7 z , on appellz analyse canonlquz T-codéz dz v, r A.C. de la loi 

EvlP) sur Vupacz (F, x Fg, <S] o ^ j . 

A.F.C. codez d%un couple dz v . a . 

De même, s i X = (Xj ,X2) e s t une v .a . déf inie sur ( i î . d . u ) à valeurs dans 

(Ej x E
2 ' ^»i ® ^ 2 ^ m u n i d e l a * o i * m a 8 e Uy de y par X, on a : 

Définition 5 ; 

SI P u t un T-codagz sur (E, x E f , ? f Ô ^ ] relatié à é F , ® C? v on 

appelle A.F.C. T-codée de X, £'A.C. de la loi E (P) sur Vupacz produit 

(F, x F 2 , <&} ® ^ 2 ) . U x 

Remarque : 
7~1 2 
Si P et P désignent les T-codages marges de P, cette analyse est obtenue 

à partir de l'exploitation de la densité : 



<Vpx> 

.11. 

dE (P) 
PX 

d t \ (PY) ®
 2E„(PY)] d[En (

]P) « E (2P)1 

y x u x u x u x 

3.3 - m-A.F.C codée 

Définition 
Une généralisation possible de l'A.F.C. à plus de deux variables qualita

tives s'établit à partir de la définition donnée en 3.1. 

Considérons m variables ayant chacune p. modalités, on est conduit au 

schéma de dualité suivant : 

m 

E P 

m 
* E P: 

L2(n,a,u) =Rn 

D - 1/n I 
n n 

où V -Tv. .1. , avec V. . - X. D CX. et M - diag(v7.). . 
L ijji«l,...,m îj î n i ° il i»l,...,m 

j=l,...,m 

L'analyse cherchée est alors obtenue par l'analyse spectrale de l'opérateur 

ZMZD ou encore par celle de l'opérateur M » V. 

Remarque : 

Dans ce type de généralisation de l'A.F.C, seuls interviennent les tableaux 

V. . croisant toutes les variables deux à deux ; c'est-à-dire qu'il n'est pas 

nécessaire de connaître la loi de X » (X.,...,X ) sur toute la tribu 
1 m 

C. ® ... ® 5 , mais seulement ses "marges d'ordre deux". 

m-A.F.C. codée 

La notion de T-codage sur un espace produit introduite en 2.2 - se généralise 

sans difficulté à plus de deux espaces ; on obtient encore une transition sur 

(E M E , f -08. • ... «*% »x (<?;; • ... ®sv) . 
m l m ' i m 
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D'autre part, compte tenu de la remarque précédente, la m-analyse ne né

cessite que la connaissance des "marges d'ordre deux" de la loi E (P) pour 
X 

le calcul de la densité, soit : 

V(i,j) e {1,...,10}2 , LjCE (P)l - E (ijP) 
MX MX 

(propriété analogue à la proposition 1) 

et donc il suffit de connaître les T-codages marges P sur (E,*ê) relatifs 

4 - APPLICATION AU PROBLEME CONCRET 

4.1 - Codage conditionnel sur un espace produit 

Position du problème 

On souhaite étudier une variable Y inobservable, ou trop coûteuse à obser

ver, à l'aide d'une variable X facilement observable mais entachée d'erreurs 

aléatoires (non nécessairement indépendantes ou additives). Il est alors impos

sible de déterminer une fonction de transfert de X en Y, mais on suppose connue 

(i.e., par exemple, estimable sur un échantillon-test) la loi de probabilité 

conditionnelle de Y à X qui permet de déterminer, par l'intermédiaire du codage, 

la loi de Y connaissant celle de X (E (P) - yv cf. 2.1). On peut ainsi calcu-
yx Y 

1er l'A.F.C. de Y • (Y.,Y2) qui ne dépend que de u^. 

Le T-codage conditionnel 

Dans le cas qui nous intéresse, les variables qualitatives X et Y sont des 

couples et ont un nombre fini de modalités. Soit donc E » E. x E. et F * F. x F. 

avec : 

Ej - {x^/i € I = {l,...,p}} , E 2 - {xj/j £ J - {1 q}} 

F, Jt/t, ^ V = l 1 *\\ TT = / v£ t = {y*/k e K - {l,...,r}} , F2 = {x£/Z £ L - {I,...,s}}. 

On définit alors le T-codage conditionnel de Y en X par : 

VU,j,k,l> c I x J x K x L ¢ ^ - P ( xi, xp«yï> * ^ 2 » 

k t 

' ̂ VV-^l'^/tf^Wxj.x^ 
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et la fonction de codage se met sous la forme d'une'matrice : 

J (i,j)elxj 
(k,A)£KxL 

¢.., exprime encore la probabilité de bon ou de mauvais classement : 
^ . k 1 

c'est la probabilité que Y(w) prenne la modalité (y. ,y?) sachant que X(u)) 
est observée en (x.,x^). 

Hypotkesu de simplification 
On a vu en 2.2 - que l'on pouvait diminuer le nombre de termes £ estimer 

pour déterminer le T-codage P en l'exprimant sous la forme d'un produit. Afin de 

simplifier les notations on pose : 

a\ - XjUx}}), a\ - X2({XJ}) , B* - Y^Cyf}) ; 8* - Y2({y*}) , 

et ainsi : 

*ijkz" ^ n B } , t j3. 
al n a2 

Considérons alors les hypothèses suivantes (valables pour tout (i,j,k,&) 

de I x J x K x L) : 

(Ht) yCS* n £ 1 - PCBJ, ] " PCB2/ 1 
1 j i- j i j 

ot.na2
 ai n a2 Qt,na2 

(¾) 

et 

UCB2/ . ] - yCB2/ ] 
1 j j 

Proposition 5 
II) [Hj] < = > P * ]P *2P 

[II] (rf7) e £ (H2) <—> P - P 1 • P 2 



.14. 

Démonstration : 

(i) En explicitant, 

P » *p ®
 2

P <—=> vx £ E, VB £ S Px(B) -
 l p

x < V . 2P X(
B
2) 

<=> *(i,j,k,2.) e IxJxKxL uCB^nB*/ ] - uCB^ m 1 . uCB*/ . .] 

a^na2 o^na2 a^na2 

<=> (Ht) 

( i i ) Supposons (Hj) et (H2) , a lors : V ( i , j , k , £ ) e IxJxKxL 

U 1 ' X 2 J l i j i j 
a i n o t 2 a l 2 

<\«v> • fyW 

1 2 
Réciproquement, s i P es t égal à P ® P on a : 

Vx e E , VB e 5 P (B) - P.1 (B ) . P2 (B ) 

en prenant x » (xj.xj) et successivement B - {y.} x F et B - Fj x {y2> on 

obtient (H-), 

i i k Z 
puis en prenant x =• (x.,xJJ et B » (y } x {y } et en utilisant (H2), on obtient 
(Hj). D 

Signification du kypothèsu 
(H.) ou [(H.) et (H2)] sont des hypothèses d'indépendance condit ionnelle 

permettant de s impl i f i er l 'express ion de P. 

En écrivant l e s variables sous la forme : 

Y£ - ^ i ( X L , £ i ) pour i - 1 , 2 , 

où 'ù. est une fonction mesurable et E. une v.a. "mesurant" l'erreur, on remarque 
i i 

que les hypothèses signifient : 

*(H.) : X. et X2 étant connues, Yj et Y2 sont indépendantes ou encore, les 

erreurs de mesure (ou de classement) sont indépendantes entre elles. 
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* (H.) et (H0) : X et X0 étant connues ; pour i-1 ,2 , Y. ne dépend que de X. 

ou encore, e. est indépendante de la valeur de X . et, e. et e2 sont indépen

dantes entre elles. 

4.2 - Détermination pratique de l'analyse 

Ex.pliclXatlon de la densité 

Comme il est décrit en 3.1 - , le calcul de l'analyse de Y ne nécessite pas 

l'observation de Y, mais la connaissance de la loi de Y et, plus précisément, de 

la densité de cette loi par rapport au produit de ses marges dont l'existence 

est assurée car E et F sont de dimension finie. 

L'expression de cette densité est plus ou moins complexe suivant les hypo

thèses qu'il est possible d'admettre. 

Posons : 

Pij * UX ( f xl } * { x 2 } ) " Uia\ n a 2 } -

avec pour marges p. et p . et : 

\l ' M{yl} X { y 2 } ) " w ( Bï n 3 2 } 

avec pour marges q, et q . . 

La densité s'exprime alors : 

dEuY(P) k t qk. tZi * i i " piJ 
T* 9— «yÏMyî» - T - 5 § : ^ 

"X "X 
dCt, ( ' ? ) « ( 2 P ) ] ' 2 q k . x q . t ! , _ A w 1 . _ . . 

U v UY . Z
1

( . Z . < f i j U p i j ) V , ( - E - * i J ^ P i J ) 

x,»l i,j J J k-1 i,j J 

A*ijk£p i j 

(.E. *ijk.^ij
)x(.Z.*ij.iPij) 

où, par analogie, 

•ijk. - J , *iju e t • i j . * " ^ , h\u 

Avec les mêmes notations on a la : 
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Piopoi-ùtion 4 
dE. (P) 

/™-Z» _. VX it.ïwt.tu. id U) P - }vl? => f — ilyp*(yp) 
. *ijk. 'ij.l pij 

^ ' P , S V P , ] U ^ ^ E * 'x ^x pj 

dE (P) dE, (P) d E , (P) 
; 2 UX UX UX 

[il] P = P ®P => = 

dCE |'P)*E (2P)] dZEu IP')«E (P2)] dE (P) 
WX UX UX UX UX,®X„ 

1 2 

(i) Evident 

1 2 (ii) Si P est de la forme P © P on peut poser : 

^ijkA " *ik • V 

et remarquant que : 
r s 2 

V(i,j) £ I x j , l * - 1 et L ¢., - 1, 
k-1 lk l-l J 

il vient alors : 

d V P ) „ . = •Ik *?^ pij A *Ù *JA pij 
'X ({y^My,*» - ÏJ ^ 1 ^ 2 

dCE (lP)«E (2P)1 (E *| P - ^ x C E ^ P.j) .t. * } k ¢ ^ Pi.xP.j 
yX UX i j J J l,j J J 

D 

A.F.C. de [VrV2) 
On cherche donc l'A.F.C. de Y connaissant X. Pour ce faire il faut calculer 

l'A.C. de E (P) qui est la loi de Y si P est le T-codage conditionnel. En fait 
X les calculs présentés ci-dessous sont valables pour tout T-codage P pourvu 

1 2 
qu'il se mette sous la forme élémentaire : E » P ® P (le codage de X est égal 

au produit des codages de X. et X2) ; c'est-à-dire, dans le cas du codage condi

tionnel, si les hypothèses (Hj) et (H2) sont vérifiées. 

On note : 

v [•!>], , «< v f c j , , 
k=l, — ,r £=1», — ,a 
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' X l Dn CX2 - [ p i j ] et C 

i « l , . . . , p 
(v] 

k-l r 
£ » 1 , . . . , s 

C étant la table de contingence associée à X, C' e s t c e l l e assoc iée à Y e t 

s ' écr i t aussi : 

C* = 4>,C V .-

Le schéma de dualité associé à l'A.C. de E (P) (équivalente à l'A.F.C. du 
UX couple (Y.,Y2)) es t le suivant 

K r ^ *p« L 

D -Y I n n n 

2 — » • 

où N. - diag[(E ( 'PHCyf} ) )" 1 ! , 

et N ^ d i a g a E ^ W * } ) ) " 1 ] , , . s 

L'A.F.C. cherchée est obtenue par l'analyse spectrale d'un opérateur ayant 

pour représentation, matricielle : 

NI *1 X! Dn \ \ h *2 X2 Dn \ \ ' N 1 C ' N2 '*'• 

En pratique, et ce quelles que soient les hypothèses admises, il suffit donc 

de faire exécuter un programme classique d'A.F.C. sur le tableau C de terme 

général q^ . 

Sous les hypothèses (H.) et (H ) , cette matrice s'exprime simplement par : 

¢. C 4>2 . L'analyse obtenue est équivalente à l'A.C.P. du tableau : 

«! 0 

0 ¢, 
2-1 

M 

*V> 
les espaces étant munis des métriques N, et N.. 
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Remarque I : 

Dans le cas très particulier où C[ji({x*})]. , et C[u({x^})]. , 
I 1*1,...,p 2 j«l ,...,q 

sont respectivement vecteurs propres associés à la valeur propre 1 des matrices 

Qj et 4>2 , J.F. MARTIN [8] a montré que u était invariante par P, i.e. : 

WY ' E u x
( P ) - *X • 

Dans ce cas, et dans ce cas seulement, les analyses de X et de Y sont les 

mêmes, et nous dirons que l'A.F.C. de X est invariante par P. 

Remarque 2 : 

On peut appliquer cette méthode aux processus prévisionnels. 

Dans l'hypothèse où X{ et X2 sont des chaînes de Markov de matrices de tran

sition cfrj et $ 2 , le point de vue adopté ici rejoint celui de A. YOUSFATE [13] : 

connaissant l'état initial de (Xj,X2), on peut calculer les A.F.C. aux différents 

instants. 

4.3 - Cas de l'A.F.C. généralisée 

Position du problème 

On se propose de généraliser ce qui précède à la situation suivante : soit 

Y » (Yi'---'Ym)
 u n e v-a- définie sur (Q,a,u) à valeurs dans (F - F. x ... x F , 

^ -^5=. a ... ® ^ ) et X = (X.,...,X) à valeurs dans (E - E, x ... x E , 

fe = &l ® ... ® ^ m ) . Soit pour tout i, Card Ei » p.̂  et nous utiliserons la 

définition de la m-A.F.C. codée donnée en 3.3 . 

Cette analyse ne pose pas de problème théorique spécifique mais rend encore 

plus délicate la mise en oeuvre pratique à cause de la multiplication des hypo

thèses à considérer. 

Hypothèsu de simplification 

Comme l'analyse de Y ne tient pas compte des relations (interactions) inter

venant entre plus de deux variables, elle ne nécessite pas la connaissance du 

T-codage conditionnel P, mais seulement celle des marges 1JP et donc une hypo

thèse du type de (H.) n'est plus nécessaire. 

On cherche donc à simplifier l'expression des m transitions : 

1JP : (E,1*) x (3=-. « Q= .) „ ( [ 0 f i ] , 3 [ ( M ] ) 

(x.B..) > i Jp s < B l j ) - wCY « h m m J . 
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5 - ESTIMATION DU CODAGE ET CONVERGENCE 

5.1- Estimation 

En pratique, la loi conditionnelle de Y à X est inconnue et il est alors 

nécessaire de l'estimer sur un échantillon-test. Pour simplifier les notations 

nous considérons X et Y au lieu des couples (X.,X.)» (Y. ,Y?) et nous noterons 

$ s [¢-1.1 (au li-eu de [<J>. ., .]) la matrice de codage. 

On suppose que l'on observe un échantillon-test (X, »¥,)., de (X,Y), 
K K K — 1 , • . * , m 

puis un échantil lon (X, , ) . , . de X, indépendant du précédent. 
r k k - m + l , . . . , m + n r r 

Si M., désigne l ' e f f e c t i f de la modalité (x. ,y ) de la vari ib le (X,Y) pour 

l 'échant i l lon de t a i l l e m et N. l ' e f f e c t i f de la modalité x. pour l ' é c h a n t i l l o n 

de t a i l l e m+n, l 'estimateur du maximum de vraisemblance de ¢. (voir J .F. MARTIN 

[8]) s'exprime : 

Z JL X } x { y } • (X, ,Y ) 

*ik ' *ik ' P x . ( { y k } ) ' 
1 

m 
s i — SA. L, I I / -l £ J { x . } o X h " 0 

l 1 ^ } 9 X h 
h-1 i 

h-1 l i 

\j* 0 sinon 

c 'es t -à-d ire A M., 

^ i k * M. 

L'estimateur de u est alors : Uv({x.}) -X X i m+n 

Ces deux estimateurs permettant de construire celui de la loi de Y 

V V -.', *ik^({xi})-^r .^«uns^-
1=1 î-l i. 

5.2 - Convergence de T-codages 

Position du problème 
Soit P un T-codage sur (E,*ê ) relatif à $ et (X ) * une suite de v.a. 

n neJN 
définies sur (Q,6l,u), à valeurs dans (E. ^ ) , indépendantes et de même loi que X. 
Pour tout n de W , (X,,...,X ) est un n-échantillon de X auquel on peut associer 

I n 
le n-uplet de probabil ités de transit ion (P , . . . ,P ) appelé échant i l l on T-codëT 

' 1 n 
On s ' in téresse donc à la convergence, en un sens à préc i ser , de la suite, 

1 n 

(— E PY ) * des moyennes empiriques des échant i l lons T-codés vers la pro-
i»l i 

habi l i t é T-codée E (P ) . 
u x 
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De plus, comme le T-codage P est lui-même estimé, il faut étudier la double 

convergence de la suite 

1 , _, _m . 
n , X. 

i=l i -
2 

(m,n)£W 

Convergence vague et convergence faible 

Soient P e t (P ) ,,,* des T-codages si mew 
comme le f a i t J .F. MARTIN [8 ] une "convergence vague y-presque sûre ( v - p . s . ) " 

Soient P e t (P ) * des T-codages sur ( E , ? : ^ ) r e l a t i f s à ? . On peut définir 

Définition 6 : 

On dix que la suite (r ) w* converge vaguement v-p.s. venÀ P si pour tout 

S de S- la suite de v.a. (P^tB) ) w* converge v-p.s. ven* la v.a. P(8), i.e. : 

(7) VBeQ5" v { x e E / & ù n P*(S) * P (B)} = J. 

Généralement ( l ) e s t moins exigeante que la propriété : 

(2) v(x e E/VB e 9= lim Pm(B) - P (B)} = 1. 
nh+-+oo 

Cependant, i c i !? étant une tribu f i n i e , i l es t c la i r que ( l ) et (2) sont 

équivalentes . On u t i l i s e r a donc (2) e t on a la : 

Définition ? : 

' ' V* C O K l v e A9 e faiblement \>-p.s. vers P si pour pruque tout x de E 
la suite de probabilités (P^) ^* converge faiblement venA P [l.e. (2)) . 

Remarque : 

Nous utilisons la notion de convergence faible puisque, ^& étant finie, 

les indicatrices J[ sont continues. 

5.3 - Convergence de l'analyse 

Convergence du T-codage conditionnel 

En reprenant les notations de 5.1 -, le T-codage conditionnel est déterminé 

par : 

p
x

 ( { y k } ) l— f ifv r Y * ; 

A l 1 
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SoitCHy) : V i j ' ^ ^ V c W . ^ . x . ) 1 

Ce sont des hypothèses du même type que (H.) permettant de déf in ir la tran

s i t ion l j P seulement sur l'espace E. x E. au l i e u de E tout e n t i e r . Sommairement 

(H..) s i g n i f i e que l 'erreur commise sur la "mesure" de (X.,X.) e s t indépendante 

des valeurs prises par les autres variables X̂  (krU et kï*j). 

Ainsi s i pour tout couple ( i , j ) , l'hypothèse (H..) es t v é r i f i é e , l e problème 
2 se ramène alors à m fois la s i tuat ion précédente de l 'A.F.C. d'un couple de v . a . 

Pour chacun des couples (X . ,X . ) , on peut considérer l e s hypothèses (Hj ) e t 

(H2
J) comme déf inies en 4.1 - et évaluer alors : 

1J v l ) p ) 
(dont la simplicité relative dépend de l'admissibilité de (H. ) et (H2 )). 

m-analyse 
L'ensemble de ces blocs V.. permet de construire la matrice à diagonaliser : 

M' o y' -
II 

0 M-l L^(i,j)ci2 

Sous le jeu complet des hypothèses 

r2 V( i , j ) € I 2 (H..) A ( H | 3 ) A (H^j) 

et en se réfèrent au paragraphe 3.3 - , on obtient le schéma de dua l i t é : 

m 

M» V 

m 

R i-1 

* . 0 

o * 
m 

V* 

• E , P i 

/h 

R" 

ou V » $ V 4> . 

Ce schéma correspond à l'A.C.P. des variables (<t>, X. , . . . , $ X ) lorsque r 1 1 m m 
l'espace des "individus" est muni de la métrique M'. 
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codage que l'on peut estimer sur l'échantillon-test (X.,Y.). , par 
i i i = i , . . . ,nr 

P 

E JL' ur WX-.Y.) 
-"•ix }x{y } j' j' m 

Z (IyJ) = f ^ H « S 1, , • X. * 0 x. 'k I m {x.} 
i / T- -n j-1 i 

,:. S»-1i 

Les tribus <f e: iT étant finies, la suite de probabilités (P ) * converge 

faiblement vers P uniformément en x sur? et on peut donc appliquer la propo

sition 6 p. 74 de J.F. MARTIN [8] montrant ainsi que : 

1 n 

lim - Z ?m =• E (Pv) faiblement u-p-s. n . . x. u X 
m-*-+<» i = l i 

Convergence de Vanalyse 

En utilisant le résultat ci-dessus pour X « (X. ,X2) et Y « (Yj ,Y2) , on peut 

appliquer la proposition 9 p. 291 de J. DAUXOIS et A. POUSSE [4]. On en déduit 

la convergence uniforme p.s. de la suite des analyses obtenues par échantillonna

ge vers celles de Y et ainsi , la convergence des éléments propres (valeurs pro

pres et facteurs canoniques de l'analyse) -

6 - CONCLUSION 

Les outils développés permettent donc bien de résoudre théoriquement le pro

blème concret posé en [1], En pratique il faut être conscient que les difficul

tés dues à l'estimation de la probabilité de transition sont délicates à trai

tées. On a vu que pour simplifier ces questions il fallait pouvoir décomposer 

le codage P en un produit de ses marges, ceci ne peut se justifier alors que 

par la considération d'hypothèses de type pjrobabiliste. Ainsi apparaît la né- • 

cessité d'introduire des outils adéquats (probabilités de transition) pour 

modéliser la notion de codage dans le cadre des analyses factorielles non-li

néaires. 

D'autres types d'application que celle proposée en Cl] peuvent être suggé

rées. Il est fréquent de vouloir réactualiser une enquête ou un sondage sans 

pour autant interroger un échantillon complet. Il suffirait alors de ne réen

quêter qu'un sous-échantillon de l'échantillon initial permettant d'estimer une 

probabilité de transition et donc, d'actualiser les représentations factorielles. 
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Dans un autre ordre d'idée, on considère les hypothèses proposées par YOUSFATE 

15 (chaîne de Markov homogène d'ordre 1) dans le but de prévoir un processus 

qualitatif. Alors, connaissant les transitions de 2 ou plusieurs de ces processus 

on peut prévoir les représentations factorielles (A.F.C. ou m-A.F.C.) associées 

à ces processus. 
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