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Résumé : Soi,t (X Ĵ  un piotz*6UÂ ïtAÀctzmznt étatLonnaiAz à va£eai.i dan h 

[0,l]p, g une fonction fiiztlz dê^mte au/i iQt\^t * zt k deux znUzfU zt 

[J L. une *ui£z de partition dz [0,/3 ^. Le pzdi.<Uogiammz atàociz à 

X-, ^=J,.. . , H et ÎP z&t la moyenne dz* q(X. 1, .<,-fe,... ,n-4 *e£i que £e4 
uecteuA4 (X. j_.,»...,X.i zt (X L . I , • . • » * ) appaAtiznn2nt au même zlë.mznt dz 

* |̂. ta y.a.A.. auii-t dzi-iniz z&t étudiez zn tant qu'zàtimatzuA dz la v.a./i. 

ElglX^^l/CX _fe#«"#x
rtJ)f Q"* <"* £e mziilzuA pizdlcXzuA dz fl(X(u4) « paA t̂A 

de {X., 4*J,.. . fn} torque [X )^ ei-t ma/LROv-ten d*o4d*e fe. 

Abstract : p 
Cet (X )n , fae a 6&Uctly àtationaAy pioczià wki.cn l& valuzd in t0,l~\ , g a 

n IN - t 

Kzal mzaàuAablz fiction dzfanzd on [ 0 , n p , 6 and k ùvo poA-ccu/e uttege/u ami 

(S1 ) w CL «séquence oj |«M>t6aon4 otf [0 , / ] f e p . The piecUctog/iom oA^octoted wcrh 

{ x j * . / , . . . , « ) and9n <û t/ie avatoge o< -Che fllx^l, *-* «-»• * « * *fcat the 

uectcm (X^_fe+J XJ and l*n_k+r - • -.XJ beZong *o Cfie iome dément o« S f l-

T/ucô ptedcctog/to/n ÂA conéidzAzd a6 an e4£tma£o* o< tiiz *.*.v. E Ï9 <,X«+A ' ^tXii-h+1 ' 

...,X ] wkick là tkz bz&t pizdi&to* oi gl*rt+4) i™m t*i> t - I f - . . f n) when 
{X ) 16 maJikovlan oi OAAZK fe. In -Che mo*e aznznjal aue o£ «i luûfoAmCff àtAong 
mUing piocu& and undzA u.nKZ*&UvU\)Z non paAamztAÀ.c a*&umption& on thzd&toihit&ni 
(X.,...,X, I uiz givz ion, tkU utimatz a nzcvMCJiy and àuiiiUznt condition 
[on 3 ) oi L2-con&i*tzncy and a majoiization oi ité mzan équaAZ ZAAOA Izading 
to a iziu,Lt on et* Katz o< conveAqence. 

Mots clés : analytz d'unz AVUZ tzmpon.zltz ; aiutonzgizMion j ZAAZUA quadA.ati.quz 
moyznnz ; non paAamztAÀ.quz ; pnÂdicAzun. ; pie.dictogA.ammz ; piocz&àuA 
maAkovizn, <b-mz&angzan£t àtaXi.onnaÂAz; vi£z6&z dz convzAgzncz. 
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1 - INTRODUCTION 

Soit (X ) w un processus strictement statior-naire dont l'espace d'états est 

I r , p«Nà , ou une partie non vide C de !<''. On césigne par g une fonction rcclle 

mesurable définie sur Hp et par s et k deux entiers positifs. 

On considère le problème de la prédiction de g(X ) à l'aide de la suite 

{X., i s l , . . . , n l et on s'intéresse au prohlème de "l'estimation", à partir de cette 

suite, de la v.a.r . 

Mous étudions l'evicuA quailxatiquz d'un "estimateur" non paramétrique (e.n.p.) de 

cette v .a . r . , qui est défini au début du paragraphe 2 et doiionuné pi&lLC.to%\tim,u 

en raison de l'analogie de sa définition avec celle de l'histogramme (e.n.p Je 

la densité) du periodogramme (e.n.p. de la densité spectrale) ou du regresbûgram-

me (e.n.p. de la régression). 

Lorsque (X ) . . est un (cwocesAu-i maAkovLan d'û'i.t'ic k, on a 

Cette v.a.r . est alors le meilleur (pour une fonction de perte quadratique) 

pizdictzuA ptubabitUtz (Bosq, 1S79) de 9 ( * n + s ) . Le p/iedcctuq'uujiiiie, en tant qu'esti

mateur du predicteur probabiliste, est un piédlctuuA àtatLitiouz (Bosq, 1979) ou 

pn.zdic.tzuA.. 

Ce predicteur est qualif ié de non panamét/Lique. parce que le problème de la pré

diction ne se réduit pas à celui de l'estimation d'un nombre fini de paramètres 

réels définissant R : on supposera uniquement que R est bornée, ou, parfois, 

Lipschitzienne, et la loi de [ X , , . . . , X . 3 sera seulement assujettie à de simples 

hypothèses de régularité, (^n)^ étant uniformément fortement mélangeant. 

La définition du prédictogranime et les résultats obtenus sur son erreur 

quadratique sont énoncés dans le paragraphe 2 qui donne éqalement diverses remar-

http://pn.zdic.tzuA


ques concernant les hypothèses introduites et la nature de ces résultats. Leurs 

démonstrations sont regroupées dans le paragraphe 3. Dans le paragraphe 4 nous 

considérons leur application à l'estimation de la probabilité de transition d'un 

processus de Markov. Le paragraphe 5 est constitué de remarques sur la définition 

et l'utilisation du prédictogramme. 

Txavaux poxtant àuA dei pAoblfanzà analoquzi. 

Un premier problème très proche de celui abordé ici est le problème de l'esti

mation de la fonction R ou de la fonction d'autoregression d'ordre k, à valeurs 

dans JRP, notée R et définie par 

R(u) - E(Xk+s / [Xt Xfc] = u) , V ueJR
kp. 

Pour un problème de statistique appliquée (prévision de température en météorolo

gie), Watson (1964, p.369-370) propose la méthode du noyau consistant â estimer la 

fonction R par la fonction 

d-3) P n<->=4
 Xi+s

K((-"EXi-k+l V>/hn>/ \{k KH--«i- k ti.-.V> '
 hn> 

où K est un noyau de 1RP et (h ) ^ une suite réelle strictement positive de limite 

nulle. Divers auteurs ont ensuite donné des résultats concernant les propriétés 

asymptotiques de cet e.n.p. fonctionnel, sous diverses conditions portant sur 

(X U , et (h )„ : Roussas (1969) obtient d'abord une propriété de convergence 
* n ' IN * n IN 

ponctuelle en probabilité, Robinson (1982) donne la loi limite de Pn(u) - R(u) 

convenablement normalisé pour u fixé, Collomb et Doukhan (1983) fournissent une 

majoration de Terreur quadratique moyenne ponctuelle ou intégrée et Collomb (1982a) 



obtient une propriété de convergence uniforme (sur un compact) presque sûre. 

Cette même propriété est établie par Collomb {1982 b) pour la méthode des k 

points les plus proches. Banon (1978) Rguyen et Pham (1981) et Pham (1981) s'in

téressent aux propriétés de convergence ponctuelle d'estimateurs récursifs définis 

également à l'aide d'un noyau. Par ailleurs, Kalaidjian (1981), Doukhan (1983) 

et Bosq (1983) donnent une étude par simulation de l'estimateur fonctionnel (1-3). 

Il est clair cependant que ce problème d'estimation fonctionnelle ne s'iden

tifie pas au problème abordé dans le présent article. En effet le problème de la 

prédiction se pose de manière naturelle (cf. le début de la présente introduction) 

non pas en un point x donné a priori ou pour un ensemble de points x, mais, si k=i 

par exemple, au point X qui, de par la nature même du problème, n'est pas indé

pendant de (X.,...,X _ 1 ) . L'étude d'un e.n.p. pR de-ft doit donc porter alors sur 

la v.a. Pn(Xn) - ̂ (x
n>-

 C e t t e approche est celle de Bosq (1979,1983) qui étudie 

la quantité E|pJX ) - R(X ) | pour une classe d'e.n.p. Pn(Xn) contenant à la fois 

l'estimateur à noyau et le prédictogramme. Cependant, ce dernier auteur suppose 

que la loi de X. est connue, ce qui constitue une hypothèse assez restrictive en 

raison de la nature non paramétrique du problème. La convergence presque sjre vers 

0 de la v.a.r. |p (X ) .-. R(X )| est obtenue par Collomb (1982 a) [ resp. 1982 b] 

pour le predicteur .non paramétrique p (X ) défini par la méthode du noyau 

( resp. par la méthode des k points les plus proches]. 

Les résultats que nous avons obtenus sur le prédictogramme, notamment les 

propositions 1 et 4, sont à rapprocher de ceux de Stone (1977), Oevroye et Wagner 

(1980) et Spiegelman et Sacks (1980) relatifs à la propriété de "convergence 

universelle" de certains e.n.p., de la régression. Nous renvoyons à Collomb (1981 ) 

pour une revue bibliographique sur les e.n.p. de la régression, le paragraphe 2 

de ce dernier papier concernant uniquement le régressogramme. 
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2 - DEFINITIONS ET PROPOSITIONS. 

Nous considérons le cas où le processus (X )•. prend ses valeurs dans 
p 

C = L0,] 1 . Le picdtctojaanime est défini comme suit (on suppose n-s > k) 

pour tout n fixé, soit ^ une partition de 10,11 p : le prédictograuiiiie 

R (X . X ) associé â J est égal à la moyenne des g (X. ), 

î = k,...,n-s , tels que le vecteur L"X . , ,... , X. 1 appartienne a l'élé

ment de 0 contenant fX . i,... ,X(11 , a 0 si aucun vecteur |X. , . ,.... ,,< | 

n'appartient a cet élément de ~> 
n' 

ce qui peut s'écrire 

VV-n x" ,-|7Ti9(x '« , lK«,.w v ^ ' s , , J " ° -
(2-1) = 0 sinon , 

n-s 
àWQC 

n n-k+1 n' • ' i = [, U*-;.^!» • • • «X,-) <: J > 

• • G? 
On pose, pour toute partition J , 

(2 •2) hn - inffh c R
+ ; VB « 9 , 3 u t C0,ll

kp : B cCu-h, u+h] k p} 

et on suppose que (h ).. est de limite nulle, ainsi que 

(2-3) -Id > 0 : Vn e N , u(A) > dh*p , VA £ \> n , 

où M est la mesure de Lebesgue sur [0,l]' p (si chaque élément de 0 est un pavé 

de côté h , on a d = 1). 

On associe au processus (X )-. la condition de mélange suivante (Billingsley, 

1968, p.166) 

(D 

(2-4) 

£e p*ocei4u6 (X ) N z*t ^-mélangeant, en ce aeni que .il exôCe une iuôte réelle 

positive {$ )«. de Umitz nuttz iatei^a-tiant poun. tou* entizn,t n>0 et i > 0 

|P(AnB) - P(A) P(B)| s ^ P(A) 

dè\* que A [*eip. B] zàt un zntembte a(X, , . . . ,X.) me4uAab.£e Oeap. 

G ( X i+n ' X n n t l " " > " " « A « ^ 3 , 

en notant que ( I ) est satisfaite dès que ( X J™ est un processus mélangeant au sens 

de la théorie ergodique et pour lequel 3 veN : >j> < 1 (Bradley, 1980); on définit 

également pour le processus (X ) ^ l'hypothèse 



(2 -5 ) 

ta toi du vecteu/i atéatoUie (X . , . . . ,X . ) dans L'0,1 I p vétc'ace 

la.M.in > 0,0 « M < « : mu(B) < P I (X 1 Xfe) L 81 < fl| i(B), ¥B ^ ® [ 0 | l ,kp-

On suppose en outre que U fonction g vérif ie 

(2-6) | g ( z ) | < G V z , L0,11P 

où G est une constante de R . 

Le premier résultat que nous donnons est un résultat de convergence en moyen

ne quadratique pour le prédictogramme. 

Proposition^ . 

Si Ce p*ueeii(H (X ) n satc&jact i c i hi/pufliciei ( l ) et (H) yit JL (\\^)u vi\<bii 

( 2 -7 ) nh* p / l -fr, » 
i=o n * °° 

on a 

(2-8) W k + 1 V-R<Xn-ktl V ^ ° • 

Remargue_l 

Ce résultat sur l'estimation de 1'(iipé'uwci coud i t minutie R ( X n ^ , . . . ,Xn) 

est à rapprocher du résultat re la t i f à l'estimation de î'^spéuance d'une v .a .r . 

bornée X, à partir d'une suite [ X j , . . . . ^ . ] stationnaire et «j>-mélangeante (on a 

m L2 m L? 
! I X. • E X, dès que m/( z <\> ) > « , voir Bill ingsley, 1968, formules 
m i = i ] m-y'a l U o * m * -

(20.32) e t (20 .29) , p. 172) : nhkp joue ic i le rôle de m. 

Nous précisons maintenant l e résu l ta t (2 -8 ) dans le cas où le processus 

(X )*, v é r i f i e une hypothèse supplémentaire concernant la fonction R : 

(III) ta ionction dz pxédiction R QAL Lipidiitziennz, eu ce iem que 

( 2 -9 ) 3 c > 0 ,c < «, e t Y > 0 : |R (z ) -R (z ' )| < c | | z -z ' | |Y , Vz .z ' * r O , l l k p 

où | | . || désigne la norme de la convergence uniforme s u r C 0 , l j ' p . 

On poàz 
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(2 -10) t = k + s - 1 , N = n - t e t ^ = t + i; .(.. . 
11 i-1 ' 

Si U piuce-SMi (X n ) N u é ï t ^ t e ( I ) , ( M ) eC ( I I I ) , ta V.CI.Ï. 

V W k H V - R tVk , l V 
uéica'te 

N il r nli y 

n 

Remargues_2 

Si nous examinons l ' i n é g a l i t é (2-11) nous voyons que ce l e s u l l a t .iidUien.ulique 

sur le prédictogramme confinne les af firnidtions in tu i t ives -j tu vantes : |<our ton Le 

par t i t ion O n (et donc hR) f i xée , la prédiction sera d'autant mei l leure que 

. la dimension p du vecteur X. ou le nombre k est p e t i t 

. la fonction R est " l isse" : la constante c est pe t i te uu l 'ordre Y est gi-jiul 

. ia lo i de ( X p . . . , X . ) est "plutôt" uniforme : les constantes m et M ne sonl 

pas trop di f férentes 

. la "dépendance" entre X- et X. , pour tous entiers i et j , e s t pe t i t e en moyenne 
J n 

lorsque | i - i ' | est grand : même si l .]/. tend vers l ' i n f i n i lorsque n c r o î t , cet te 
1*1 1 

quantité doi t rester pet i te devant n. 

(IV) 

Nous introduisons enf in sur le processus (Xn )T M la condition 

la *uUz ( j> n ) m vtoJLlit 
n'W 

l A < L < 
n-1 n * 

en notant que cette condition est satisfaite dans le cas particulier important 

(en raison de l'application privilégiée au problème de la prédiction - formule 

1-2 - évoqué en introduction) où (X )«. est moAfcovteu et vérifie la condition dz 

VozbUn (Doob, 1953, p. 192) ou la condition dz nonmz L , p«l ou « , de Rosenblatt 

(1971, p.206-211), ou lorsque ce processus s'écrit sous la forme plus classique 

"Xn+1 * f*Xn* + Si" dès ̂  la fonction f et Ie b ™ i t (e )™ sont assujettis à 

des conditions de régularité données par Doukhan.et Ghindès (1980). 

La proposition 2 donne immédiatement le résultat suivant concernant un "cas 

usuel" de processus. 
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Corollaire 

Si Iz pioczàtu* (Xn)jN vvUiiz ( I I ) , (III) avec y=\ et (IV), on a 

(2"12) £Qn - f ^ P + 2 C' ^ + °<-lc? )2 3VCC ^ = (^)2 M | l ^ L > '• 
Mhn n h n 

Note : pour k= 1 , le résu l ta t (2 -12) est à rapprocher des résultats r e l a t i f s à l ' e r 

reur quadratique de l'histogramme ou du régressogramme (majoration de la forme 

a 2 / ( n h p ) + b2 h^ , voir Collomb, 1978, p. 24) en un point x f i x é . 

La formule (2-11) permet d 'obtenir aisément une information sur la vitesse 

o p t i m a l e de L?-converyence du prédictogramme. Cette information est donnée par 

une majora t ion du minimum de la fonction Ci —e—> E Q j J ) , où EQ ( J ) est 
n n* n' ^n \v 

rs 
l ' e r reur quadratique du prédictogramme associé à une partition J . 

Proposition^ 

Si tz pnactssus (Xn).., vé'Uiiz tVi fi/ypoffcèics de la pwpuitUim l, on a 

(2-13) inl> tifta)**&j&* 

ou j( est t'ensembiz des partitions dz [0 ,U P véniiiant Us /iypoc/i£ies (2-2) et 

(2-3) et A est unz constante [indépendante dz n 1 positive. 

Remargues^^ 

Si de plus Y=1 et (IV) est vérifiée, on a pour k=l 

i n f E Q 2 / ? ) , A n - 2 / « k P + 2 ) , 0 < A < ~ . 

On remarque alors que la vitesse de convergence définie par la partie droite de 

l'inégalité ci-dessus est identique à la vitesse optimale de convergence de 

l'histogramme ou du régressogramme, lorsqu'on considère Terreur quadratique 

intégrée (voir Collomb, 1978). Par ailleurs, ce résultat sur un e.n.p. de la 

fonction R, définie sur IRP et Lipschitzienne d'ordre 1, est à rapprocher des 

résultats de Parzen (1962), Collomb (1977) et Collomb et Doukhan (1983) relatifs 

à la vitesse de convergence d'e.n.p. d'une densité, d'une régression ou d'une 

fonction de prédiction R, définie sur IRP et dërivable à l'ordre q, qtî! : les 

divers e.n.p. considérés ici atteignent alors la vitesse optimale de convergence 

donnée par Bretagnolle et Huber (1979) â propos des e.n.p. de la densité et par 
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Stone (1982) à propos des e.n.p. de la régression. 

Enfin, nous complétons la proposition l en donnant une condition sur hp qui 

est, en un certain sens, nécessaire et suffisante pour (2-8). 

On désigne par fi) l'ensemble des processus £ = Wn)\\ dont *'esf,ace d'états est 

[0,l]p et qui vérifient les hypothèses (II) et (IV). [On suppose en outre 

ici que la fonction g est telle qu'il existe dans Q) 0 un processus ( X J ^ pour 

lequel on a CEg(X1)l ECg(X1) - Eg(X1)]
2 t 01. 

ProQOsition__4 

PùuA quz 

(2-14) v ç eQ) o . R„(xn.k+1.....xn) - «(xn.k+1...-.xn) - j ^ t o 

it iaut U ilàuiiit que (hp)^ vfriiiiz 

(2-15) n h k p > - . 
\ / n n -»•«> 

Note : on retrouve là sur la suite (h ).w une condition nécessaire de convergence 

L« analogue aux conditions nécessaires de convergence L~ d'e.n.p. classiques de 

la régression, considérées par Devroye (1982). 

Nous formulons enfin une remarque concernant l'ensemble des résultats que 

nous venons d'énoncer. 

Remargue_4. 

Les propriétés asymptotiques obtenues ici pour le prédictogramme R
n(X n_ k + 1» • • • >

x
n) 

s'étendent immédiatement à l'estimateur 

Vn-W ^ H ^ ' ^ H s 1 ^ VeJ1 ̂  |J| " °' ° S i n ° n " 

de E(X n + s / tX k+1,..,,X ] ), predicteur (probabiliste) de X p + S lorsque le pro

cessus (X ) m est markovien d'ordre k : il suffit d'appliquer les propositions 
v n' IN 

ci-dessus, successivement pour tout X=*l,...,p, à la fonction g qui associe à 

tout vecteur de [0,l] p sa Xième coordonnée. 
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3 - DEMONSTRATIONS. 

On doiine d'abord un ensemble de notations simplificatrices et quelques lem-

mes préliminaires. 

3.1. notations. 

On simplifie les notations en posant, outre (2-10), 

Xi * r X i - k u " * = 1»---. t + 1 ̂  pour i = k n , 
"n-s" 

"r' = "F." et "E" = Z , avec éventuellement i^i' , 
j i*% i i=k 

et, pour toute fonction p définie sur [0,1J p , en désignant également par p la 

la fonction p définie sur [0,11P* + ' par 

p ( zl'"*' 2p(tH)> • P(zx z k p ) . 

On note, pour tout j de tP , 

h{Z\ ^ ( t + l ) > B l { ( z l f . . . , z f e p ) d > 

et on pose 0/0=0, en remarquant tout de suite que (2-1) s'écrit alors 

(3-D Rn(xn) = M'
1 D"1 z z g(xi+s) Ij(ïf) ij(ïn) 

Dn = M"
1 I Z Ifx.) I.(Xn) 

Par ailleurs, on pose X = X. , 

Pj - EljtX) = P(j) , V j/î R , 

et ko 

en remarquant tout de suite que les hypothèses (2-2), (2-3) et (2-5) impliquent 

(3-2) mdH< p. s M H , V U*?n • 
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3.2. lemines préliminaires. 

Dans le lemme 1 et à l'intérieur de la démonstration des lemmcs qui le sui

vent, on étend la définition (2-4, pour £=:11) au cas l £ Z, en posant 

• 4 » 1 . V l < 0 . 

l̂ emniê l 

Si a et b sont deux fonctions réelles définies sur [0,1V * ' avec 

E|a(X)| < l et jb(X)| < b , 

on a, pour tout v L Tl^et v1 e N , v' > o , 

EafXJ b(Srv.) • Ea(X)Eb(X) + O ^ I b * v , . v . t ) 

où 0 ^ . ) vérifie lO^z)! s |z| . 

dénjonstnation 

Pour v'-u>t, on util ise le résultat (20-28) de Billingsley (1968;p.l71, avec f, 

et c définis dans l'énoncé du lemme 1, p. 170) où i est remplace par a(X ) , k par 

v+s, c par b(X , ) , k+n par v l -.k+1 et C par b. 

Pour v ' - v s t , on uti l ise 1 ' inégal i té 

|Ea(Xy) b ( X J - Ea(Xy) Eb(XJ) * E|a(X ,)1 |b(X i f l) | +E|a(X)| E|b(X)| 

en tenant compte des hypothèses sur |a(X)| et |b(X)| et de la notation 4-̂  = 1 

pour H 0. 

lemme_2 

Si ç est une fonction réelle positive bornée vérifiant 

Eç(X) < e 

alors la v.a.r . T = U ou V, avec 

U - N'1 Z Z CCÏ,) I j ^ ) Ij(Xn) 

et 

V = IT1 I z C(Xn) 1 ^ ) Ij(Xn) 

vérifie 
1 * 

FH_1T s He + M' Jj. , M'< « . 
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^£25^^53^121..1 

Le lemme 1 permet d'écrire 

E(rç(X.) IJ(X1)3 Ij(Xn)) • Ec(X) IJ(X)pJ + 01(2Cpj >n_._t) 

et 

E(Ij(Xi)Cc{Xn)Ij(Xn)l) = Ec(X) "ijCXjPj +0 1(2p jCp n_ i_ t) 

où C est une constante bornant c • 

Ces deux inégalités et le résultat (3-2) donnent, en tenant compte du fait 

que Z P. = 1 et Z ç(X) I.(X) = ç(X) 
j J j J 

EH" 1! s Me + ̂ r *n . M1 < -, 

où 
n-s 

a = z & . . • 
n i-k "-'-t 

On a 

n-2k-s 
an = l *l 
n 4»l-k l 

qui implique 
* 

n "n 

ce qui achève la démonstration du lemme 2. 

lemme^ 

Si ( Y , , j c*û > est une suite de fonctions réelles mesurables définies sur 

[ 0 , l j p * t + 1 ) et telles que pour tout j deù R 

EYJ(X)M) , E Y j (X)<C 2
P j , E|Y j (X)| s Cp. et | Y j ( X . ) | s C , 

avec C<« , alors la v.a.r . 

r = ( U N ) " 1 t Z y.(X.) l.{Xn) 

i J 
vérifie 

2 2 1 + 8*n *n 2 
E r s M C T J T 1 * C'<TW> • C , < 
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On a 

(*1) Ef2 = H"2(EA + 2EB) 

avec, puisque Kfz) I J ( ( z ) = l ( j . j . > I j U ) . 

A . N"2 Z Z y ] { X . ) I . ( X n ) 

e t 

(*2) 8 = N"2 Z Z Z B. . , . 
i i'>i j " J 

où 

B 1 1 ' J - V X 1 , Y J l î [ 1 ' , Y J ( Î E n > ' 

Le lemme 1 pernet d'écrire 

EYJ(X,> I j (Xn ) - ETj(Sf)EIj(?) • O l ( 2 E Y j ( X ) V i . t ) 

qui donne 

ETJ(Ï,) Ij(X„) * C2
Pj

2 + 2C2
 Pj * M 

d'où i l vient, puisque Z p, * 1 et par (3-2), 
j J 

(*3) EA < MC2 HN'1 + 2C2 aR N*2 

où 
n-s 

En utilisant à nouveau le lemme 1, on obtient d'abord 

E B i i ' j - EY j tX^T j^ . îE I j tX ) + 0 1 ( 2 E | Y j ( ï i h j ( ï i l ) | V l l . t ) 

ensuite 

EYjO^Yj (3^,) = 01(2E|Y j(X)|C+ i ._ i_ t) 

et enfin 

E l Y j ^ h . f X . , ) ! = E 2 t ï j (X ) | + 01(2E|Yj(X)|C (J» i l - i_ t) 

qui impliquent 

EB.. . .S 2C2(P2 • , , . , . , • p 2
V . , . t + 2p. V i , . t ......J 

d'où i l vient par (*2) 
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(*4) IEOI s 2MC2[(b +cJHN"2 + 2d f f 2 ] 
* ' ' v n T n 

ou 

et 

n-s n-s 
b n = z z * i ' - i - t 

n i=k i '= i+l 1 " 1 _ t 

n-s n-s 

n-s n-s 

n i = k i ' = i+l ] * * n x l 

L'égalité (*l) et les inégalités (*3) et (*4) amènent 

(*5) Ef2 £ MC2fl+4H'1(bn+Cn)] / (HN) + Defi , D < « , 

e n M a n + dn) / (HN)
2. 

La quantité b peut s'écrire 

n-s n-s-t-i 
bn = z z ** 
n i=k l-l-t * 

et vér i f ie donc 
n-s n-t 

b s Z E +, 
n i=k n=l-t l 

d'où i l vient 

(.6) bn s i % 

On a 

n-s n - i - l - t 
c n 3 z z *i 

n i=k il=s-t z 

d'où i l vient 

n-s n-t 
cn s z z * « , 

n i=k e=l-t * 

et donc également 

(.7) e n , M * ; . 
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Nous avons vu,.lors de la fin de la démonstration du l*ii.i...e 2, qu'on a a - / . 

Puisque .j> i l , on a aussi 

*2 

Par ailleurs 

(*a) an , f< 

n-s n-s-t-i 
d"= i--k t . ï - t H W i - 2 t 

peut s'écrire 

n-s n-s-t 
d ( 1 = i = k *>ï-t * t *n - î - * -2 t ^Un-s - t -U 

d'où i l vient 

n-s-t 
dn= Z *i h 

n-s-t-t 

V .lk Vl -£-2t 

n-k-£-2t 

vérifie 

6^ <•()*- 1, £ = l - t , . . . , n - s - t , 

ce qui donne 

d < * * 2 

n vn 

Ce dernier résultat et l'inégalité (*8) amènent 

en <- 2 ( ^ / HN)2 

qui a/ec (*5) , (*6) et (*7) amène l'inégalité recherchée. 

3.3. démonstration de la proposition 1. 

I l s'agit de montrer nue la v.a.r . 

% = R A > " R<*n> 
vérifie 

û - i ) EQ2 — > 0 . 
' ^n n-»-» 
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On a, d'après (3-1) , 

v ' n n n 

où, D étant défini dans (3-1) , 

Ai = A / D„ avec A„= n n n rt •n-TT = J CgCX^J-RCX^lIjC^) I j (xn) 

et 

(3-5) B; = B n / D n avec B„ ̂  T. Z [R(X.) - R ^ ) ] r j (X.) I j (Xn ) . 

La démonstration de (3-3) comporte deux parties: 

2 2 
partie A. - On montre E A OT> 0 en donnant une majoration de E A qui nous 

sera uti le lors de la démonstration de la proposition 2. 
2 

partie B. - On montre que E B„ > 0 . 
r ' n n + w 

On posera 

en remarquant tout de suite que le résultat (3-2) implique 

(3-6) à > mdH 

A. L'identité 

1'inégalité 

|A„/Dn| s 26 , 

qui découle de (2-6), et le résultat (3-6) permettent d'écrire 

|Anh:(|AJ • 2G|Dn - àn\) I (mdll) 

d'où il vient 

(*1) EA^2 s 2(md)"2 [ EH"2 A2 + 4G2 EH*2(Dn - û j 2 ] -

Si on applique le lemme 3 aux v.a.r. 
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Yj(Xi> = ^(X^^-RJX^.l IjJX.JIresp.YjfX^ « I^X^-ï - Dj 1 

qui vérifient 

EYjfl,) - 0 

EYj(X,) = E{E(g(X1+s) / [ X i . k + 1 X,]) - R ^ ) } IjtX,) 

puisque 

et que le terme entre accolades dans :ette formule est nul de par la définition 

(1-1) de R [ resp. parce que p. = E 1.()(.)] et pour lesquelles on a 

C = 2G fresp. C=l] 

ainsi que 

r * H"1 An fresp. r = H"1(D|l-An)l 

on obtient 

EH"2 A2 < <MG2(l+8**)/ (UN) i- C T ^ / (HN)]2 , C . » , 

et 

(*2) Elf 2(D n-û n)
2 s M(l+8.fr"n) / (UN) + C"[.^ / (tlfl)l2 , C" < - , 

qui avec (*1) donnent 

(3-7) EA; 2,« ^ U C ^ ) , c<-. 

(md) 

L'hypothèse (2-7) implique 

d'où il vient par (*1) 

(.3) EA; 2 > 0 

n -»-oo 

et également par (*2) 

(*4) EH"2(D -A ) 2 > 0 
n-*°° 
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B. Nous utilisons maintenant le fa i t que l'ensemble des fonctions continues 

(à support compact) est dense dans L2(Rq,P),q<« (Dunford et Schv/artz 1957, 

p.298). Pour tout e > 0 , i l existe donc une fonction réelle P = P_, continue sur 

[ 0 , l ] k p et te l le que la fonction 

x ( . ) = x E ( . ) = R(. ) - p ( . ) 

vér i f ie 

E A2(X) < e 

La v.a.r . B' peut s'écrire 

avec 

^ = \ \ j r M x ^ - x f x j , i j (X f ) i j (Xn ) /on 

(.6) \ ~ \ \ \ rocx,) -P(xn> i ij«arfi ij(xn> . 

L'inégalité de Schv/artz donne 

L 2 , ^ £ t X ( x \ ) - * ( X n n 2 I j t ï , ) I j ( X n ) / D n 

d'où i l vient 

( .7) E L2 s 2[E(U/0n ) t E(V/D n ) ] 

où U et V sont les v.a.r. définies dans le lemme 2 avec ç = X . L'identité 

T / D n - [ T - ( T / D n ) ( D n - A n ) W A n 

avec 

(*8) T = U ou V , 

le résultat (3-6) et l'inégalité de Schwartz permettent d'écrire 

E(T/On) s (nid)"
1 (EH'1 T + G' V EH_2(Dn - A n )

? ) 

où n'est une constante bornant >.2. Le le^e 2 et le résultat (*4) amènent alors 
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E(T/Dn) s HGKlpe+a , , , avec a n T ^ r > 0 , 

r;ui par (*7) et (*8) donne 

(•9) ELj -J «(md)"1 e + fl„ , avec B„ ^ > 0 . 

La continuité de la fonction p implique l'existence d'un réel positif a = u. 

pour lequel on a 

(»io) M v - P t î g i i e + 2G" 1 ( , , ^ , , i o l 

où G" est une constante positive bornant p et où l l z i ' • • *»2
p ( t+l)" '\\zi* • • • >^p II 

d'après nos notations 3-1. 

Si nous ranarquons que l'hypothèse (2-2) amène 

(3-8) { « j ^ W ' ^ - Ï J K V • 

nous voyons que l'hypothèse h m > 0 implique 

^ V W . : V n > n o > '( l^-Xjha} J W IjtSfo> = ° ' 

d'où i l vient, en considérant l'inégalité (*10) et la formule (-6) 

3 V V Wn>no • lHn/Dnl s e • 

Ce dernier résultat, l ' inégalité («9) et l 'égalité (»5) qui implique 

E B ; 2 c 2 ( E L 2
 + E ( M n / D n ) 2 ) 

amènent 

EB^2 s 2(4M(md)"1 e + e 2 ) + Yn , avec vn ? r ^ 0 , 

d'où i l vient, puisque e peut être choisi quelconque 

E K2 «—> ° n n-*» 

ce qui avec (*3) achève la démonstration de la proposition 1. 
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J.4. démonstration des propositions 2 et 3. 

Pour tout i=l n on a, d'après (3-8) 

|R(ï,)-R<x-n)l5 lj(X,) ij(Xn) « I R ^ H ^ H imïrXn||.hn,i W W 

d'où i l vient, en tenant compte de (2-9) 

|R(X>R(Xn ) |E Ij<S f) I j ^ J . c h î j I j ^ ) i j ( x n ) 

11 suffit alors de considérer la définition (3-5) de B' pour obtenir 

|B;I <- c h* 

Ce résultat, l'inégalité (3-7) et la formule (3-4) qui donne 

E Q 2 < 2(EA;2
 + EB; 2) 

amènent inunédiatement l'inégalité de la proposition 2. 

Pour prouver la proposition 3, on utilise d'abord le lemme de Parzen 

(1962, p.1074) pour voir que la fonction 

h _ > * ( n ) = H ( i G )
2 ^ + 2 c

2 ^ 

* * 

est minimisée par h ^ B ( ^ ) Y / ( k p + 2 Y> pour lequel on a .[-(h*) = C(TJl)
2'f/(kp+2^ 

et ensuite (2-12) qui donne (2-13) pour A>C, où A, B, C-]0,^[ne dépendent pas 

de n. 
3.5. démonstration de- la proposition 4. 

Pour prouver que (2-15) est une conséquence de (2-14), on choisit dans ob 

un processus constitué de v.a. X , nc!N, satisfaisant 

(*1) r = Eg(X1) j* 0 et v = EfgfX^-r)
2 > 0 

et indépendantes, ce qui permet d'écrire pour Q = R (X ) - R(X ), 
n ny n' x n' 

(.2) Qn = Rn(*n) - r . 

la condition (2-14) amenant 

(*3) EQ2 > 0 . 
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On remarque d'abord que la définition (2-1) de R (X ) peut s'écrire, puis

que |J | = NDn . 

W " 
°„ ^ g ^ J ^ V W si NDn * t • 

0 si N0n « 0 , 

r 1|N0 =0} + CW« avec "Vn1 = 

qui donne par (*2) 

(.4) Qf 

où on a posé 

(*5) An = N"1 Z E(9(X1+$)-r) I j i ^ J I j t X J 

et d'où il vient 

n2 <Tn - (rAn / D n])
2
 + r

2 i { n V 0 } 

et donc 

(•6) Q2 * (fV°nî)2 

ainsi que 

Cette dernière inégalité amène 

r2 - EQ2 s r2 £ ( {ND a 11 

0 si 0 n - 0 , 

qui donne par (*1) et puisque i ^ â i) -
 NO

n » 
n 

1 - H 4 / r 2 s E 1 { m B
4 U * E H D B ' 

d'où i l vient par (*3) 

(*7) 3 a
0 > 0 , 3 nQ € IN : V n > nQ . NHs aQ , 

après avoir ut i l isé , en tenant compte du fa i t que (h ) w est de limite nulle, 

l ' inégalité 
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(*8) EN On < aQ NH + a, h
p s , V ne IN , 0 < a < « , 0 <; a, < « , qui sera démon

trée dans le point a ci-dessous. 

La définition de [A / D ] dans (*4) amène, puisque A = 0 dès que D = 0, 

An = C A n / D n ] D n 

d'où il vient par (*6) 

An s " n Dn 

et donc en utilisant l'inégalité de Schwartz 

(EA 2) 2 £ EQ* ED* 
* n' n n 

qui donne, en tenant compte de l'hypothèse ( 2 - 6 ) , 

( E A 2 ) 2 £ 4 G 2 E Q 2 EDÎ . 

* n' n n 

Cette dernière majoration et le résultat 

(*9) 3b o, 0<b Q<-> , 3 n l £ IN : V n > nx , EDJJ S bQ H
4(H- s: (NH)"U) , 

qui sera démontré dans le point b ci-dessous, amènent alors, en tenant compte 

de (*7), 

E(H"2 A2) < B o(EQ
2) 1 / 2 , V neIN, n > max(nQ,n1) , 0 <BQ < ~. 

Cette dernière inégalité et la minoration 

(*10) E A2 * cQ v H/N - cx h
p s / N2 , V ne IN , 0 < C Q < » , 0 < Cj < » , 

qui sera démontrée dans le point c ci-dessous donnent, en utilisant la seconde 

partie de (*1) et le résultat (*7), 

( N H ) " 1 * Ï 0(EQ
2) 1/2 + yx h p S , 0 < Y 0 < « , 0 < Y l < » , 

pour n suffisamment grand, ce qui, puisque (h J ™ est de limite nulle et que les 

comportement 

que (2-15). 

comportements asymptotiques de NH et nh p sont identiques, prouve que (*3) impli-
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Ç^iQÏ-Ë-i^'DÇQEïr^ÈiQO-Ë?.-!*?)' 

On a 

NO n = U + Vn n n n 

avec 
n-k n-s Un - E Z I.(X.) I.(X ) et V = Z Z I.(X ) I (X ) . 

n i=k j J * J n n i-n-k+1 j J 1 J n 

Le lemme ci-dessous donne immédiatement 

EU < (n-2k+l)art H sa nH 
n * ' o o 

et 
EV * in , . a T hP^"1» . lf. .an h

ps V hPt"-1"*» n (k-s>o) o .=n.k+1 fk-s>o} o -=n.k+1 

ce qui prouve (*8) puisque (h ) ^ est de limite nulle (dans le cas stk l'inéga

lité de (*8) est précisée par a. = 0 ) . 

Lemme 4. 

Il existe une constante a , 0 <a < °° , telle que pour tous entiers n, i 

et i ' > i on a 

E S I ^ ) I^X.,) S 
aA H si i'-i * k , o 

a h p t 1 M > si i' - isk. 
O 

L'hypothèse (2.2) montre qu'il est possible d'associer à tout élément j de 

S3 un cube C de JRP ayant h pour côté et satisfaisant pour tout Cu^,....(^] de 

IRkP 
k 

ïjt"! uk> £ " *{u e C > • U m e * • m=l k • 
m=l m j 

ce qui amène, pour tous entiers i et i ' a i , 

i i ' 

J ' J * a-1-k+l U a e C j } b- l ' -k+l U b e j } 

où F peut s'écrire pour b = max(i'-k+l, i+1) 
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i i ' 
F = F, F2 avec Fj = H ï { x } et F2 = n 1 { X c } 

1 * x a=i-k+l l V c j ' c b=bQ
 l V L j ' ' 

L'indépendance des v.a. X. , ieN , implique (outre l'indépendance de F, et F2) 

l'indépendance des facteurs constituant F, et F2 , ce qui donne 

E F = ( E ' { X J . C J } » 0 a v e c ^ k + i ' - b o , 

d'où il vient, de par la dernière inégalité obtenue et en tenant compte dé la 

partie c'roite de (2.5), pour tout j de J* 

E Ijtfy IjP^,) s (M h P ) C , 0 < M < », (M = M 1 / k ) . 

Cette majoration et un calcul simple montrant que 

c = 2k si r - i i k , c = k+(i'-i) si i '-i * k, hpc = Hh p ( c~ k ) , 

amènent immédiatement le résultat énoncé dans le lemme ci-dessus, en tenant 

compte de l'inégalité E H s(md) < « découlant de la relation Z p. = 1 et de 
j j J 

la partie gauche de la double inégalité (3-2). 

PQiQË-^-i-'ËË'ÏÎÇQs^tiQQ-^Ë-ll?! 

En écrivant 

Dn = Bn + B + A n n n n 

B = Z N'1 \ ( I . f f O - p , ) IA\). B = Z N'1 Y ( I , (X f ) -p , ) Ij(X ) 
n j i = k J 1 J j n n j i=n-k+l J ' J J n 

An'JPj W ' 
et en remarquant que les v .a .r . B et A vérifient 

[Bn| s ç N " 1 2 max(k-s,0) I . ( * n ) s bj N - 1 , 0< bj< 

et 

0 < ûn s MH 

en raison de (3-2), on obtient la majoration 
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EûJ < b2(H4(l+(NH)"4) t EfiJ) . 0 < b 2 < - . 

On a 

est pour tout j de 3> une v.a;r. indépendante de X , ce qui donne 

£ BJ - r E v} p j . 
J k 

En écrivant, pour tout j de £P , NV. = E V< avec 

N 
n J u-1 j > u 

VJ,u = v=
E" <V*u+kv> - P j ) o ù N u = PeC(n-k)/k, 

vérifie Nu s N/k pour tout u= l , . . . , k , on obtient 

E "J S b3 X ( " û l V J . " ) 4 ' °<bl<m • 

En remarquant alors que V. est une somme de N v.a.r . indépendantes centrées 

et en appliquant un résultat général relat i f au moment d'ordre 4 d'une somme de 

telles v .a . r . , on obtient pour u * l , . . . , k , 

où ra.4 a Ed j t ï j J -p j ) 4 = p] - 3pJ • 6pj - 3P] + p. et <nj>2 = E(I . ( X ^ - p . ) 2 , P j ( l - P j ) 

vérifient, en raison de (3-2) et puisque (h ) M est de limite nulle, les inégali

tés m. - s b- H et m. 2 s bg H pour n suffisamment grand, b. et bç étant des 

constantes positives. On a donc le résultat 

3 n l € IN , } b 6 , o <b6<co : EJN"1 V j > u ) 4 s bgH4(l+(NH)"2 + (NH)"3), V neN , n>np 

d'où i l vient, en considérant les dernières formules dont les membres de gauche 
4 4 

sont respectivement EVT et EB̂  , 

E B4 £ b? H4(1+(NH)"2 + (NH)'3) , 0< by < « . V n> n1 . 
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La majoration de EO4 donnée plus haut amené alors immédiatement le résultat ( * 9 ) . 

Point c i Jl'!.onstrcjt^on_de_(*lû^. 

On remarque d'abord que (*5) peut s 'écr i re 

A = B + C n n n 

avec 
, n-k-s , »-s 

B, = * N - 1 i: A I (X ) et C = L \\~l L A. . I j (X ) 
n j i = k i ,J J " n ^ i=n-k-s* l 1 *J J 

A i , j = ( 9 ( X i + s ) - r ) I j ^ ) . 

L'expression B̂  = A„ - C donne r n n n 

EB2
n , 2 ( E A 2

 + E C 2 ) 

d'où i l vient 

E A2 > 2"1 E B2 - EC2 . 

d'où i l v ient , de par l'indépendance, pour tout j de J ^ , de t j (^n> et A . ^ pour 

tout i i* n-k-s , 

n-k-s 
E B2 = z p i E (n _ 1 Z A ) 2 

j J i=k , f J 

En écrivant 
. n-k-s 9 o n-k-s n-k-s 

E(N_ 1 Z A V = N - ' Z Z E Fa b 
i=k l f J a-k b=k 

ou 

vérif ie d'abord 

EF -- 0 si a / b 
a,b 
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en raison de l'indépendance de la v . a . r . centrée g(X i i a , . . . ) - r e t de la 
{lia X \ a , D J T S 

v . a . r . c y ô i c ou p i o o u i t QcS o u t r e s i o c i c u i î cor. 1111 - : : . . 1 r , t i c i . i ^ . i c 

EF = v p . a,a * j 

en raison de l'indépendance de 9(x
afs)-r et l •('*.), on outient 

EB 2 = ff2(n-2k-s+l) v z p2 

j J 

d'où i l vient par ( 2 - 1 0 ) , ( 2 - 3 ) , (2-5) et (3 -2 ) où z p • = 1 , 
j 3 

EB2 ^ c2 v H / N , c2 = md > 0. 

On a 

Cn " ] N'Z T j 

n-s 
où T. - z A. . I ( î ) v é r i f i e 

J i-n-k-s+1 1 , J J n 

2 n ' s 2 
T< £ k Z Af . I . (X ) . 

J i=n-k-s+l 1 , J J n 

Par passage à l'espérance et en tenant compte de (2-ô) on obt ient 

E Tï s 4G^ k t E I (X ) I (X ) 
i=n-k-s+l J 1 J n 

-s+l 

d'où il vient, en utilisant le lemme 4, 

E C2 s c, N"2 z h ^ ( i ) où ^(i) = max(k.n-i) , 0< c, < « , 
J i=n-k-s+l j 

qui donne, puisque ( h j ^ est de limite nulle, 

E C 2 <; c4 N
- 2

 (1P
S , 0 < c4 < . . 

Cette majoration et les deux dernières inégalités concernant respectivement 
2 2 E Art et E Brt amènent immédiatement le résultat (*10). n n v ' 
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4 - APPLICATIONS : ESTIMATION DE LA PROBABILITE DE TRANSITION. 

On pose, pour tout u de f O . l r 

1 n"s 

si |r) | £ O , O sinon, avec J et jJ | définis c-n (^-1), 

et 

F(u ;X n. k U,...,X n) . P ( X n + s » / f X n - k l l Xni) 

qui es t tj. fonction *U ' û j u ' i t c i I U I I du t'.i • •ÏULALK < (c de i\.u\si li^n du processus 

(X )». lorsque ce u c r i n c r est iiia'tL'tivcen d'u-idie V.. 

Les r é s u l t a t s concernant le predictogranime se t ransposent aisément à cet 

es t ima teur non paramétr ique de la p r o L û b i l i t u de t r a n s i t i o n , ce qui permet 

d 'énoncer les p r o p o s i t i o n s su i van tes . 

Çr.2E25iîi2Q-!' • 

Sous les hupo thèses de la proposition J un a 

V u , [ 0 , l l P , F n ( u ; X n . k + 1 X n } - F ( u ; X t | _ k t l X„> ^ 0 

CC2B2^i£l2G-?l-ê£-?'• 

Enoncé identique à ceux des pnopositiuns Z et î, nu ce G-\, c il^jiiii \\:t 

(2-9) oûR( . ) -F(u; . ) et Q„ = Fn («sXn . k t l . . • • .X,,) - F(..; v k U *„> • 

^222515222-11 • 

Podi que 

V Ç « © 0 . V U « r o . l | P Fn(u;Xn .k+1 X n ) -F (u;X n . k + 1 X„) ^ 0 

il i<xut zt il suiiit nuz (hpîji ué'M'ûte 

n hk p > « . 
n n-»-» 
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^i'ï'SL'JfîiîfiSL'.ili-i.eîSïiJiifiSL'i.ili.-^Ii.Jl.Êî-^- 0 n applique les propositions 1, 

2, 3 et 4, pour tout u de [ 0 , l ] p , i la fonction 

9(D - »,„„, . VutO.lfi . 

Autres applications. 

L'estimateur de la probabilité de transition que nous venons de considérer 

permet de définir 

• un estimateur de la densité 

f<-;!Wl V'^-Vktl V'a" 

de cette probabilité de transition ( ici \i est la masure de Lebcsgue sur lO . l i ) ' 1 : 

i l suffit d'associer à F (. 5 -̂..̂ +1 » - - - *x
n) l in histogramme. 

• pour p=l et tout a de C0,l[ , un estimateur du a-t(uautLîc\ 

* ( a , « V k + l * „ > • « * < « = F ( - ! X n . k U X„) , . ) 

de la probabilité de transition : il suffit d'estimer A^u* a l'aide de A*a' défini 

par la partie droite de la formule ci-dessus dans laquelle F est remplacée par F . 

On remarquera en particulier que A " (x„.j,+ i»- • • • *„)
 est un estimateur de la 

médiane cunditionnzltz A * (Xn„L+i ••. - .X ) qui est le meilleur predicteur proba

bil iste pour la fonction de perte X(.) s l'I 

Par ailleurs, il est évident que 

• dans le cas p-1, on obtient immédiatement la définition et les propriétés da 

convergence dans L2 d'estimateurs de moments de tout ordre fs> U 

R(e)<Vk+l V - E<xn\s / VkH V 

de la probabilité de transition : i l suffit de choisir g ( . ) » (•)'*• 

• un estimateur de la densité <stationnai/ie 

n - dQ/d|i , où Q est la loi de ( X j , — lXfc)» 

est défini par }thistognaimtz 
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V2* = \i Z lUX X WJ } • J ^ n : Z'J » V ^ ° . 1 ^ 
n nh*p i=l u*i-k+l V t d ' n 

qui est lui-même une fonction de densité (puisque / ir (z)dz = 1) et pour lequel 

les méthodes de démonstration utilisées dans le paragraphe 3 permettent de prouver 

qu'il jouit de propriétés analogues à celles de l'histogramme. 

Enfin, nous remarquerons, à propos de ces divers e.n.p. définis à partir du 

prédictogramme, que les techniques de démonstrations employées ici permettent 

d'obtenir a faitioni des résultats sur l'estimation, pour tous z fixés (certains) 

dans rO,llkp, de R(z), f(.;z), TI(Z) [resp. et F(.;z), A(u)(z), u.CO.lC, R(li)(z), 

fie N 3 analogues à ceux obtenus par Collomb et ûoukhan (1983) [resp. Roussas, 

19691 à propos de la méthode du noyau, et ce avec des hypothèses moins restricti

ves sur les fonctions à estimer : la continuité n'est plus utile et la dérivabi-

litë est remplacée par une conditien de Lipschitz. 

5. REMARQUES SUR LA DEFINITION ET L'UTILISATION DU PREDICTOGRAMME. 

La définition et l'utilisation du prédictogramme sont analogues à celles du 

régressogramme ou de l'histogramme, avec les mêmes 

- simplicité d'utilisation, notamment par rapport à certaines méthodes pa'tamé-

Viiquzà classiques (du type Box et Jenkins) plus souvent employées dans des pro

blèmes de prédiction et,également, par rapport aux méthodes de prédiction qui 

utilisent des e.n.p. de la demitz spect/iatz (voir par exemple Parzen, 1957). 

Toutefois, dans le cas kp>l, le prédictogramme présente des AiHieuttés de u<-

sualisation, identiques à celles du régressogramme ou de l'histogramme. 

• problème du choix de la partition\) : les conditions (2-2) et (2-3) laissent 

une grande liberté dans le choix de la partition -> et il est alors possible de 

tenir compte dans le choix de J d'une certaine connaissance a priori du phéno

mène observé. Lorsque >̂ est constitué de pavés égaux de côté h , le problème 

du choix de h peut être abordé à l'aide d'une méthode heuristique exposée par 

Collomb (1983). 
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• faible coût informatique (inférieur notamment â celui provenant de l'emploi des 

méthodes du noyau ou des k points les plus proches), en particulier lorsque la par

t i t i o n ^ est constituée de pavés égaux, grâce à l'utilisation de la fonction 

partie entière (voir Collomb, 1978, p.14). 

• manque de précision, inhérent aux méthodes non paramétriques : la proposition 3 

montre que la vitesse de eonvzngcncz du prédictogramme, identique à celle de 

l'histogramme ou du régressogramme est très inférieure â la vitesse de convergence 

des méthodes paramétriques classiques et un simple calcul effectué à partir de la 

formule (2-13) montre qu'une bonne précision ne peut pas être assurée lorsque n 

n'est pas "très" grand : les études par simulation de Kalaidiian (19811 sont a 

cet égard très significatives. 

• usage statistique spécifique, lorsque le statisticien est en présence d'obser

vations et ne dispose d'aucune connaissance a piiott sur le phénomène probabiïiste 

dont elles sont issues. De même que 1'histogramme est alors utilisé pour "recon

naître'1 une distribution de probabilité, le prédictogramme permet de déceler une 

tendance dans la série temporelle (X n) t i , sans autre hypothèse que celle relative 

â la valeur de k. Cette méthode de prédiction peut aider le statisticien dans le 

choix d'un modèle paramétrique pour le processus observé. 
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