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UNE NOUVELLE REGLE OE CLASSEMENT, UTILISANT 

L ' ENVELOPPE CONVEXE ET LA MESURE OE LE3ESGUE 

P. BAUFAYS et J.-P, RASSON 

Unité de Statistique - Département de Mathématique 

Facultés Universitaires N.D. de la Paix 

.Rempart de la Vierge 3 - B-5000 NAMUR, BELGIQUE 

Résumé : ïious proposons une nouvelle méthode d'analyse discriminante associée 

au modèle statistique utilisé en classification automatique par Hardy et Sas-

.3on (1932). Cette règle est la sui van te : nous calculons la diffé rence e n ire 

les mesures de Lebesgue des enveloppes convexes de l'échantillon étiqueté de 

chaque groupe avec et sans l'individu à classer; nous l'affectons au groupe 

pour lequel cette différence est minimale. Lorsqu'un individu appartient à 

plus d'une enveloppe convexe, aucune décision n'est prise d son sujet. La 

courbe de décision associée à cette règle est linéaire par mcroea-.ix; nous in-

iicuons une procédure pour la calculer et nous l'illustrons sur différents 

exemples. Enfin, nous décrivons la construction d'un ensemble de référence 

pour lequel la règle du plus proche voisin est identique à la règle originale 

appliquée à l'échantillon original. 

Mots clés : Analyse discriminante paramétrique, Courbe de décision linéaire 

par morceaux, Enveloppe convexe, Mesure de Lebesgue, Règle du plus proche 

voisin. 
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smallesz différence. :ïo décision is zaken zbouz individuels belangir.g zo nzrz 

than one convex huit. The décision surface is pieeewise limer; ve ir.diczzz 

a method zo corpuze this and ve illustraze iz on several examies. Finally, 

we de scribe zhe conszruczion of a référence set for which zhe necrssz r.eig*-

bor rule is zhe sar.e es zhe mu method applied to zhe original servie. 

KeywordS : Ccnvex hull, Lebesgue rr.eas-ure, Fcrcr.ezric discrir\inar,z snalysist 

Fiecevise linear discrir-.inar.t curve, iïea2*esz neighbor rule. 

1 - INTRODUCTION 

L'analyse ciscrimmante vLse à déterminer des règles optimales ce 

classement d'un individu dans un parmi plusieurs groupes ( k ); la seula 

information à leur propos est un échantillon d'individus dont l'affectation 

est connue. Pour cr.aque indivicu m variables ont été observées, Le 

problème est alors celui de déterminer une partition ds Hl7i çr. k 

sous-ensenoles de telle sorte eue tout individu a^ZiS-rze^^nz à un 

sous-ensemble de la partition soit aftecté au groupe correspondant à 

celui-ci. 

De nombreuses métnodes ont été proposées dans la littérature fAndrewS 

(19T2), Duda et Hart (1973), Fa-^ (193!)). Certaines - déterministes -

imposent la forme paramétrique de la frontière entre les ensemoles 

d*affectation à des groupes différents, Cette surface esc déterminée de 

telle sorte que le nccri&re d'individus ^al classée ce 1*échantillon étiqueté 

soit minimal. Les autres cet no de s - statistiques ~ nécessitent la 

connaissance des orobabilités a priori dr aoparcenance aux différents 

grouoes; elles visent à minimiser le risque bayssien. Suivant eu1 aucuns 

hypothèse n'est formulée à prooos des distributions, on distingue les 

méthodes non paramétriques C k-N'H t estimation de densités, ...) et 

paramétriques, où l'on suppose généralement oue les aistrioutions sont 

normales. C'est dans cette carrière catégorie que se situe la é̂t.node 

décrite ci-aorès. Meus considérons, en ef*ec, la règle de classement 

associée à un Tiodèle statistique nouveau, proposé et utilisé en 

classification automatique par r.arCy et Basson (1982)» Les résultats 

intéressants tant théoriques eue pratiques, fournis par cette ^étnode 

constituent un encouragement certain à considérer le r.êfne modèle en analyse 
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discriminante. 

2 - LE MODELE - LE CRITERE 

Mous rappelons le modèle proposé par Hardy et Faéson et nous renvoyons 

le lecteur à cette étude pour une description et une justification plus 

complétée 

Ce modèle suppose que tout indivicu est uniformément distribué dans 

l'union C de k domaines convexes disjoints (Ct,...,^) , ce qui 

signifie que l'échantillon étiqueté est une réalisation d'un processus de 

Poisson dans C . Chaque domaine correspond à un groupe. La vraisemoianes 

est donc égale à : 
k k 

f(x) - (1 / Z m(Ct)) . Z lc,C x) 
i-l i*l l 

où x est l e vecteur des variables ooservées pour un individu, m{ • ) 

désigne la mesure de Lebesgue et ^ - ^ i a fonction ind ica tr i ce de 

l'ensemble A . En posant : 

o i - m ( C i ) / Z ( m ( C j ) ) , 
J - l 

la vraisemblance s'écrit encore : 

k 
f(x) - Z (Pi/mCCi)) \QtU) 

i-l L 

et nous voyons que f(x) est le mélange de '< densités uniformes ( sur 

chacun des domaines C^ ) avec des poidâ pj proportionnels aux mesures 

des domaines. 

Si nous supposons tous les coûts de r-.auvaisa slassif icatiort égaux, la 

règle qui minimise le risque oayesien affecte 1' individu x au groupe î 

ssi : 

pt fA(x) â Pj fjCx) , J-l k , J*i . 

Les paramètres des distributions - les domaines C; - sont inconnus* Noua 

estimons C^ par maximum de vraisemblance, c'est-â-dire par l'enveloppe 

convexe H(XL) des individus étiquetés X^ du groupe i . Lîn traitement 

complet de V estimation d'un domaine convexe borné dont on connait un 
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échantillon uniformément distribué est proposé sar ?.asscn (1979). 

Tout individu appartenant à HCX^) est donc affecté au grouoe i . 

Supposons maintenant que x n'appartient à aucune enveloppe convexe. S'il 

était affecté au grouse i , nous aurions : 

k 
ai ff(x) = 1 / ( Z mCHCXO) * m(H(X,U[x})) - n(H(Xi))) ; 
" " J-1 

Pj fj(x) * 0 , j-ï k , jAi . 

Définissons : 

S,JY.) - si(H{XtU{x})î - Eï'HCX^) . 

Dès lors : 
k 

pL ft(x) * 1 / ( Z m(H(.<j)) • SL(x)) . 

D'autre par t , puisque les domaines sont supposés d i s j o i n t s , nous ne pojvons 

a f fec te r x au groupe i que s i hCX^Uixl) et ^ * j ) sont d i s jo in ts 

pour tout j / i . Dans le cas con t ra i re , nous posons aro i t ra i rene^ t ; 

S i (x ) * +• . 

S^Cx) peut être interprété comme une mesure de La rserte ^ coné^ence au 

groupe i Lorsqu'on lui adjoint l'individu x „ Ft le critère 

d'affectation est : 

"classer x dans Le groupe i ssi 

St(xî < Sj(x) , j-l k , j A i •'. 

Mous ne supposons plus .T.aintena.-c, c«e les co7.ai-.ss C^ sont 

disjoints, afin de rendre notre règle applicabLe dans toutes Les 

situations. Dans ce cas, un individu qui appartient à une envelOD^e 

convexe est affecté au groupe correspor.cani:. 3' Il aopartient à olusleurs 

enveloppes convexes, nous ne prenons aucune décision à son sujets Enfin, 

s'il n'appartient à aucune enveloppe convexe, il sera affecta au srcuce i 

SSi ; 

S^Cx) < 3j(x) , j*1, ...,* , j^i . 

La non a f f ec ta t i on lorsqu'un indiv idu appart ient à olusieurs 

enveloppes convexes correspond exactement à la ciscrîrainacion p a r t i e l l e 

proposée par Cnow (1970) et Habbema et a l . (197^)- Supposons, sn e f f e t . 

http://co7.ai-.ss


.35. 

que 1' individu x appartient aux enveloppes convexes KC^ ï , ... , 

H(Xpî , et n' appartient pas à K(Xp+1) K U ^ ) . La probabilité a 

posteriori que x appartienne au groupe i esr. alors égale à i/p ( 

ISiSp ) et à 0 ( p+lSiSk ). En effet, cette probabilité a posteriori est 

égale à p^ fi(x)/(pi f i (x)*.. , + p.K f:<(x)) . Or, dans ce cas : 

k 
pL ft(x) - 1 / ( l a(H(Xj))) , i-î,..,,? , 

» 0 , sinon. 

La non affectation des cas les plus douteux a été introduite dans de 

nombreuses règles afin de diminuer les erreurs de classement. Cuelques 

exemoles sont cités dans la bibliographie (Cnow 0 9 7 0 , Degtyar et 

Finkelshteyr. (197<0, Habbema et ai. (197U), Kendall (1979), Tomex (1975), 

Wilcox et Wilson <1980))• 

La méthode proposée ici étend et justifie la méthode empirique 

proposée à la fois par Kendall (197 9) et Degtyar et Finfcelshteyn (197U); 

celle-ci et la nouvelle règle coïncident pour les individus appartenant à 

au moins une enveloppe convexe, mais la plus ancienne ne traitait oas les 

autres individus. Levrat (1979) suggère, lorsque les enveloppes convexes 

sont disjointes, d'affecter tout individu au groupe ae l'enveloppe convexe 

la plus proche. Mous mettons ainsi en évidence un aspect Original de r.ctre 

critère : alors que la plupart des règles d'affectation sont définies par 

une distance, notre métnode généralise la distance sur la droite réelle en 

Surface dans le plan, en volume dans l'espace usuel, en hypervolur.e dans 

les espaces à olus de trois dimensions. 

On notera enfin que, sur le droite réelle, les règles du plus procne 

voisin (PPV) de Levrat et la nôtre coïncident lorsque les enveloppes 

convexes sont disjointes. 

3 - AFFECTATION ET SURFACE DE DECISION 

L'affectation d* un individu et le calcul de la surface de décision 

nécessitent l'évaluation ae SL(x) . Nous décrivons une procédure pour ce 

faire dans le plan; son principe peut être généralisé pour des espaces ae 

dimension supérieure. Le développement du calcul géométrique sur 

ordinateur, domaine en plein essor à l'heure actuelle (Toussaint (tÇSOÎî 
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devrait fournir des outils qui permettent un calcul performart du 

classement et des surfaces de décision dans tout espace. 

3.1 " Calcul de St 

Nous connaissons K(XL) et voulons calculer H(X^U(x}) , H(X^ î est 

borné par un nombre fini de droites (hyserplans dar.s l'esoace) déterminées 

par ses faces. Chaque droite définit deux demi-esçaces dont 1* un contient 

X^ ; à chaque droite, nous associons l'entier j , égal à 1 si x et X^ 

sont dans le même demi-espace défini par celle-ci et 0 sinon. Il est 

évident que toute face de H(X^) oour laquelle j*l sera aussi ure fsce 

de H(X^U{x}) , au contraire de toute face pour Uquelle j«G ; il nous 

reste donc à déterminer les faces de H(X^U{xl) contenant x . Toul(e) 

sonnet (arête) de KC^) est l'intersection de deux faces; si pour l'une 

d'elles j-0 , et Dour l'autre j-1 , ce(tte) sommet (arête) et x 

définissent une face de H(X|U{x}) . Nous appelons de t3l(l«)s 3 octets 

(arêtes), sommées (arêtes) de tangerce de x „ 

Si(x) est égale à la somme des assures des r> triangles (pyramides) 

ayant x pour sommet et pour base une face G,; ( i«l,,-,.p ') pour 

laquelle j*0 r'oir figure 3~1). Soit n: la normale un-i.l2i.rz à Qt 

pointant vers l'extérieur de KCX^) , et soit a^ un point ce cetee f ace „ 

Mous avons, à une constante multiplicative près, qu, dépend de Id. diversion 

de l'espace : 

o 
Si(x) * Z SA <x-a,,n,> , (1) 
i j-i J J " 

où g, est la mesure de la face Gj , D'autre oa^t, si tous leâ entiers 

j relatifs à x sont égaux à ', 9 x appartient à H(Xj:) , et dès 1ers 

S^(x) * C . Pour les droites déterminées par les couples de sommets (2,3) 

et (3,4) j = 0 , et pour celles par (1,2) et ( l . M) j * ï . Les 

sommets de tar.gence sont les sommets 2 et 4 . 3^(x) est la som.'ne des 

surfaces des triangles (2,3.x) et (3.4fx) (en hsci-iuré). 

http://un-i.l2i.rz
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Figure 3 -1 . Calcul de S | . 

Lorsque l e s domaines sont supposés d i s j o i n t s , i l faut en plus v é r i f i e r 

que «(X^Ulxl) est d i s jo int de tout H(Xj) , j - t , . . . , k , j * i . Pour 

vér i f i e r le caractère d i s jo int de deux enveloppes convexes, la l i t t é r a t u r e 

suggère deux s o l u t i o n s . La première corîsiste à ca lcu ler expl ic i tement 

1 ' in tersec t ion de H(Xj) et de H(X^U(x}) : des algorithmes e f f i c i e n t s ont 

été proposés pour E 2 par S'nanos (1975) e t pour K2 e t p3 par Mu l i e r 

et Preparata (1973). La seconde ne n é c e s s i t e pas le ca l cu l de H(X^Uixî) ; 

e l l e cons i s te à appliquer l 'algorithme du Percsptron (Andrews (1972)) aux 

ensembles ?j - const i tué des sommets de HCXp et de x - e t Sj , 

contenant l e s sommets de K(Xj) , Elle e s t appl icable à tous l e s e spaces . 

Une troisième so lut ion permet aussi de v é r i f i e r le caractère d i s j o i n t 

sans connaître H(X^U{x}) , en calculant l e s zones d'ombre. La zone 

d'ombre associée à C] es t l'ensemble des points de l ' e space qui ne 

peuvent être a f f ec té s s C2 parce que H(X2u'{x}) e t HCX )̂ r.e sont pas 

d i s j o i n t s . En optique géométrique, s i HT^) é t a i t un corps opaque et 

H(X2U{x}) une source lumineuse, cer ta ins rayons de lumière i sâus de 

H(X2U{x}) ne pourraient atteindre un point de l a zone a1 ombre parce que 

H(Xj) forme un écran. Les zones d'ombre sont déterminées par l e s 

tangentes communes aux deux enveloppes convexes t e l l e s que chaque 

demi-espace qu 'e l l e s déf in issent cont ient un des deux groupes (voir f igure 

3 -2 ) . Les zones d'ombre sont déterminées par l e s tangentes communes à 

H(X^) et à K(X2) i oui séparent l inéairement ;es deux ensembles. 
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Figure 3-2. Zone d' ortbre relative à Ci er. nacnuré et tangentes séparatrices. 

3.2 - Courbe de décision 

La frontière entre led sous-ense^oles C affectation à ceux %rziu.os$ 

ou courue de cécision - est 1'ensemole : 

(x : ST <X) » S2Cx)l 

Nous montrons eue cette courbe est linéaire par morceaux, 3oi tel 

ci ) que S^CXQ) - SJCXQ) , Notons F? « ,.. , Fn C^eso. u1 

les faces de H(X^) contenant one arête de tanserce, peur lesquelles j-1 

(resp. j*0 ). OiC»o^ e 3 t 1: ensemble des pei~.,s possédant la mène 

structure de tangence à H(X ̂  ) que x0 . Pour tous les Doints de cet 

ensemble, les mêr.es entiers j sont associés à chaque face de H C X ̂  ) : 

3i<x0) FÎ*n n Fi* n Gi n ... n ci 

où F+ désigne le demi-espace défini par la face F contenant le groupe 

i . DL(:*c)
 e s t u n ensemble convexe non vide. Un domaine 0±[xo) <5s; 

illustré à la figure 3"3< 
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Figure 3*3* Tous les points du domaine hachuré possèdent la même 

structure de tar.ge.nce. 

De plus la formule (1) est valable pour tout poin*: de D^Cx^) . Dès 

lors, tous les points de D](x0) n Dj^o* satisfaisant l'équation suivante 

appartiennent à la courbe de décision : 

1 1 1 î ' 2 ? 2 2 
t gi <x-a* ,*"!*> E g"T <x-aï,ni> (2) 

où i' indice supérieur ( i ) désigne le groupe. 

3-3 " Calcul de la courbe de décision 

Mous proposons ici une méthode de calcul de la courbe de décision, que 

nous détaillons dans le cas du plan. 

Sn premier lieu, nous déterminons un point x0 de la courbe de 

décision. Si les deux enveloppes convexes ont une intersection non vide* 

ce sera n* importe quel point commun aux deux frontières. Dans le cas 

contraire, nous cherchons une racine de S^Cx) 4^^) . Pâr l'algorithme 

dichotomique, sur un segment de droite dont cnaque extrémité est un sommet 

de L'une des enveloppes convexes. 

Mous calculons alors D^Xg) et D2(x0) et la droite qui supporte la 

partie de la courbe de décision dans Di(x0) n D^fxç.) , suivant (2) . 

Soient xi et zi les extrémités du segment inclus dans ?̂  * 
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0^ (x0)flD2(x0) • Chacun appartient à une droite définie par une face d'un 

des convexes. Dès lors, Lis appartiennent chacun à deux ensemoles "du même 

type" que ?j (voir figure 3-4) „ Nous apoeiierons dans la suita de tels 

ensembles, pavés élémentaires, parce Que chacun contient une partie 

élémentaire (un segment de droite) de la courbe de décision. Connaissant 

?} , il est aisé de calculer le second pavé élémentaire P2 -

Sans perdre de généralité, nous supposons eue xy apoartient à une 

droite définie par une face du premier grouce. Soient i1 et i2 les 

Indices des sommets de tangence de à C] , tels que les sommets 

:i+l , l|+2 . i2-1 ne soient pas sommées de K(X10"ïxo}; 

^. I 

S" 
y 

s Y 

Figure 3-4. Calcul de la courra de aécision. 

Le ooint Initial est marqué par une croix. remier oave 

élémentaire est limité par les segments 0,2) , (2,5) , (5,1V) , 

(IV,I) , (1,1) . Les sommets de tar.gep.ee ce relatifs au premier 

(rasp. second) convexe sont 1 et 2 (rasa. I et IV ). Les pcin-j xj 

et Y] sont notés par * . Le second pavé auquel x^ appartient est le 

triangle de sommets 5 , I et ' , Dans ce pavé, les sommets ce ta^ssnes 

au groupe 1 (reso- 2 ) sont 2 et 4 (-es?. I e- tV ;- :<t 

appartient à la face définie par les son-»es ï ac 4 . 

Définissons les droites 0^ , D2 . D3 et Oi* déterminées oar les 

sommets (respectivement) i] et L--Ï ( Q1 ) f i, et i1 + 1 { 0$ ) , 

i2-i st i2 ( J3 ) et i2 et '2+l ( D^ }. Certaines de ces droites 

http://tar.gep.ee
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peuvent être confondues. Nous avons 

xj appartient à l'une de ces croites : 

- xi appartient à D^ ; dans ce cas, ? 2 n'est pas dans le mêne. 

demi-espace défini par Dj eue Pi . Aussi, l'indice j associé à D, 

pour les points de ? 2 est 0 . Dès lors, les semmets de tar.ger.ee au 

premier convexe (pour les ooints de P2 ) sont i]-i et i2 ; SOLC D5 

la droite do finie par les sommets 1 ̂  -2 et ipi . Nous avons : 

D1 (xi ) - D5 n D^ 0 D3 0 D^ , 

- De la même façon : x« appartient à D 2 ; les sorbets de tar.ger.ee sont 

il M et ig i Û5 est définie par i^i et t̂  *3 : 
* * - — * • 

0]{y*> - 0 2 n 05 n D3 n Oi; . 

- x-| appartient à D3 ; les sonnets de tangende sont i?"! et i2 ; ^5 

est définie aar i2-2 et i2-l : 

D ^ A ! ) - 0T n Dj n o5 n D3 . 

- yt\ appartient à 0^ ; les sommets de tangenee sont i2*' et i2 Î 0$ 

est définie oar i2*2 et i2*l : 

D1(xî ) - 0^ n D 2 n o^ n D5 . 

Mous avons alors : 

? 2 * 0y (X]) n D2(x0) . 

Nous calculons alors le Segment de la courbe de décision dans ce pavé 

élémentaire. Il a pour extrémités x} et x2 . Nous continuons ensuite 

le même procédé avec x2 . Les pavés élémentaires sont en nombre fini; de 

plus, tous ne contiennent pas un segment de la courbe de ceci s ion. Dès 

ior*s, après un nombre fini d'étapes, ou oien la métnode revient en z^ , ou 

bien elle s'arrête lorsqu'elle ootient un pavé non borné dans lequel la 

courbe de décision est une demi-droite. Dans de cas, nous recommençons le 

même procédé avec ẑ  comme point initial. 

Lorsque les domaines convexes sont supposés disjoints* nous devons, en 

http://tar.ger.ee
http://tar.ger.ee
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outre, nous assurer que la courbe de décision a une m ter sec-ion vide avec 

chacune des zones c* omore. 

Dans les espaces ce dimension supérieure à deux, ie calcul de La 

surface de décision se fait par une méthode conc Le principe est semsleble 

à celui décrit ci-dessus. Les sommets de tar.gence deviennent des arêtes ie 

tangence. La différence essentielle vient de ce que Lr intersection de 

1*hyperplan définissant la surface de décision dans un pavé élémentaire 

avec ce pavé ne se résume olus à deux points; et le calcul ce cette 

intersection devient le point délicat. 

Notre critère d'affectation et Le caLcuL de La surface ce décision 

nécessitent le calcul des enveloppes convexes ces groupes et des -.esures ze 

Lebesgue de polyèdres convexes. De nombreux algoritnT.es ont ézê proposés 

pour le calcul de 1'enveloppe convexe d'un nonbre fini de points et ce 

sujet continue à constituer la préoccupât Lon de nombreux chsrcne'-rs 

(Toussaint (1930)). D'autre oart, l'algorithme le plus oerfor~ar.t de 

calcul de la mesure d'un polyèdre convexe est, à notre connaissance, c^Lui 

de Lasserre (198*0. 

De nombreuses simulations ont montré que le nombre de se^.-^is ce 

droite qui forcent la cource de décision, dans le pian» est du nè^e orcre 

de grandeur que le nombre total d'individus étiquetés, cui sont scmsets 

d'une enveloope convexe. 

Nous présentons aux figures 3~5, 3~ô et 3"7 trois exer.oies ce cc:jrb«s 

de décision. Le premier discrimine un groupe ce 11 hétérosexuels c u*i 

groupe de 15 homosexuels sur base ces taux ds et iolacholore et 

d'andrcstèrone cans l'urine friand ( l 9oM ) ). Le deuxième illustre le cas où 

les envelopoes convexes ne sô .t pas disjointes ea L^ii;sant les célèbres 

données de Fisher (1935). Mous considérons uniquement les largeurs et les 

longueurs des pétales pour les variétés d'iris virgmica et versicolor. 

Enfin, le troisième exemple traite une situation cù le nombre £e 

populations est supérieur à deux (Données ce Ruspini (1959)K 

http://algoritnT.es
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^igure 3*5. Homosexuels et hétérosexuels. 

•igure 3-5. Iris. 
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Figure 3-7. Données de Ruspini, 

1- - UN ÎNSEÎ13LE DE REFERENCE EQUIVALENT 

Parce que la courbe de décision est linéaire par morceaux, il est 

possible de construire un ensemble de référence pour iequel la règle du 

plus crocne voisin (?PV) est identique à la règle originale aooliqués à 

..'ensemble de référence original. Lorsque cet ensemble est construit, 

j,'affectationf suivant notre règle, peut tirer pa^ti des algorithmes de 

classement performants oour la régis eu P?1/ (S'isr.os £iÇ75)K 

Soit 2 l'extrémité de in segments de la courbe de décision. 

Généralement m. est égal à deux; lorsque les enveloppes connexes ne sont 

sas disjointes ou lorsque le r.omore de poouiations est supérieur à deux, m 

sera égal à trois pour quelques extrémités de segments (voir figures l~î et 

3*7). Les m segments définissent ies m demi-droites 0T , Dg 

Dn issues de z . Mous voulons construire un snsesole fini de points 

Z", t ..., Zn écuidistar.ts de z , tel oi;e chaque secteur DL , 3i-\ 

contienne un point sl et que craque élément de ce secteur soit olus 

proche (au sens de la distance usuelle) de z^ que tout autre ?1 , 

Chaque point zL sera incorporé à l'ensemble de référence, équivalent pour 

le ?PVf et associé au groupe du secteur auquel il apeartient* 
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Les points Z\ étant équidiscants de 

appartiennent à un cercle de rayon R centré en z . Tout point zv est 

dès lors entièrement déterminé par l'angle a^ fcrsé par les desu-drôites 

Ûj et z , z^ . D'autre part, les angles forcés par les secteurs sont 

connus ( b^ ). Il s'en sui: que les angles inconnus a^ doivent 

satisfaire (voir figure &-i ) : 

t>! - ai * a? , 

D'autre part : 

Supposons r. ispair. Substituant dans la dernière équation là valeur dé 

am , puis celle de a^-j , et ainsi rie suite, on obtient : 

a1 *fii-i a.ii-3 

Les autre inconnues sont t r a i t é e s ce la même façon. Pour obtenir une 

s o l u t i o n , i l faut donc que : 

°2 * •• • * 0K!-ï ' ff • 

Figure i-1. Ensemble de référence équivalent. 
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Si tel n'est pas le cas, nous divisons fictivement certains secteurs 

en deux, de telle sorte que la condition soit vérifiée. Dans ce cas, ceux 

points seront associés, pour z , aux groupes dont le secteur a été divisé. 

Lorsque a est pair, un calcul semblaoie conduit à : 

a1 * °m " &m-l * •• • * b2 " *>1 •* al • 

Le système n'admet donc une solution que dans le cas très particulier où : 

ûm " -m-t *" * • • * &2 " b1 " ° • 

C'est pourquoi nous diviserons un secteur *n deux, lorsque m est pair, 

afin d'obtenir une situation où a est impair. Ainsi, lorsqu'une 

extrémité appartient à deux segrents (le cas le plus courant), nous lui 

associerons trois individus étiquetés de I* er.ser-.ole de référence équivalent 

pour le P?V. La taille de cet ensemble de référence sera alors trois fais 

le nombre de segments formant la couroe de décision. Ainsi, pour un 

échantillon de taille 1C00 , l'ensemble de référence équivalent peur le ??V 

conorendra environ 100 incividus ! 
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