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COEFFICIENTS OS CGR3EL.ATIGN 

0*ORDRE SUPERIEUR 

René SLACnES 

UnwersitS Scientifique et Médicale de Grenoble 

TÎM3-IMAG S.P. 68 

38 402 Saint Martin d'Hères cedex 

Résumé : Mous allons fzire apoara-Ctre une suite de coefficients de 

corrélation d'ordre (it.j) : {ov . K . „.. a ^*2 , grâce d l'errplci de bases 

orzhonorrrales de polynor.es: Iz coefficient de correction classique sera 

alors le coefficient du pclynorre de degré (1,1) et apparaCtra nat-A?e lieront 

contre le preœ'.er de la suite. On obtient alors sous certaines hypothèses 

simples l'équivalence entre la nullité de tous les p̂ . . et l'indépendance. 

De plus, on obtient également des coefficients de corrélation err^iri-ques 

d'ordre (i,j) : p.".. j qui sont des estimateurs convergents pres-q-xe 
^*<* " n 

sûrement des p . . ez tels ayje p- - soit le coefficient de corrélation 
empirique classique. 

Abstract : We de fine a séquence of corrélation coefficients of order d,:') : 

(p-: ,-ï/y -•) e w*2 i by néons zf orthonor*r.al Systems of poly normal s: zhs 

classical corrélation coefficient is recovered as tke coefficient of the 

polynorrial of degree (1,1) and is naturally the firsz of tke séquence. 

surtherrr%ore3 we obzain scrrole corrélation coefficients of order (i,ô) : 0„- 'j 
n ' J w 

'Jkich are a.s. converge-".- sszixazes cf o^. . and s-jch o i3 zhe 
classical sarzpie corrélation coefficient. 

Mots-ci es : Coefficient de ccrrélazion, indépevxLz^.ce, polynômes orthogonaux. 

http://polynor.es


. 49 . 

L ' i d é e de l ' é t u d e e t de la d é f i n i - i o n des coe f f i c i en t s de co r r é l a t i on 

d ' o r d r e supé r i eu r nc::s e s t venue lorsque nous avons trouvé dans un cas 

p a r t i c u l i e r Î2] las p r o p r i é t é s 2-2 e t 2-2 c i - a c r é s . Cas proor:ê"=£ 

suacâ ren t en e f f e t irr.nédi a tenant eue l a s t . . tâfiniz car i -1 ccmolàtsnt 

l e c o e f f i c i e n t de c o r r é l a t i o n c l a s s ique ecal s o e t comblent ses 
L i L 

l acunes en ce qui concerne l ' i ndépendance . L'ensemble des p ropr ié tés des 

p . ,. é t u d i é e s dans la s u i t e de la p a r t i e 2 , a ins i que c e l l e s de leurs 

e s t i m a t e u r s , l a s c o e f f i c i e n t s ca c o r r é l a t i o n eapi r i cuss d 'o rd re ( i , j ) 

é t u d i é s en p a r t i e 3, montrant que leur appe l l a t ion e s t parfai tement 

j u s t i f i é e . Auparavant nous aurons démontré dans la première p a r t i e las 

p r o p r i é t é s .T.athéfnat'eues nécessa i r e s à c e t t e é tude . Enfin, dans uns 

d e r n i è r e p a r t i e nous é tud ierons quelques cas p a r t i c u l i e r s , dont le c i s 

g a u s s i e n . 

Signalons enfin que c e t t e étude a é t é effectuée an d é t a i l dans r.atrë 

thèse Cl] e t q u ' e l l e a é t é poursuivie dans un rappor t de recherche [2 ] où 

nous i n t r o d u i s o n s =çâ1ement l a s var iances d 'o rdre supé r i eu r . 

.NOTATIONS 

Dans ce t a r t i c l e îX,Y> rec résan ta ra un vecteur 

a l é a t o i r e à va leurs dans E?."" , c'a lo i 0 5 e t de lofs marginales 

On no te ra par TJ ._, ? le plus grand élémen' de N'uj-r*»} tel que 

V n S Si , n <T{ : / \xZn\ .•_' (dx) < +- , 

V n s '?! , n < T£ : / jy 2 n | .-/{dy) < 
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Mous noterons par n, et n Ta dimension des espaces 

reswec-:"ve?e.nt : ^ .P.,-' j e- 12( R,»" ) . Ca-ies-ci cou' 

é/en:'je* ' e -en : §:••» i n f i n i s * 

Et nous nouerons oar T * Tiin( T' n ) c o u r i = î ? 
1 i f *" * 

Dans ces candi tic.-s (?•!' , f i " , j } i ' * , J i " * t j£ € t *."" 

désigneront les enscisoles suivants : 

« ' = •>«?! ! n<71} , i r " -M'.-.*!* , f i " * fn-a | n<'2) et f i " * « fi'W;* 

111 = a\l ' x M" e t j £ Î • W ' * x T * 

Ce plus, nous noterons par 33 la t r ibu des bcrél iens dans £ 3 , 

9-1,2 ; et par RC'J.V] (ràsp. iRC'J 1 ) l'anneau des polynômes s<:r fi I 

deux (ras?, une ) van'ao^as . 

1 : QUELQUES P?.OPRIET?S ."ATHSïATIQ'JES 

flous rappelons d'abord quelques propriétés nécessaires a no tira âtuds 

Lemme 1-1 : Scit p s îN , et so i t m una p robab i l i t é sur 

U , f i ) » alors les deux aff irmations suivantes Sont équivalentes . 

1) : <tfrn( £ 2 ( B.nl ) = P . 

2) : I l existe * cz: R tel que cârdC*-) * p : 

* * , ; \ » x o ' * " ' x J v é r i f i a n t 
1 2 p g 

mf fx.V ) - X. > 0 , peur i * 1,2 p et \ X » L : 
* * 1 • J 1 • i-L 1 
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m * £ X. ô , , où (5 - ! représenta 1s -esure da Oirac en x. 

On démontre es . " * propriété classique (4-2 .Ci I) en considérant îe 

naxim 

montre alors que q=p 

nombra maximal q da borélians d i s j o i n t s 3. de mesura non nu l le , et on 

Leme j . 7 : So*î̂  t e iM , t < T , alors la farm' 11 e 

{ X1" } , i * 0 , 1 , . . . , t , X1 S R CU: , ast uns fami l le linéairement 

Indépendants da J.2f ' * . - ' ) . 

Pour démontre- ca 1 enme (^-3, Ci ] ) , on considéra l'ensambla A d$s 
2 G 

zéros d'un polynôme dz daqrâ t , nul dans C ( R ,u ' ) , et l 'on montra que 
card(AQ) > t , ca qui parnet da conclura qu ' i l est nul dans RCUj. 

En rappelant 1= proeâ é d'orthogonal isat ion da Gr=m-Schmidt, en en 

dâduî t al ors 1 a 

.Proposition 1-2 : I l exisvï una famil le orthonorral a da X " { R , M ' ) : 

{ nÇ } , i ^ 84 , i < \ . a f ' e ÎRCUI , 

ta! 11 aue Vu 3 1 e 

i-1 
K1 « ï <X 1 , ^ I >,QJ(X) 

c-H - s S 
r f i ( x ) ^ • 

'4' 
s 

s-Q 

Nous al lons Tsaintanap.û généraliser cas Mutations aux cas es? îcïs 

de p robab i l i t é autres que u' . E.nsuiza, nous introduirons ;es 
o 

polynômes orthogonaux sur P." acres avoir =xpl ic i^â las t r o i s îramia^s 
polynômes associés à u1 . 
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1 - * ..Généralisât.:*, des notations : Pour : c u : q -: ?( , nous n o t a ^ r : 

par 7V\- „ i'snss.7b:e ces probabiM tés -r sur ( R . f l . ) te l l es T « 

dfm( 12( fl,m> ) > ç et / | XZQ | .mfdxî < +» . 

Alors , pour tout q c M , pour tout m £ Tr*„ , pour tous- ent iers 

naturais i az *:' vé^ i nan - i< q at 1 ' s Z-a ', nous nc-^or.s 35" ~'n 

... 
la polynôme crthcnormal da deçré i associé é M : en le cons t ru i t 3c.r "5 
formule da Gram-Scr.-i'c-. El est e : o l ï c : t l en 1-3 si l 'on remplaça :-' pa" .-n. 

n i ÎTI t 
Cn nota alors sa dêccmcosi don canonique oar rr (.<) = ) a ' ^-x 

et la manant d'ordre i ' par M?, * f x^.nfdx) 

2 
LaT.rre 1-5 : Alors, i l exista une sui te d 'appl icat ions { g ] , ( r , s ) e (N 

?r+l , " r * s * 
à ^ r da R* dans IR , t e l l e que 

V q e Pi ,V m é tfl , V ( i , t ) a !N2 : U i s q , 

on a i t a ^ t - 9 l f t ( Mg.Mj.Mj M * . ) . 

Da plus a est continue en tout point 6^ la forme 
" i , t 

l V V * 2 ,:'12i J ' 

La démonstration da ce l=:r.-e est prasqua §v"dan-a. V s u f f i t pGur s'en 

convaincre d 'écr i re les prerniars polynômes -f! (c f par exemple 1-5). La 

cont inu i té provient ta ca eue les dér.cfrnnataurs sont toujours d i f fé ran ts de 

:ë "o , car i l s représentent la distance cans Lc[ R.tf) du -nor.cfna x' au 

èous-esoaca cas oclvncisss da dacrâ str ictement i n fé r ieu r é i . 
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Notations 1-5 : Nous noterons désormais par : 

les fami l les ce polynômes orth:normaux définies en l - i ds 

En s imp l i f i an t ET en M. , on trouve en pa r t i cu l e 

pô 5 x 
x - H, 

PMx) • -= 
1 Vi i . 

ECO 

ffv 

P£(x) 

z- ^3 - H r V - C x " M i ) 
M

? - «f "2 

A / , C M 3 - M 1 . H 2 ) 
M 2 " M î «S 

Nous noterons aussi par PJ a ?". , ( i , j ) « ÎI2, l 'élément de 

C ( R2 ,u 'a u") dé f in i par : ?I « P") (* ,Yi * P ; ( - } . ? ^ y ) . 

I l est c l a i r que la fami l le ( ?\ © PJ } , ( i . j l £ J L » 

est une fami l le orthenormale ce t2( iR2, j*' Q u" ) 

Raooe i 1-7 • Cette famille est une base si et seulement si {PJ;;„:,|-

îst une base de C ( R,u' ) et CP*;.;,.̂ ,., est une basé de £ ( «.y") 

La démonstration ast donnée en p 114 fol ou en 2-1 C2] . 
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2 : DEFINITION ET PROPRIETES DES COEFFICIENTS DE CO°RELATÎON 0'GRCRE 

SUPERIEUR 

Enonçons maintenant la dé f in i t i on et les propriétés immédiates qui en 

résu l tant . 

Dé f in i t ion 2-1 : Soit ( i , j ) s N' ; on appelle coe f f i c i en t da 

cor ré la t ion d'ordre ( i , j ) de X et Y le nombre réel p. .(X.Y) déf in i pa*-: 

P. , t t . * ) - EC ?:(:<).?';iO ) , 
ï » J > J J 

où E représente l'espérance. Lorsque i l n'y à pas de confusion possible 

nous le noterons plus simplement p. . . 
• >J 

Jus t i f i ca t i on . d.s l 'appe l la t ion : Las deux théorèmes suivants montrent 

immédiatement que la suite (p. .}#, -x M *2 complète le Coef f ic ien t de 

cor ré la t ion classique égal à c , et comble, sous certaines hypothèses 
i » ^ 

sas lacunes en ce qui concerna 1* mesura de la dépendance. 

Ce sont ces propriétés qui nous ont d'abord suggéré de d é f i n i r (et 

d 'é tud ier ) las p. . comme coef f ic ients de cor ré la t ion d'ordre ( i , j ) . -omme, 

da plus, i l s ont toutes les bonnes propriétés que l 'en pouvait an attendre 

Cetta appel lat ion sembla donc parfaitement j u s t i f i é e . 

Théorème 2-2 : La coef f ic ien t de corré la t ion Û'QTÛT^ (1,1) ast 

le coe f f i c ien t de corré lat ion classique. 

Théo rime 2-3 : Si CX,Y) admet une densité de p robab i l i t é pav 

rapoort â u' ® ±" : f € i r ( a 2 , . / « ±) 

et si (P!} , 1 s N' et [?^\ , j .£ M" , sont des basas 

orthonormales, respectivement, de 12( K ,a ' ) et ^ 2 ( R,u'M 

alors 
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En e f f e t , câmne e. ,- = / / PJ(x) . ? " ( y ) . f ( x , y ) . y ' ( dx j . * " ( d y ) 

e - que / Pj ( x ) u ' (dx) / f (x . y l ^ d y ) = / Pi (•<)<-' (ex) 

qu i e s t égal à 1 s i i =0 e t 0 s inon , 

i l s u f f i t d ' a p p l i q u e r 1-7 pour a v o i r la r é s u l t a t . 

Remarques 

P r o p o s i t i o n 2-4 : La c o e f f i c i e n t da c o r r é l a t i o n d ' o r d r e ( i , j ) 

e s t l e c o e f f i c i e n t da c o r r é l a t i o n c l a s s i q u e de P'- (:<) e t P" (Y) 

Remarque. 2-5 : Gn a l es é g a l i t é s : E{ ? ' ( X ) . P r ( Y } ) = I e t 

E( P; (X) .P ' ; (Y) } = E( P ; (X) .P" (Y) ) - 0 . s i n»0 o n n o 

M o n e T ï t Ê 

La p r o p r i é t é su i van te a s t l a g é n é r a l i s a * : o n du cas c l a s s i q u e . C e s : 

une conséquence simple ce 2 - - . 

Théorème 2-5 : So i t ( ; , j ) s « ^ ; a l o r s |= | < 1 , l ' é c a r t é 

0. . »s (s = ±1) ayant l i e u s i e t seulement s; P" (X) - £?•;{?) p . s . 
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Raooort. avec Tindécendanca 

Nous allons voir que, 5ous certaines hypcthèsas simples, nous aurons 

la réciproque du corollaire suivant de 2--1 : 

Théorème 2-7 : Si X et Y sont indépendantes, alors, pour tout 

(1.J) £ !^1 . PfiJ • 0 

La théorème 2-3 nous fournit immédiatement une première réciproque: 

Théorème 2-3 : Avec les hypothèses de 2-3 et si 

pour tout (i,j) 6 IM " , p, • = 0 , 

alors X et Y sûnt indépendantes . 

Nous allons voir que si dim( 1z( R,»') ) < +* , nous pouvons 

nous ramener 5 ce cas : c'est le 

Théorème 2-9 : Supposons que dî.it( i ( p , u ' ) ) = p < -™ 

alors (X,Y) admet; une densité de probabilité f par rapport à 

n' © •/ : f e i5( zz,y ®n") . 

Démonstration : O'aprës l'hypothèse u.' est concantrâa en p points 

distincts : xf , 1 * 1,2, p . 

Gardons alors las notations de 1-1 , et écrivons : 

P 

i-i ' -Ar 
u" " l xi *ïx,} 

Soit n € R* et 8£-£2 tels que u' a u"(3) s n 
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Définissons ="0.-3 Z. par : S = 3.-i( \.<T}XR ) 

n 
On trouve alors que ( i " (3! ) < 

in f (X-) 

P-n 
eu en en d*c j * t cje : O(ï) < 

î n f ( \ . ) 

Cette dernière i-.égalité prouve que Q est absolument continue 

par rapport à u.' ® *" . ^ d ô ï ï a c aRS d « R S l î â f 

Comme / f , d u ' « }' \. . f { x . , y ) - 1 u 1 - p . 

on peut supeosar / f (:<,y)u"v<*x) = 1 pour ^^u t y . 

Alor 's f ( x i ' ^ < TÏÏTT3ÇT • 

eu donc f est borné t et donc f ê I e { iR2,^' S .T) . C.Q. 

inf-în le thêoràrna 2-10 nous f ou rn i t une dernière réciproque, la 

simple, car-aines hypothèses ê- = nt a :crs àutotnaciquemann vé r i f i ées . 

Tnggrêfne 2-1-3 : s o i t :< un compact de p. t 

e* supposons eus -J.' 5) i i " s o i - concentras sur '< 

alors si peur tcu- ( i , j ï £ j}!*2 , p. . • Q 

X et Y sont indépendantes 
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Démonstration : i l est c l a i r cn^ dans ce cas T' = T' * 

Supposons T f i n i (par exemple) 

Alors , on déduit de 1-2 que la famil le [P'.*-. „ , aç* l j r e 

basa de £ { .'R.u') . 1 

Si T2 est f i n i fp j } , j * 0 , 1 , . . , ^ - 1 , 

sera également une base de l}{ !R,^B) . 

Sinon le théorème de Store-Ueierstrass permet d 'obtenir l e même résultat 

I l s u f f i t alors d'appliquer 2-9 et 2-3 p o u r achever* la 

démonstration . 

Supposons alors T1 « T- * +« 

On montre d'abord que 

J7 P! « Pj.dO = 0 "si ( i , j ) = (0,0) et 1 s J non, 

i . e . f.r PjtP" dq = /7 P'.-aP". d(u 'au") 

5 

Soit g une appl icat ion continue de X~ dans R . 

û'aores Stane-'.i'eierstrass , on sa i t q u ' i l ex is te une su i ta 

{3pr3e„ où gp s RW.V] . at , v é r i f i a n t 

l im ( suo 9 j c (x,y) - g (x f y) | ) • 0 . 
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Cela permet de démontrer que ff g.àO s / f g.d(_-! <£ v*") . 

Soi t alors R* un rectangle ccnpact de K 

On s a i t q u ' i l ex iste une suite de fonctions continues 

(hn[ , n é N , |hnl < 1 , te l le que 

hn = 1 sur R° et h = 0 sur Tenss-rble des points ce .?." -e n n 
distance à RB supérieure ou êcale à -L . 

n 

£ t , vu le résu l ta t ci-dessus en trouve que ^ ' a / ' (R3) « QÎR*i 

On en conclut que p.' $ n" s Q . 

Remarque 2-11 : Citons deux cas ou la candit ion 

V ( i j ) ^ fil! : P1fj * 0 

n'implique pas l'indépendance câ X et Y : 

1*) Le cas ûû dim( 1Z{&,^) ) > T : 
1 

ainsi lorsque ÎJ.' su i t une l a i de Cauchy de denses >_- . 

2°) Le cas où T * *=> et où la fami l le [?'.} , i â ffi . 

n 'es t pas une base de 1E( ^ , u ' ! (cf 17-5 , :> ] Qu 2-5.Cs:) 

ftawarque 2-12 : Lorsaue n, =1 , i . e . ?( X=:<1 ) « 1 , les deux veriablâs 

X e t Y sont indépendantes , e* l ' on peuc dans es cas convenir 

P- .f(X.Y) = 0 . Qn peut denc généraliser la d é f i n i t i o n des p. . Z-A cas 

n, < i < T ' , = +» , an posant alors p- , s Q 
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7v**e de dépendance •Taîj/,ûa «£*• lac -i 
^ «_=-: ^ _ - { i j _ 

. ? -13 : De même eus V o n oeut iire eue .c7 . , le coefficient da 

corrélation cl assise, mesura la dépendance linéaire ( lorsque il est 

égal à 1 , on à une équation du typa aX + bY + c = 0 ), en peut, en 

considérant 2-5 , c;ra eue claqua p• • iresure une dépendance particulière: 

P i ? , P ; P Po ? dss âêpencancas quadratiques , c, ,, o- -, e- ,, c. 9 
et p7 , des dâpancances cubiques, etc 

En effet, l'éça'iûé o, ?=1 par exemple, est équivalente à l'égali"! 

?'(:<) * PS(Ï) p.s. 

Oe plus, nous allons voir maintenant que les Q. . considérés cctt.Te 

paramètres, sont "presqua indépendants" les uns des autras. 

2-14 Remarquons dsne que la l iberté de choix des p. . est 

relativement large , et que (X,Y) dépend d'une inf in i ta dânombrable de 

paramétres "presque " indépendants les uns des autres (dans les cas où 

IM » N* ou M" bien sQr!) . 

En effet , toute suite [o^ -} , ( î , j ) 6 ( N ^ , t e l l e que 

l *2 p i i < T* ' 
( i , j ) € * ! _ 

e t que g = l + [ P! .?'. ® ?J > 0 , 

définit une fonction : - g , f c £j( î^,- ! ® y.") , cui est une 

densité par rapport a u.' >§ u." d'une probabilité 0 ce lois 

marginales a1 e~ •-" 
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La proposition suivante permet de préciser un peu cette liberté de 

choix Ges p. . 

Proposition 2-15 : Soft n 6 Pi tel que 2n < inîlï Î J , 
, - 2 • - -

alors i l ex is te un hypercube C de jRn de mesure borêlienns non 

nu l le te l que 
2 

V r ë C : r • ( r o . ) , ( î . j l € (1*2 n) , 
2 i , 2 j 

on a i t 

j=n 
i=n 

i + 7 r .?'&?" 
i l 2 i , 2 j 21 * " 2j 
J - l 

Cn effectue la démonstration en remarquant P^.a P". est toujours 

p o s i t i f â l ' e x té r i eu r d'un compact .< . I l s u f f i t donc d'imposer aux 

r d 'ê t re assez pet i ts pour v é r i f i e r 1'ir.éaalï té ci-dessus I l ' i n t é r i e u r 
2 i , 2 j 

de K . 

Remarque 2-15 : Meus venons d 'af f i r r rer que la l i b e r t é de cnoi.< 

des o. . é t a i t relativement large , mais i l est c l a i r que le crc-"x iè 

cer-a ins coe f f i c i en ts peut en déterminer d'autres : ainsi si 

p, . - a(X,Y) = 1 (remarquons que dans ce cas , i l n'y a pas ce 

densfûé ce p robab i l i t é ! 
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3 : COEFFICIENTS DE CORRELATION EMPIRIQUES D'CP.ORE SUPERIEUR 

Comme on pouvait le souhaiter , nous allons trouver ces 

estimateurs p.n , convergents presque sfJre-ent et tels que n 

soi t le coe f f i c ien t de corrélat ion empirique habituel 

3-1 dota t ions : Soit C< tY ) , p = 1 ,2 , . . . ,n 
P D 

un n-échïnt i l lcn d^ vecteur a léatoire (X,Y) 

Mous noterons p-.r n' *t nu les ent iers : 

n' » card(X I p = 1,2 n ) et n" = card(Y I P = 1 , 2 , . . . , n ) , 
P p ' 

et par p' et u" les probabilités emoirisues associées n n 

card( X -x | p , (1,2 n) ) 

(̂W) = • 

Enfin soient {p:n } , i = 0.1 , — n ' - I , ec [?f] , j = 0,1 n"-L 

les polynciras orthor,orn;ajx associés aux mesures 

:an e t K (1-0 • 

3-2 : Déf in i t ion : Soit î i . j ) £ I Î ^ J , tel que i <n ' et 

j <n : I , nous appellerons coef f ic ient de cor ré la t ion empirique d'ordra 

( i , j ) - associé au n-échantil Ion {X ,Y ) p = 1 .2 , . . . , n - le 
p p 

ncmore réel p-n . déf in i per : 
1 1 J 

n 

P 

n a _ L ^ r r p , n ( v \ 3 i . n / v i \ 
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Dans le cas où i£n ' ou j>n" , nous définirons alors le c p e r f i c i e n : 

ce co r ré la t i on emoi'icue ?àr z. . s G (cf 2-12"i . 
1
 I J 

On peut alors énoncer le 

Théorème 3-3 : Les-coef f ic ients da corrélat ion empiriques d'ordre 

supérieur* ont las propriétés suivantes : 

l 3 ) Si (1,15 ^ î î l i , alors p ^ est le coef f ic ien t de corré la t ion 

emcirique classique. 

2e) Soit ( i , j ) £ M*" , alors J p , n . | s 1 • 

3°) Soit ( i . j ) e M , alors p ^ . converge presque sûrement 

vers p f J . 

Démonstration : La première assertion est presque évidente. 

La deuxième, c 'est le théorème 2-6 dans le cas des probabi l i tés 

empiriques. 

Démontrons donc la t ro is ième. 

Rappelons d'abord que P(n'<M ) • '^^j1 '» Q » 

pour toat M £ ÎM , M < n , r o o 1 

Et notons 

p;.(x) = i A . .x s , p;n(x) = \ 4 i
n .xs , 

1 sO * 5=0 ' 

MJ = / x f . t t ' ( d x ) , m!" = / x i . - ^ (dx ) 

alors d'après 1-5 
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a i , s s ^i,s'mQ 'm l ' m 2 i } ' 

i ,s " . s C 1 2 i ' 

Or min converge presque sûrement vers M". (T'n-8-7, [3 ] ) , et 

donc , vu la continuité , a.n converge presque sûrement 
1 , s 

vers A- < 
1 , . 

On en déduira que J . n . converge presque sûrement vers p. • 
1 1 J 

4 : CAS PARTICULIERS 

CAS oaussien : C'e-.t, bien sûr, l e premier cas qu'i l v ient à l ' i d é e 

d'étudier . Rappelons d'abord (pg . l 5S , [7 ] ) l e 

Théo rame *- l : Soit 71 la Ici gaussienne centrée rédu i te , at 30* t Hn 

l e transformé du polynôme d'Hermite ( 5 - 3 , Cl] ; 5-13, C3]) : 

2/ 
Alors la famille (H > „ est une base orthonormale de i ( P., V . 

Mous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui répond à '.a 

plupart des questions posées. Il se démontre sans d i f f i c u l t é s . 
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Théorème < R : On suppose g' = p" - H , et que (X,Y) admet une 

densité de probabilité f par rapport â u'au" , et l'on note par g 

1'application : 
x2+ y2 

e" * 2 
g(x,y) = .f(x,y) ; 

2* 

a l o r s , g est la densité de probabi l i té par rapport à la mesure de LebesPue, 

De plus, s i f e t ( R2, u'au" ) , alors g £ £ ( R2) 

et on a 1'égal i té : 

x2+y2 

, . e " " 7 " ( 1 + S +0 p .H (x) .H.(y) ) dans $2(lR2) 
g (x ,y ) - _ ( i , j ) € M + t ^ J 1 J 

i X2 - 2oxy t y2 

1 2 '( I " P M — 
Ûe plus, si g(x,y) = ;—- e 

2* N/TO 7 

T2 2 
avec |p I < 1 . alors f e K ( R , u'a y" ) , 

e t p. . est une fonct ion t . . de p = p n : 
' * J ^ iJ ' " 1 , 1 

pi,j = t i , j ( p ) v ê r i ' f i " a n t t l t l » in , 

et les implications : 

( i ) "o*0" = > " t . ,.(p) = 0 " 

( i i ) "c*û" = ^ " 3 ( i , j ) e ^ 2 , ( i J K l . I ) te l que t , .(oJ-O". 

3«?fflaryje *-? : Cette propriété rappelle i quel point l'hypothèse 

gaussienne est for te : dans ca cas, on a un seul paramètre de dépendance, 

a lors que, si l 'on sa contente de supposer que les l o i s marginales sont 
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gaussiennes, on en aura une i n f i n i - é dénombrable. 

L'équivalence, dans le cas gaussien, de l'indépendance et de la 

n u l l i t é du coef f ic ient de corrélat ion classique ne doit donc pas surprendre, 

vu que c 'est par construction - ou par dé f in i t ion - que l 'on impose q u ' i l 

y a i t donc un seul paramètre de dépendance. 

4-4 : Cas de lo is exponentielles : I c i , o n obt ient des transformés de 

polynômes de Laguerre (pg. I=4, [7] ; 6-15,[3]) qui forment une base 

orthonormale. 

Cas de l o i s marginales uniformes : Dans :e cas, la base orthonormale 

est composée de polynômes de Legendre, et nous avons pu démontrer (par t ie 

2-2-1 C i l et partie 3 [2 ] ) le 

Théorème 4-5 : Supposons que u' = u" et so i t la mesure de Lebesgue 

sur [ 0 , 1 ] , et notons par 02(X,Y) l ' Ind ica teur de dépendance normalisé: 

D'^X.Y) = >/9G / Y ( r (x ,y) -xy)?dx.dy 

où F représente la fonction de répartition de (X,Y) . 

Alors, il existe une fonction réelle e (donnée explicitement dans 

[1] et [2]) , 

telle que lim E(X) = 0 , 
X-w» 

et t e l l e que l ' imp l i ca t ion logique suivante so i t v é r i f i é e : 

"Soit q€*l* : V ( i J ^ C I . q ] 2 , o. -=0 . " — ^ nu*(X,Y) < s(q) " . 
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