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ROUEN 

Réswiê 

Nous avons établi dans (6) la convergence du processus empirique multi-

dimensionnel en condition de <J> mélange avec des fonctions correctrices 

égalas à zéro seulement sur la frontière inférieure et dans cet article 

nous établissons la convergence drun nouveau processus : le processus 

empirique éclaté avec des fonctions correctrices égales à zéro sur toute 

la frontière. C'est une première étape pour obtenir la convergence des 

statistiques de rang. 

Abstsact 

We established in (6) the convergence of the multidimensional empirical 

proazss in <j> mixing condition with veighted functions equal to zéro only 

on the lower boundary and in this paper we establish the convergence of 

a ne,o procès s : the split empirical procès s wizh veighted functions equal 

to zéro on ail the boundary. It is a first step to obtain the convergence 

of the rank statistias. 

Mots clés : Processus empiriques multidimensionnels éclatés, espaces de 

Skorohod multidimensionnels éclatés, fonctions correctrices éclatées, 

<j> mixing. 
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0. INTRODUCTION 

Parmi les d i f férentes méthodes envisagées pour é tab l i r des théorèmes 

de convergence pour des s ta t is t iques de rang re lat ives à des suites 

d'expériences <j>-mélangeantes e t à valeurs dans K , L. Riischendorf 

propose dans (7) d'exprimer ces s ta t is t iques sous la forme : 

(Vn e N*) (Vx € ]R k ) n ) 

Tn(x) . M (s,u) du (s,u) 
[ 0 , l ] * t P , l ] K n , x n 

1+k où u est une mesure signée sur [0,1] , et où Mn est le processus 

de rang dé f i n i par 

(Vx e (R k ) n (Vs e [ 0 ,1 ] ) (Vu € [ 0 , l ] k ) 

i [ns] k 
Mn x ( s * u ) = n Z n ! rF (x5) < u 1 n , x n j-1 i«l L n , x . t x i > ~ u i J 

où [ns] désigne la par t ie ent ière du nombre réel ns, I la fonction indica

t r i c e , e t F la fonct ion de r é p a r t i t i o n empirique associée à la suite 

x . = (x1., I x " ) des iem&s composantes des observations. 

Pour obteni r des appl icat ions au comportement asymptotique des tests 

dé rang dans les cas les plus généraux avec des fonctions de scores prenant 

des valeurs inf in iment grandes, i l est indispensable d'envisager des mesures 

signées u qui ne convergent pas faiblement (en pa r t i cu l i e r de var iat ions 

to ta les non bornées) on est alors conduit à exprimer T n (x ) , une fo is conve

nablement centré et normalisé, sous la forme : 

f kLn *(s'u> 7(s'u> r ( s ' u ) W 8 ' " ) 
J [0,llx[0,lr n , x r 

Mn-K 
où Ln est de la forme •••>- " (où K„ est une fonction de centrage convenable) 

n 1+k 
et où r est une appl icat ion continue de [0,1] dans R (et on note par 
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convention - ( t ) = 0 si r ( t ) = 0 ) , on do i t a lors v é r i f i e r la convergence 

fa ib le des mesures signées r(s,u)du (s,u) et la convergence au sens de la 
1 topologie de Skorohod des processus Ln._ (autrement d i t la convergence des 

processus Mn au sens de la topologie de Skorohod corrigée par r , en adop

tant pour distance entre deux éléments f et g de D1 + k , d ( - , S.) où d est 

la distance de Skorohod). 

I l est c l a i r que cette nouvelle topologie (Skorohod corrigée) n 'es t , 

en toute r igueur, déf in ie que sur l'ensemble des éléments f de D * ^ te ls 

que — so i t lui-même un élément de D. . ; par conséquent, on ne peut 

obtenir des résultats de convergence de la sui te Ln que si la fonct ion r 

s'annule en tout t te l que L n ( t ) p = s 0, c ' es t -à -d i re en tout 

t ( a ( t »t)) e [ 0 , l ] x [ 0 , l ] k vé r i f i an t Tune des conditions suivantes : 

(f) t 0 - o 

(ii) l'une au moins des coordonnées t̂  (ou 1 < i < k) est nulle 

(iii) t = 1 = (1,...,1). 

Une étude préalable à celle de la convergence de la suite Ln est celle 

assus Wn G 

[nto] k 

de la sui te des processus Wn empiriques normalisés tronqués dé f in is par : 

w • à A ,£.i '*„.,<«*) * v " K»(i) 

OU 
n 

Pn i = 7T Z F n ,* (1 ̂  •» 5 k ) 
* j = l ' 

et F* i est la fonction de répartition de la marge régissant l'observation 

x:j (1 < i < k, 1 s j < n). 

Le passage de la convergence des (W ) à celle des (Mp) est traité par 

Balacheff et Dupont (1) et (2) dans le cas de la topologie usuelle. Dans 

le présent travail, nous abordons seulement l'étude du processus WR pour 

la topologie de Skorohod corrigée. 
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Cette étude a déjà été partiellement effectuée par nous en (6) pour des 

fonctions r vér i f iant ( i ) et ( i i ) ; par contre en imposant la condition 

( i i i ) , nous avons été astreints à des conditions excessivement fortes sur 

la fonction de mélange, ce qui nous a conduit â penser qu'en exprimant les 

statistiques de rang sous la forme proposée par Ruschendorf, on ne pourra 

obtenir les résultats souhaités. I l semble préférable d'exprimer ces 

statistiques de rang au moyen de processus s'annulant à la fois sur la 
k 

frontière inférieure et sur la frontière supérieure de [0,1] . 

Les nouveaux processus que nous allons déf i r i r et que nous appellerons 

"processus éclatés1' répondront à ces critères. 

L'idée directrice est la suivante (exprimée ici pour k = 1) on considère 

le processus W* déduit de Wn par : 

- Si ( t ^ ) e [0 f l / 2 [2 W;(t0,tj) = W^tç.tj) 

- Si (t0,t :) e [1/2.1] x [0,1/2^(^) -JL " ^ ° ^ ^ x ^ ^ f V V 

- si ( t ^ ) « [0,l/2[x [ 1 / 2 , 1 ^ ( ^ ) - p [ V \ p ^ x J j ^ J - ^ - V h » 

- si (t^) « [1/2,1] «X.t^ --L " 1°' "[^^xfj^^^WÎ 

où x * j = x ; + 1 ' j (1 s j * n). 

L'étape suivante de cette étude consistera à déduire de la convergence 

de W* au sens de la topologie de Skorohod corrigée, celle de Ln pour la 

topologie de la convergence uniforme (ou L* se déduit de Ln par éclatement 

comme W* de Wn) puis â exprimer T^ (centré et normalisé) sous la forme 

[ L * . - . r du* , où u* est une mesure sur [ 0 , l ] 1 + k , que Ton aura construite j n r n n 
à part ir des fonctions de scores d'une manière presque similaire â celle 

que l'on a déjà ut i l isée pour la construction de un-
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1. L'ESPACE D1+k ET LA TOPOL0GIE DE SKOROHOO ASSOCIEE 

1.1 L'espace D^+k 

On reprend les notations de (2) sur les espaces D. , on note 

I 0 = [ 0 , l / 2 [ et ll = [1/2,1] ; on pose pour tout p = ( P ^ ^ « Ï 0 , l } i + K 

1+k 
I » n I pour toute application f e D,.,,, tout p € {0,1} * et 
P i = 0 P 1 1+K 

tout (x . . . . , x . ) e I on pose 

f * ( x 0 , . . . , x k ) = f ( ( x 0 , . . . , x k ) + O p ) 

(qui est la limite de f (x^ , . . . ,xk) quand ( x ' , . . . , x £ ) tend vers (x . . . . , x k ) 

par valeurs supérieures pour les xî tels que p̂  = 1 par valeurs inférieures 

pour les xj tels que p.,- = 0 (on d i t que c'est la Mmite de f en ( x Q , . . * , x k ) 

dans la direction p)) ; aussi, pour k = 1 , on a : 

f * (x 0 > x 1 ) = f (x j , x j ) si (xQ>x1) € [0 , l / 2 [2 ; 

Vxl> = f ( x o , x ï ^ s i ( x o , x l^ 

Vx l> = f ' x ô , x l ) s1 ( x o ' x l ) 

<0.Xj) = f(x",x") si (x0 ,x1 ) 

f * k , x , ) = f(x^x;) si (xn,x,) e [0,l/2[x[l/2,l] ; 

f*(x .x . ) = f(x" x?) si (x . x j e [ l / 2 , l ] * [ 0 , l / 2 [ ; 

f ( x . x . ) = f(x" fx7) si (x .x,) € [1 /2 ,1 ] * 

Pour toute application f e D1+k , tout J c { 0 , . . . , k } et tout pavé 

1+k n [a . ,b . ] inclus dans [0,1] , on note 
i=0 ^ n 

k 
A 1 + k (J.f. n [a.,b.]) i+K i=o 1 1 

défini par récurrence avec 
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k k-1 
A 1 + k (J , f , IÏ [ a r b . ] ) « A k ( J n ( { O i . . . , k - l ) ) , f ( . f b k ) , n [ a ^ b . ] ) -

k - 1 
A.(J n ({0 k - D ) , f ( - . a . ) n [a . ,b . ] ) si k £ J 

K K i=o 
k-1 

- Ak(J n ({0 k-1}) , f ( . , b k ) , n [ a . , b . ] ) -

k - 1 
A. (Jn ( {0 k-1}) , f * ( . , a k ) , n [a . ,b . ] ) si k k J 

k K i=0 1 

l+k Pour tout o e {0,1} , on note 

J( 0 ) =(0 < i < k ; D i = 0 > 

On déf in i t l 'application y sur D1+k par 

l+k k 

(Vp € ( 0 , l } i + K ) ( V ( x o , . . . , x k ) e Ip) Y ( f ) (x Q xk) « 0 ^ ( 0 ( 0 ) / . n IX ) 

ou L est égal à [O.x^ où à [x^. l ] selon que x i < 1/2 ou x̂  > 1/2. 

Soit l 'application V définie sur 0 1 + k par 

r ' ( f ) = ( A 1 + k ( 0 ( p ) , f | I p , i n j I X i î p < { 0 t l } l + k 

D é f i n i t i o n ^ 
l+k Pour tout p e (0,1} , on note D l'ensemble des applications f. de I 

p p P 

dans R prolongeables à ï en une application admettant des limites dans 
l+k p 

les 2 directions en tout point, et continue dans la direction p ; on note 
Dl+k 1 , e s P a c e d e s fonctions f tel les que pour tout p e {0,1} +lC la restr ic

tion de f à I appartienne à D . 
o p 
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Par une surjection évidente de D,+k sur D , on retrouve pour D toutes les 

propriétés énoncées pour D^+k dans (2) . 

On a aussi une bijection évidente Y" entre TT , . D et D? * . 
pe{0 , l } 1 + k ° l f k 

On a y(D1+k) = D*1+k 

Y - Y " O Y * 

Ç§C52Î§!;l§§5i2Q-̂ Ë.Il§SB3çe D?+k 

1+k On appelle base de quadrillage éclaté de [0,1] toute famille de k+1 

suites finies d'éléments réels te l le que chaque élément de chaque suite 

appartienne â [0 ,1 [ , que le premier élément de chaque suite soit égal à 

0 et que 1/2 appartienne à chaque suite. 

Soit par exemple, B = { ( t - ; 1 < j < L^, 0 < i < k)} une te l l e base. 

Posons pour tout i (0 < i < k) 

M} = lt^, tj+1[ si t f l < 1/2 j e (1, . . . ,1.0 

M4 = {1/2} si t\ = 1/2 j € { 1 , . . . , L . } 

Mf1 - ]tj,tj+ 1]si t\ i l / 2 j £ {1 L.+l} 

L.+l 
(où par convention t . s 1) . 

1+k k s i 
Alors l'ensemble des parties non vides de 10,13 de la forme TT M̂  

où pour tout i , ŝ  e { 1 , ,L^+1} est appelé quadrillage éclaté1" 

de [ 0 , l ] 1 + k de base B. 

* 1+k 
On note R l'ensemble des quadrillages éclatés de [0,1] 
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A tout quadri l lage R appartenant â R de base 

B = ( ( t j ) ; 1 s j s L . , 0 < i s k ) l , on associe le nombre réel strictement 

p o s i t i f 

m(R) = In f i n f { t f ^ - d } 
0<;i<k 0<j£L i

 n 1 

m(R) est appelé la perméabil i té de R. 

On note R* If; sous-ensemble des quadri l lages de R* de perméabilité 

str ictement plus grande que ô. 

Exemple de schéma pour k * 1 

4 = 1/2 

4î 4'2 

On a B = {0, t j , t*. t j} x {0, t\9 t\) ; 

la perméabilité du quadrillage de base B est ici 1/2 - t^. 
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Oëfinit ion_2 

1+k 
Pour toute application f bornée de [0,1] dans ]R , On pose 

w'(f,ô) = Inf Max sup | f ( t ) - f ( t ' ) | 
ReR* ReR ( t , t ' ) e R * 

Proposition 1 

1+k Soit f une application de [0,1] dans R ; pour que f appartienne 

à D^+k i l faut i l s u f f i t que : 

l im w ' ( f , 6 ) = 0 
ô+O * 

Démonstration : 

Cette caractérisation des éléments de û?+. se déduit élémentairement 

de la caractérisation classique des éléments de D,+k par la convergence 

vers 0 de w'(f,6) où 

w'(f,6) = Inf max. sup. |f(t)-f(t')|. 
ReR& ReR (t,t')€R

2 

où R est l'ensemble des quadril lages usuels composés des pavés de la 

forme T [ t . , t i ] et de perméabilité plus grande que 6 et de la b i j e c t i on 
Y » . i = 0 

On note 

Cl+k = { f * (Vp e fOtD ) -F11 admet un prolongement continu â ï } 

w (f,«) = max.1+k sup. | f ( t ) - f ( t ' ) | 
p e{0, ir K ( t , t ' ) £ I 2 
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Proposition 1 

1+k Soit f une application de [0,1] dans 1R ; pour que f appartienne à 

C l+k ^ f a u t e t ^ s u ^ ? ^ 1 t Qu e 

lim w ( f , 6 ) = 0 
6-*0 * 

le principe de démonstration est le même que pour la proposition 1. 

1.2 - Topologie de Skorohod 

l2B2l99i§-Sî§-§!S9r2b24_§ssgçiéefcà D?+k 

Soit A l'ensemble des applications x continues, bijectives et r0*l ] dans 

[0,1] vér i f iant x(0) = 0 X( l /2 ) = 1/2 x ( l ) = 1. 

Si X * (x » . . . ,x k ) on note : 

( f o x) ( x Q , . . . , x k ) = f ( x o ( x o ) , . . . , > k ( x k ) ) 

d* ( f ,g) = Inf 1 + k max. l||f-g o x||, l !x -1 l + k ! | } 
XeA 

1+k 
(où i i + k est l 'application identique de [0,1] ) . 

La distance d* et la topologie qu'elle définit sur l'ensemble des appli* 
1+k 

cations bornées de [0,1] dans 1R sont dites de "Skorohod éclatée". 

I l est c la ir que l'application y" définie dans 1.1 ci-dessus établ i t un 

homéomorphisme de * ,_,_. D (muni de la topologie produit des topologies 
P £ { 0 , l } 1 + k o 

de Skorohod sur chacun des 0 ) sur D1+k (muni de la topologie je Skorohod 

éclatée). 

Ç§C3Çîl!2i§§ïl2D-^ë§-22ï!!B§Çîs-de D^+k 

On peut montrer l'équivalent d'un théorème connu de Billingsley 

(généralisé à Dk par Balacheff et Dupont en ( 1 ) ) . 



.78. 

Proposition 2 

Soit K une partie de D1+k ; la fermeture de K est compacte s i , et 

seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées : 

P, - Sup || f|| < + -
1 feK 

P9 - Lim Sup w'( f ,6) = 0 
C 5-0 feK * 

Démonstration 

Elle découle immédiatement de 1'homéomorphisme Y" de la caractérisation 

des ensembles compacts de D,+k. 

1.3 - Convergence faible de probabilités sur D?+k 

On retrouve élémentairement des résultats équivalents à ceux énoncés 

dans (1 ) . ( I . l - b proposition 1 et I . l - c théorèmes 1 et 2) pour les 

espaces Dk. 

§£r^2îyre-5§§yr.§!>l§_sur D?+k 

On note £?+k la tribu borëlienne associée à la topologie de Skorohod 

éclatée sur D?+k. 

Pour tout T c [0,1] , on note <j>T la projection de Dt+k sur F . 

Proposition 3 

* * ro n 
Z?1+k est la restriction à D,+k de la tribu puissance sur F L ' J 

(R étant muni de la tribu borélienne). 

Démonstration 

1+k Pour tout p e {0,1} , notons D la tribu borëlienne associée à la 
P 

topologie de Skorohod usuelle sur D ; on sai t , comme pour D. . , que D 
O 1+K p 

est un espace sëparable ; la démonstration va donc résulter du lemme suivant 
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Lemme 2 

1+k 
Soit T une partie dense dénombrable dans [0,1] tel le que de plus 

pour tout J c { 0 , . . . , k } si on note 

Fj * { ( t 0 , . . . , t k ) € [ 0 J ] 1 + k ; Vj e J t j = 1/2}. 

Fj n T soit dense dans Fj ; 

alors la tribu £ t + k est engendrée par ( o ( t ] ; t e T}. 

Démonstration 

On note o( ) pour "tribu engendrée par ( )" . 

On a d'abord a(a f tv ; t € T) c £*+ k ; en e f fe t , si pour tout j 

P ( € { 0 , 1 } ) et tout T (c I ) , on note <£ la projection de 0 sur R' 
o p i p p 

on a a(* 'J. , ; t e T n I ) = o et a! . - ^ u , /) lt> o' P 1+k ;r. , ! 1+k p 

Donc, pour tout t , <p,lf.l est mesurable. 

Montrons maintenant la réciproque ; on note : 

\ : Dî+k"Dp : s o i t ^TnIo 

f f i l 

P 

P 

-1 
_ de la forme A P. 

p 
l'ensemble des parties de D de la forme *y (Hu ) , où U est une partie 

f in ie de Tnl et Hu une partie borèlienne de 3R !J ( 0 T n î est une algèbre 

qui engendre D ) . 

Soit enfin Dj l'ensemble des parties de D^+(c de la forme 4>y.(Hu ) où U* 

est une partie f in ie de T et Hu une partie borèlienne de R u ' . 
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On a alors : 

\ <"TnI > C *T e t ff('o^I )) = \> <*<*TnI ) ) 
P P 

donc 

P ' p ^ ^ T n l >> c °^T ) 

D 

ou encore 

r 1 ^ ) c a(D*T) 

C = ir , . Crt(s TT Z^ ) ; on a 

so i t 

c %c(o , i )^ -^; g ( 0 / } i + k 

pe(5,l)^ '" = o e ( 0 , l ) 1 + k "*l ^ S " ^ 

d'où 

pe(0,l} 

soit encore 

D l+k c a^DT^ = tf^{t} ; t £ T ' 

Une suite (P ; n e N ) de probabilités sur ( t f j + k . ^ + k ) est dite 

faiblement convergente si el le est faiblement convergente pour la topoiogie 

de Skorohod éclatée. 

Pour toute probabilité P sur ( D ^ * ^ . ^ ) » on note Tp l'ensemble des 

points t (dans [0,1] ) en lesquels * { t } est P presque sûrement continue 

(on rappelle quefy t} ( f ) = f ( t ) , et que f e D^+k)* 
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Proposition 4 

Soit (Pp ; n e N ) une suite de probabilités sur ( D i + ^ i + k ) '> 

el le actoet une probabilité P sur (Di+k,£?l+k^ p o u r 1 i m 1 t e f a i b 1 e s i 

et seulement si sont vérifiées les conditions suivantes : 

1 . (Ve > 0) l im lim sup Pn ( { f ; w ' ( f , 6 ) > e} ) = 0 ; 
6--0 n-«> n 

2. Pour toute partie f in ie U de Tp , *jj(Pn) converge faiblement 

vers <J>U(P) quand n tend vers l ' i n f i n i . 

Démonstration 

Conséquence des propositions 2 et 3. 

Çorgllaire_l 

Soit (P ; n e IN) une suite de probabilités sur ( 0 ^ » ^i+k' 

vér i f iant : 

1 * . (VE > 0) lim lim sup Pn({f ; w (f ,ô) se}) = 0 -, 
ô-*0 n-*» n 

2 ' . La condition 2 de la proposition 4 

Alors la suite (Pp) admet une limite faible P vérif iant 

p(cî+k> • i 

Enfin on énonce un résultat qui est une variante d'un théorème de 

Oudley (5) et que nous utiliserons pour la convergence des processus L*. 

Çgrgljaire_2 

Soit (P ; n € IN ) une suite de probabilités Sur (0][+k'ul+k' ^où 

U*. est la tribu engendrée par la topologie de la convergence uni

forme sur D«+k) ; alors i l existe une probabilité P avec P(Cj+k) - 1 

pour laquelle la suite (P ) converge faiblement pour la topologie de 

la convergence uniforme si et seulement si sont vérifiées les conditions 

1' et 2 du corollaire 1. 
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Démonstration 

La condition suffisante est une conséquence du corollaire 1 comme cela 

a été f a i t par Billingsley (4) chapitre 3, p. 151, pour D^ 

Montrons la condition nécessaire; on suppose donc que Pn converge 

faiblement vers P avec p(c£+ 1) a 1. 

Soit £/,+. la topologie de la convergence uniforme sur C^+k ; corrme P 

est concentré sur un espace séparable, i l résulte du théorème 1 , p. 284 

dans (8) qu'i l existe un espace de probabilité (îî, a ,u) et des variables 

aléatoires (Xn ; n e IN) et X telles que u (Xn ) = Pn, y(X) = P et eue 

Xn converge vers X p.s. pour u . 

Pour tout 6( > 0 ) , on considère l'application de D?+, dans IR définie 

par : 

Y6 = D l+k * F 

Y 5 ( f ) = m a x 1 + k sup { | ( f ) - f ( t ' ) | ; ( t . f ) £ I * . | t - t ' | <. 6} 
pe{0,l} 

alors Y. est une application continue pour la topologie de la convergence 

uniforme. 

Soient (Zn ; n € IN*) et Zx les variables aléatoires définies par 

n,6 fin 6 6 
alors on a 

Ve > 0 3n Q c IN Vn > n0 u { |Z n fi-Z| > s/2} < e/2 

comme X est concentré sur CÎ+. » i l existe, pour tout e > 0, ô > 0 tel 

que ufZ, > e/2} < e/2, et ceci entraîne u(Z„ . > £ > < £ , soit encore 
Ô n ,o 

P n ( { f 1 w ( f ,ô ) > e } ) = y { Z n j 6 > e} < e 

on a ainsi établi la condition 1' ; la vérif ication de la condition 2 

est immédiate. 
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I I - CONVERGENCE EN LOI DU PROCESSUS EMPIRIQUE NORMALISE TRONQUE 

ECLATE CORRIGE PAR LA TOPOLOGIE DE SKOROHOD 

2.1 - Nature des observations 

I n k 
Soit x = (x \ . . . , x ) une suite de n observations dans IR ; pour tout 

i e d , . . . , k } , notons x.. = ( x ^ , . . . ,x") la suite des ièmes composantes 

des observations, F 1a fonction de répartition empirique associée â la 
n jX « suite x . , Fjj (1 £ j < A) la fonction de répartition de la marge Q|! de la 

probabilité Qn régissant l'observation x dans ( IR k ) n , et F{ . (1 < i < k) n - n, i 
la fonction de répartition de la marge Q„ .. 

n » i 

On note également : 

Pn i S h ^ Fn i 1 S i < k 
» j = l ' 

(pour plus de détails voir ( 6 ) ) . 

Nous nous plaçons sur l'hypothèse de continuité suivante : 

H-- les marges Qn ^ (1 < i < k) de Qn sont supposées diffuses sur Kn 

le processus empirique W sur lequel nous travaillerons sera défini en 

- 1+k 
notant pour tout t = ( t Q ( t ) = ( t Q , t l f . . . , t k ) (e [0 ,1 ] x * ) , 

{ W " ( t ) M X ) S À [ ^ ] l (F n (x J ' )< - i ) - H n ( i ) • 
avec J 

ith \) •Fi(Fn!i<ti)--^>k» 

On suppose également que sont satisfaites les hypothèses suivantes : 

H2 - la suite (c ; n s IN*) des fonctions de covariance dés processus 

W converge simplement vers une fonction c* 
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H3 - I l existe une application décroissante * : IN* •+ [0,1] vér i f iant 
1/2 

¢(1) = 1 , n z N# n * ' (n) < +» et pour laquelle la suite 

(Qn : neK*) est* mélangeante. 

H4 - I l existe une mesure u sur [0,1] , f in ie positive à marges diffuses 

et vérifiant : 

(Vn e h*) (Vj e { l , . . . , n > ) (V B bloc de [ 0 , l ] k ) ujj(B) < u (B) 

(u|J est la probabilité ayant HjJ pour fonction de répart i t ion) . 

On note H la fonction de répartition de la mesure v. 

2.1 - Convergence en loi 

Ngtatigns_et_dëfinitions 

Déf in i t ion^ 

1+k 

On appelle fonction correctrice éclatée toute application r de tO,l] 

dans IR+ vérif iant 

k 
( i ) I l existe rQ et r applications de [0,1] et de [0,1] dans R + 

te l le que pour tout t ( = ( t Q , t ) , r ( t ) = rQ(tQ) r ( t ) ; 

1+k ( i i ) pour tout p e{0, l } , r | I admet un prolongement continu sur 

ï . ° 
D 

1+k 
( i i i ) r est nul sur toute la frontière de [0,1] . 

R§su]tat_préliminaire 

Nous énonçons d'abord une généralisation immédiate de la proposition 

équivalente énoncée en (6) p. 50. 



.85. 

Proposition 5 

Soit pour tout n, un processus Yn défini sur ([0,1] ) n à valeur dans 

Dt+. ; on suppose que la suite des YR converge en loi vers YQ gaussien, 

à trajectoire presque sûrement dans C\+^ pour la tôpologie de Skorohod 

éclatée ; on note Pp la loi de Yn (c'est la probabilité sur Dt+k) et on 

suppose que les conditions 1' et 2 du corollaire 1 de la proposition 4 

sont véri f iées. 

Soit r une application de ct+ . positive ou nulle. 

Soit également pour tout a( > 0) 

Ra = ( (v 0 vk) e [ 0 , l ] 1 + k ; H 1 € { 0 , . . . , k » sup (v . , 1-v.) * a) 

On supposé vérifiées les deux conditions suivantes : 

(A) pour tout n, le processus Y n . - est à trajectoires p.s. dans D^+k. 

(B) (V5 > 0) (Ve > 0) ( - ] a > 0 ) H n ) (Vn * n ) Pn(Sup |Y I | > d) < e. 

o o n v f R n r 
a 

Alors la suite des processus Y .— converge aussi en loi vers le processus 

corrigé Y . - (Qui est lui-même gaussien et â trajectoire p.s. dans 

ct+ . ) pout11 la tôpologie de Skorohod éclatée. 

Nous devons maintenant étudier dans quelles conditions on peut appliquer 

la proposition 5 au processus éclaté* W* défini par : 

f = Y(Wn) si 0 < tQ < \ 

vv*) • Y < V (*o + ïï't} 

= 0 

1 
7 

n-1 

n-1 
s i 7**0* n 

si Ï-Z. < t < 1 n o 
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Vérifions tout d'abord la convergence en loi du processus W . 

Par l:a continuité de l'application Yi un sait déjà que Y(W ) converge 

en loi vers Y(WQ) (OÙ WQ est le processus limite de Wn) pour la topologie 

de Skorohod éclatée. 

Y(W_) est p.s. à trajectoires dans C,,. et de plus nul p.s. sur toute 
0 1+k l K 

la frontière de [0,1]1 \ 

Considérons maintenant pour tout n e N*, l 'application ^ n , de D«+k dans 

lui-même défini par : 

f = f ( t Q , t ) si 0 < t 0 s \ 

*n( f)(t0 , t)J = f(tQ,l/n+t) si \< tQ < ^ 

* 0 s i — < t i l 

n o 
* 1+k 

Soit f e C,+ k , nul sur toute la frontière de [0,1] et soit fn une 
suite de fonctions de Dt+k tels que fn converge vers fQ pour la topolo

gie de Skorohod éclatée ; alors <J>n(fn) converge aussi vers f pour la 

topologie de Skorohod éclatée, donc, d'après le lemme 3 de ( 2 ) , Ŵ  conver

gera en loi vers Y(W ) pour la topologie éclatée. 

Les conditions 1' et 2 du corollaire 1 sont élémentairement vérifiées 

pour le processus W* . 

I l résulte de l'expression même de Ŵ  (qui est identiquement nul pour 

t suffisamment proche de 0 ou suffi sarment proche de 1) que la condition 

A est véri f iée pour W* si la fonction correctrice éclatée r et les 
i n 

fonctions H* sont liées par la condition (Hj) ci-dessous : 

k HJ pour tout z appartenant à la frontière de [0,1] , on a : 

lim U(HJ)i(û) * 0 
u-*t r 
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,k, ' k 

oû pour tout p = ( P - J ) ^ ^ (etO.l) ) et tout ( v l t . . . , v k ) c I , = TT I 

on a 1 = 1 1 

- î i - k 

Y ( H ^ ) ( V 1 v k ) = A k ( J ( P ) , HJUg , >ïï J y ) 

avec * a l i 

J(p) =(1 < i < k ; P i = 0} 

I l nous reste à assurer la réalisation de la condition (B). 

1+k Pour.cela, on va décomposer R en 2 sous-ensembles 

( R P ) /n i \ 1 + k définis par Rp = R n i x a'p e {0,1} r a a p 

et montrer que (B) est véri f iée sur chacun des sous ensembles Rp. 

Notons < = < et < = > 

Définition 4 

Soit J c {0 , .c . ,k } et soit f une application d'une partie de [0,1] 

dans IR ; f est dite monotone éclatée s i , pour tout p et tout couple 

((t-j).,- j» (t-p-j j ) de points de la projection de Rp sur [0,1] vér i f iant , 

pour tout i appartenant à J , l ' inégal i té t . < t ' . , on a 

W i W t c t i î i . j î -

On note, F , , F 2 , . . . , F . les fonctions de répartitions des marges de y, 

F celle de la mesure uniforme sur [ 0 , 1 ] , et H' 1a fonction de répart i 

tion de la mesure produit de la mesure uniforme sur [0,1] et de y. 

Pour tout f e Ct+. et pour tout p e {0,1} , on note sp l'application 

qui à f | î associe son prolongement continu fp sur I * 

Enfin, pour tout L c { 0 , . . . , k } et toute fonction f de classe C1 + k , on 

note 8L f sa dérivée part ie l le d'ordre card(L), par rapport aux coordon

nées appartenant â L. 
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On suppose alors q u ' i l existe a( > 0) te l que, pour tout p € {0 ,1 } * , 

les conditions suivantes (dans l'ênoncê desquelles J désigne (0 < j s k e t 

p . = 0}) soient sa t i s fa i t es . 
J 

H& - sur l ' i n t é r i e u r de R£, - est de classe C k + 1 e t , pour tout 

L e { 0 , . . . , k } , 3, (-i) prend des valeurs posi t ives ou négatives selon 

que card (L n J) est pair ou impair. 

H6 - I l existe c > w ^ | te l que, pour tout L c { 0 , . . . , k } , toutes les 

fonct ions, notées f j ou f 2 , déf inies ci-dessous soient |)L monotones 

éclatées sur Rp : on f i xe tout d'abord, pour tout i € L, t.. e t t ! 
a 1 1 /i 

t e l s que t^ s t ! < ^ s i i e L n J , e t j s t ] < ̂  s i i e L n CJ ; 

on 

te l 

i d é f i n i t a lors , pour toute fami l le ( ( t i ) i £ £ L n J , ( t : ) i € ^ L n £ j ) 

ï l l e que t^ < ^ si i e CL n J et t j > ^ si i e CL n CJ , 

* t a . , b . ] 
e t i=0 1 1 " 

V^MLnJ - <ti)l.tLnj)- * k & M * - F1»737^: «ci>Wk> 
« [a.,b,] 1 = 0 { S ( r ) ) 

i=0 1 1 

où [ a ^ ] est égal à [ t i , t l ] , [ t : . t ^ . C O , ^ ] ou [ t j . l ] 

selon que i appartient â LnJ, LnCJ, CLnJ. CLnCJ» e t où c.j est égal 

â t f ou t l selon que i appartient à (C-nJ) u (LnCJ) ou à 

(JnL) u (CLnCJ). 

Hy - Pour tout L c { 0 , . . . , k } 

f o l ^ a L ( Y ( H ' ) ) 3 t L ( i ) | d * 1 + k < + » e t 

a k 
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Pour établir que les propriétés (Hg), (Hg) et (hL) impliquent la propriété 

(B) sur tout Rp , nous remarquons que, en (2), nous avons établi cette 

implication pour p° = (0,0,...,0). 

Pour la généraliser à tout Rp , nous considérons p étant fixé, l'appli-
k a 

cation^ de K dans lui-même, telle que ^ (x,,...,x.) = (xJ,...,x£) où 

si P 0 = O 

°o = 1 

x: = x. 

x: = -x . 

xî = V l - •i 

si 

si 

si 

Pl. =o 
p i = 1 

P l = 0 si 

x i = "Vi-i s i p i a 1 

1+k 
et l 'application tp• • de [0,1] dans lui-même, tel le que 

*p ( V ^ tk)P= ( t ^ , t j t . . . , t £ ) où 

t] = t. si P i = 0 

t î = 1 - t 1 si 0 i = 1 

On note FP , J la fonction de répartit ion de la marge QP,J de la probabilité 

QP régissant l'observation $ (x) dans (Rk )n et Fp"j (1 < i < k) la 
fonction de la marge Qp'^ . 

n , i 

On note également Fp
 i = ± f F^* (1 É 1 < k) 

et H5,3(*I v • F5,J<rç;i ( v rçita» 
Si *;(t0,t)) = (t',t')s on a H£'

J'(t') = 'y (Hj)(t) 

on en déduit que pour tout (t ,t) appartenant à I , 
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c'est-â-dire 

w;( t ) (x) ttn(^ ( t ) ) * (x)) 

"TTEJ—FTiçr t r r— 

où r est défini sur I par r (t) = r(V~ (t)) p o r p x ' v
 P

 v " 

donc si on pose t' = * (t) et x' - * (x) le processus 
wn(f)(x')

 p p 

r / tiv— vérifie (B) pour p = p°. n 
L
 P 

Théorème fondamental 

I l résul te de la proposit ion 5 et de l 'étude menée au paragraphe précédent 

qu'on a le théorème suivant : 

On suppose que le processus des observations v é r i f i e les condit ions 

(H^) à (H^) et (H|) et que la fonct ion cor rec t r ice r est monotone éclatée 

et q u ' i l existe a( > 0) te l que, pour tout p (e {0 , l } + ) les condit ions 

(H5) à (H-,) soient sa t i s fa i tes . 

Alors la suite des processus W*.- converge en lo i pour la topologie de 

Skorohod éclatée vers le processus >(W ).-- gaussien et à t r a j e c t o i r e 

presque sûrement dans CÎ + ( . 
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