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la lot Py du processus (x,) des observations - @ valeurs dans R° -

nt
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I - MODELES STATISTIQUES DE GEFFROY.-

1) On suppose que les v.a. observées : Xn » N 21 prennent
leurs valeurs dans un méme espace euclidien '(lRS, Bms) et que la loi
inconnue de Ta suite X = (Xn)nz1 de toutes ces observations appartient a
un ensemble donné H = (Pe, 6 € 0) de lois sur (RS, Bms)“ . 0 est
muni d'une distance &, et la correspondance & -+ P, de © sur H

est bijective.

]

On sait que Yo eo, 1a loi Pe de X est déterminée par

- la loi initiale, c'est-a-dire P de X, ,
G,X1 1
- les lois conditionnelles de Xn sachant que X1 = Xgseers

(en abrégeé y(n-1) _ =1y, Px("'”,x(n-l)

X =X . ’
n-1 n-1 e,xn

Wmz2 , Vx(n'” € le(n'” .

2) Définition : Nous dirons qu'il s'agit d'un modele statistique
de Geffroy s'il existe une loi P sur (RS, B]Rs) que nous appellerons
loi de base du modeéle et une famille d'applications boréliennes de RS
dans R® :

) Ax(n-1)

'(e ,naZ,x(n'”ele(n'”, 8eod)

- - (n-1)_ (n-1)
telle que : Voeo , V(\;? et Vx("”ems("”,PgX =X
n-1 M
est 1'image de P par Ag .

3) Pour de tels modéles, des suites convergentes d'estimateurs
de 6 ont été construites :

- d'abord par J. Geffroy (cf 3 ,» OU 5 chap. II)
un ensemble de translations ,

lorsque A est

- puis par F. Palmeira de Araujo Canova (5, chap. III) lorsque
A est un ensemble d'homothéties.
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4) Ici, nous construisons des suites p.s. convergentes d'esti-
mateurs de 6 dans le cas ol A est un ensemble d'automorphismes de Rs,
ce qui justifie 1'appellation de modéle de Geffroy linéaire.

5) Cette étude sera conduite en suivant la métnode de Geffroy
(cf 1, ou 3) que nous résumons dans le théoréme suivant :

THEOREME 1 (J. GEFFROY).

Soit X = (Xn)nz1 une suite de v.a. sur (£,A) & valeurs dans
dans (}Rs, %Rs). (Q,A) pouvant étre muni de 2 mesures de probabilité,
on appelle Pe et Pe les lois de X correspondantes.

0 1
On suppose qu'il existe 2 suites de réels w = (wn)

1 1 : : S n32
w' = (wn)naz et une famille de boréliens de R’ :

B = (B(x(n'1)), nx2, x("'1) € Rs("'1)) vérifiant les conditions
suivantes :

1 - V22, B, = \\T""/// ({x("'1)} XB(x("'l))) € Bps.n
x(n-1 €]Rs(n-1)

11 - Yhs2 et WM ¢ gsin-n)

x(n’1)=x(n'1)

(n=1)_, (n-1
Py x B ) < cw ek
o’"n

(n-1)
B( .
n n 61,Xn X

Alors, on peut construire & partirde w , w' et B une
suite adaptée (Cn)nal de cylindres de (RS, BRS)"M tels que Yozt

L - up)?
- P y(Cy) ¢ e/ 3%

(n
SO,X

n 2
2, (- wg)
-p x(“)(c") 31 - e 1/8 322 (ou P

(n)
6 g, x\"

désigne 1a Tov de x™ quand X suit ) .



.48,

IT - SEPARATION DE DEUX LOIS DANS UN MODELE DE GEFFROY LINEAIRE.-

1) Notations.

a) RS étant rapporté a sa base canonique, ses endomor-
phismes et ses points sont identifiés respectivement 3 des matrices
(s xs) et (s x1). GL(s) désigne son groupe linéaire, soit }'ensemble
de ses automorphismes, muni de la topologie euclidienne de RS ; I en
est 1'identité.

b) W e GL(s), QN désigne la forme quadratique sur RS
définie par QN(x) = tx . tN . N.x . C'est une forme quadratique non

dégénérée positive. I en résulte que :

t

- la matrice symétrique diagonalisable "N . N a toutes ses

valeurs propres positives, numérotées pour avoir

0 <A <A

Ny SN2 e S AN

- i1 existe une matrice orthonormée réelle ON telle que

.1
(0)
t t _ .
ON . N.N. ON = .
(0) )
AN,s
-Vx e RS, ol désignant la norme euclidienne,
(1) A X2 € Qy(x) € Ay 1]x] |2
N, 1 N N,s )

c) We GL{s) , posons

s s
af(N) = Max (] |}

1
|
1gigs j=1 k=

: Nk,i'Nk,jl) et B(N) = —-f——:T-—
al (N"7))
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Comme on sait que a(N) majore les valeurs propres de R s
on a :

0 < B(N) < AN,‘I "3 )‘N,s < a(N) .
d) Vazo0, Ba) désigne l1a boule fermée de R® de

centre 0 et de rayon a, v(s) le volume de B(1). Ainsi, WN e GL(s) ,
1'ellipsoide n1B(a)) a pour volume :

ASINT(B(2))) = v(s).a®. S -
|det N|

e) On dira qu'une probabilité P sur (R®, Bps) vérifie
1'hypothese (P) si elle admet une densité f continue > 0 . On lui
associera :

- la fonction décroissante 1 : [0,+=[ + ]0,+o[
a ~ {(a) = Min(f(x), x € B(a))

- le nombre o = sup(v(s).as.ﬁ(a), ax0).

11 est facile de voir que :
- pe]0,i[
=JA>0 telque p=v(s).AS.J(A) .

f) Etant donnée une probabilité P sur (RS, BRS) .
W e GL(s) , PN désignera 1'image de P par N et FN 1a fonction de
répartition sur R définie par :

0 si x<0
FN(X)=

PN(B(x)) si x20

FI sera simplement notée F.

Etant donné o € JO,1[, si P vérifie (P) , WN e 6L(s) ,
notons a(N) 1'unique solution de 1'équation FN(x) = o . Alors
1'application a : GL(s) »]0,+= ainsi définie 2 partir de P et de
a est continue.
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2) Lemme : Soit P une probabilité sur (RS, Ble) vérifiant
(P) et N une famille d'automorphismes de RS pour laquelle il existe
2 réels r et R tels que :
Wen , 0<rg AN p < AN,s <R.

Soit a = F(A \/;) :alors, We N et WMeGL(s) , nous
avons :
11
fdet Nl ldet M|

Qy > Qy => Py(Ba(N))) - P(B(a(N))) > o(%R)S (

Démonstration :

a) Soit a >0 et M N € GL(s) tels que Qy > Q :
il est clair que M (B(a))C: N (B(a)) et que cette inclusion est
stricte si et seulement si QM > Qy ( on e RS tels que QM(xO) >QN(x°))
ou, en prenant les volumes de ces ellipsoides, si et seulement si
ldet M| > [det NJ.

b) Supposons que QM > QN :

Py(B(a}) - Py(B(a)) = f(x) dx
N " IN"(a(a))-m"(e(an

> Min(F(x),x € N (B(a))).a%.v(s) (—— - — 1

|det ul |det M|
3 I ).aSov(s) —— - 1 ) 50,
N |det N} |det M|
car d'apras (1) .
N,1
c) D'aprés la définition de a(N) et d'aprés (1), nous savons

que :

-P (B(a(N))) = Q (par définition de a)

- (2N} ) c s © (2 2N,
N, 1



On en déduit que :

F a(N) F(A r F a(N)
) < o« realyy
»S N, 1

- AL caN) < AF et 2N oa
/R /XN,1

Si Me GL(s) et si Qu > Qy » nous avons donc :

P (B(a(N))) - Py(B(a(N))) = Y(A). (A L)5.v(s). (e - ]
B N)) = Py(Ba()) 3 Y0 (& T bt -

3) Séparation de 2 lois dans un mod2le de Geffroy linéaire.

a) Notation.
Etant donné un mod2le de Geffroy 1inéaire, nous posons :

Vns 2 , Ve ,8'e0,

h (3,8') = inf( e - 1 , x(n=1) ¢ gsla=t)y

(n-1)
|det A | ldet Ay, |

b) THEOREME II.

Etant donné un modéle de Geffroy linéaire dont la loi de base
vérifie (P) , soit 8, » 8y €0 .

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(a1) VYn 2 etpour i .
continue. !

. (n+1)
0,1, x(" 1) - A; est une application

(a2) W2, ﬂrn . Rn >0 tels que pour 1 =0,1 et
(n-1) s(n-1)
VX e R s I"n <A X(n_1) <A x(n_1) < Rn .
Ag )1 Ay 'S
i i .

. . (n-1) s(n-1)
(a3) Vh a2 , on a soit (i) Yx e R s QAx("") 4] x("'”

A
9o e1
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soit (ii) Vx(n-1) € ]RS(n-1) » Q x(n‘1) >0 x(n-1) ¢

Alors, pour que Pe

0

P

et 9

1

A
%

se séparent asymptotiquement,

A
5

T Mni2s 2
il suffit que (FR_Q) ho(8,,8y) = + = .

n=2 n

Démonstration :

a) Va2 tel que hn(eo,61) >0, si (a3 1ii) est véri-

fiée, on pose :

(n-1)
Sy s ay D e,
rn
-ah=F(A\ 'R—-n) =w"1

Wn=1) g gsn=t) geln=t)y - pa(al
1

N .

En appiiquant le lemme ci-dessus, nous obtenons donc :

=1y (n-1)
91,Xn

1]

(x("=1)y)

g(a=1)_ (n=1)

X

(8(x{""1y)

N

ob

=5 -

D'apres (al) et la con

est une application continue donc

Tn\s 1 1
- (=) T n=1)
n|det(Ay )| [det(Ay )
1 o}

"n\s _
- p(}) hn(eoa91) = wn .
n

tinuité de a , x(n=1) a(Ag

(n-1)
1

)

)
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(n-1)
B, = ,// ({x("'1)} XB(a(A;1 ))) est un fermé de RSN,

x(n-1)€§§1q-1)

b) ¥h > 2 tel que hn(eo’ei) >0 etsi (a3 i) est
vérifiée, on pose :

~N_= (A;(n-”,x(n'” e RS (™))
0

r
o = F(A J ﬁi) =1 -
{n-1)

) ¢ gt gy L g ™))
s}

.
Q
1

En appliquant de nouveau le lemme précédent, nous obtenons :

g(n=1)_, (n-1)

. (n-1)
Peo’xn (B(x )) =

1]
£

(n")_ (n"l) - r
- P)e(1’xn X (B(x(n 1))) p! wn+p(#)shn(ao,e1) = .

n

Dans ce cas, Bn défini comme ci-dessus est un ouvert de

Rs.n .

¢) Vhs2 tel que hn(eo’e1) = 0 , on pose enfin :

- = ! =
Wy = Wy 0

1) gs(net) p(nt)y L g

Alors, d'aprés 1e théorzme I, il existe une suite (Cn)

nx1
de ¢ylindres tels que Vh s i .

n r
2, Jy2s .2
2_ [o] (/—R"—> hJ(eo’e1)
(c,) e/t T
) At i A
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T 2, "2 .2
-1/8 jZZ &I
- P (n)(Cn) 21 -e

1’
On a donc bien :

p

o () 0 et P ((€) ——
o’ L

N=>+c0 1 N>+

autrement dit Pe et Pe se séparent asymptotiquement. N
0 1

[II - ESTIMATION ASYMPTOTIQUE DANS CERTAINS MODELES ORDONNES.-

1) Définition : Nous dirons qu'un modéle de Geffroy linéaire
est ordonné si

- O est un intervalle de R dont § est la distance usuelle ;

- Va2 , On a
- soit 6,08' €0 et 8<8' => Vx("'” € lRS("'”, Q (n-1) € Q (n-1)
X X
Ae Rg:

- soit 0,68' €@ et 6 <9 => Vx("'” le("'”, Q : Q
€ € ((n=1) ((n-1)

A Ay,

2) THEOREME III.

Il existe une suite p.s. convergente d'estimateurs du parametre
8 de tout modéle de Geffroy linéaire ordonné dont la loi de base vérifie
(P) et qui de plus satisfait a :

(n-1)
(A1) V2 et Yeeo, x(™) ans A "

continue ;

est une application

(A2) Y2, Hrn » Ry >0 tels que
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(n-1) s(n-1) .
VX € R et veée. rn‘Ax(n_1) ‘)\x(n_1) ‘Rn
Ae 51 Aa sS
\ ¥ Tni2s 2
(s1) Vo ,8'e0, 8408 = § (=) hi(6,8") =+,
n=2
n
Démonstration :
a) Montrons d'abord que pour tout couple de boules fermées
disjointes €, et ©, de 0O, (Pe , B € Go) et (Pe, 8¢ 01) se
séparent asymptotiquement uniformément.

Pour cela, il suffit évidemment de montrer que
V@o » 8, €0, si 8,<8,, alors s(eo) = (Pe,e < eo) et
S(91) = (Pe,e 2 8;) se séparent asymptotiquement uniformément.

D'aprés le théorgme II, il existe une suite (Cn) de

cylindres qui séparent asymptotiquement Pe et Pe .
0 1

En fait, ces cylindres séparent asymptotiquement uniformément
s(eo) et 5(61) puisque, en reprenant les notations précédentes, i
est facile de vérifier que

n:i

Ve , 8'e0 , B¢ eo < e1 €8 =
Vas2 et W(nt) ¢ gsin-t) ,

PX(n-1)=x(n-1)

(n=1)_ (n=1) o, (n=1)
e BNy < e ¢ BX, X BOCTTD)

e',xn

b) Si © est précompact, on peut conclure (cf 4, th. I.C.1)
qu'il existe une suite uniformément convergente et méme (cf 4, [.A.7,
" lemme 1) qu'il existe une suite uniformément p.s. convergente d'estima-
teurs de 8.

Si © n'est pas précompact, comme il est o+précompact,
il existe (d‘'apres 4, lemme 1.C.3) une suite p.s. convergente d'estima~
teurs de 6 W
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3) Remarque :
Au lieu de 1'hypothese (A2), il est plus simple d'utiliser
1'hypothese suivante, qui implique (A2) :

\7'n;2,3rn,Rn>0 tels que

(n-1) (n-1)
Yoeo et V(n1) ¢ gs(n-1) ro < B(AY ! ) ¢ a(Ay " ) €R .

4) COROLLAIRE I.

I1 existe une suite uniformément p.s. convergente d'estimateurs
du paramétre © de tout modele de Geffroy linéaire ordonné vérifiant
(P), (A1), (A2) et les hypothdses suivantes :

1) Yhx2,3 h (0,4 + [0,#=[ fonction croissante telle que

Vo ,o0 €0, n(68,6)>h (50,8

o
s't) Vx>0 , M2 p2() = b,
(s*1) Vx> Zz ﬁrﬁa) ho(x) = +

Démonstration :

I1 suffit de vérifier que © est précompact, puis d'appliquer
le théoréme III : si © n'était pas précompact, on pourrait en extraire
une suite (ep)p>_1 telle que

Yos1 , 8(8,15(815000x82)) 3 1 .

Alors, étant donné X, € RS s on pourrait extraire de la suite
X
(ldet Ae;ipﬂ) c [rz/z, R;/z] une suite convergente. Soit (py ).y 12

suite de ses indices : on aurait donc :

s 1 ] .
0< h,(1) € 1im - soit h,(1) =0 .
-2 X X > =2
% llaet ag' | ldet g |
Pk Prst

On démontrerait de méme que Yo > 2, ﬁn(1) =0, ce qui
contredirait (S'1).H
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5) COROLLAIRE 11I.

I1 existe une suite p.s. convergente d'estimateurs du paramétre
8 de tout modéle de Geffroy linéaire ordonné vérifiant (P), (A1), (D1)
et

(A'2) Veee ,

0 < inf() ((ne) 32, x "= egsin-1))

Ag 51

< sup(X (n-1) :nzz»x(n-1)ems(n-1))<+ ®
AX
B S

400
(s) Yx>0, 5 )=+,
n=2

%*
Démonstration : Vb e N , soit

. 1. (n-1)_ps(n-1)
Op (ee0, 5 £ inf(A x("'” ,N22,x eR )
Ae 51

< sup(X () ,n=2,x("“)em5("“)<p)
X

Ae »S

I1 est clair que ep + @ et que si ep #8 , i1 existe une
suite uniformément p.s. convergente d'estimateurs de 6 pour le modele

statistique obtenu en réduisant © a Op , d'aprés le corollaire I.

11 suffit donc d'appliquer de nouveau le lemme (4, 1.c.3) &

IV - ESTIMATION ASYMPTOTIQUE DANS CERTAINS MODELES NON ORDONNES.-

1) Dans la suite, on ne suppose plus que le modéle de Geffroy
linéaire considéré est ordonné, mais le parametre 6 reste quand méme
estimable gréce & 1'introduction d'hypoth&ses supplémentaires de conti-
nuité. Nous poserons :
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'Vnzzsve,9'€e ’

. 1 1 (n-1) s(n-1)
kﬂ(e’e ) = SUP( (n-1) - (n 1) 3 X € IR )

|det A | ldet Ay |

- si 1a 1oi de base du modele vérifie (P) ,
= Max(f(x), x e B(A)).v(s).AS .

2) THEOREME IV,
Soit un modéle de Geffroy linéaire vérifiant (P), (A1), (A2)
ainsi que les hypothéses suivantes :

(A3) Ynz2 et Yo, 6'co

soit Wx(n=1) ¢ gs(n-1)

» ONn a

SN CR DR (R
Ay A
soit Vx(n-” € le(n-” , Q (n 1)2 2 Q (n_”
A
2) Yhx2, 3 h, et : 0,4+ + [0 +o[ | fonctions croissantes
telles que : Vo ,0' €0

k,(8(8,8')) > k (9,8") > h (8,8') > h (5(6,6')) .

Alors i1 existe une suite uniformément p.s. convergente d'estimateurs
de & si de plus

s
(s2) Yo >0, 38 >0 tel que Z r Max? (0, o¢/—— h (o) - 2tk (B))

n

Démonstration :

(D1) et (A2) étant vérifiées, on montre comme dans le
corollaire I que © est précompact.

Dans ces conditions, d'aprés le théoréme (4 » 1.C.1) déja
utilisé, i1 suffit de montrer que :

Yo , Va

0’ si o = 6(90, 1) (a°+a1) >0,

o a1 ’
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les familles de lois (Pe,5(s,eo) < ao) et (Pe,s(e,e1) < a1) se
séparent asymptotiquement uniformément.

Soit B >0 tel que («,3) vérifie (S2) : on peut recouvrir
la boule fermée Go = (6,6(9,60) < ao) par un nombre fini de boules
fermées de rayon B8 centrées dans Go . I1 en est de méme pour
01 = (6,6(9,91) < a1).

Le probléeme est donc de démontrer que si eo s 61 €0 et si
6(90,91) 2o, alors Hy = (Pe,é(e,eo) < B) et Hy = (Pa,s(e,e1) < B) se
séparent asymptotiquement uniformément.

s
r
Soit N = (n =32 ,pv/;;; gn(a) > 2t En(B))

(s2) => nzz (/é%)Zs h (8448, ) = + = puisque

VheN, h(8,.8,) 3 h (65,.8))) 2 h (a) >0 (2) .

D'aprés le théoreme II , Pe et Pe se séparent donc
i

]
asymptotiquement ; reprenons sa démonstration en 1'adaptant :

(i) si n22 etsi n¢N, posons -w = wy =0

V(1) ¢ ps(n=t) giy(n=1)y - g,
(ii) si ne N, dans le cas ol V&(n-1) € RS(n-1)’ Q x(n-1) <Q x(n-1) i
A A

e1 eo

(n-1)) (n-1)

on a posé B(x B(a(Ax }) , le rayon de cette boule étant

( -1)_ (n-1 /
défini par 1'égalité Px et ) (B(x (n- 1))) F(A ) , et
1’

on sait que :

(n-1)_, (n-1)
P, 6" ¢ Fa g2 %) - ol ") 1n(859)

F(A/ Ty . (—")sh , d'apres (2).
< R p/R_; hp(e) aprés (2)
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I1 est clair grice a (A3) que 6(9,61) <8 =>

(n=1)_ {(n=1) (n 1)_, (n-1)
X =X ( (n 1))) . X

P (8 a1y

1’n

<t /F s ko (8.8,) € T /¥ s k,(B) .

Cette inégalité est encore vraie quand on remplace 61 par
eo , si 6(6,60) <B.

Par conséquent, si 1'on pose :

L= F(A V/I?‘) -t/ Sk (8)

'
£
[

F(AJ;l“) - p(—~--)S h (a) + r/_ K (B) , nous obtenons :
n n R

- =
n
(n-1)_, (n-1) i
(1) s(0.6)) <8 => P, ")) < u
(n-1)_,(n-1)
(2)  6(8,8y) ¢ B => Pg’xn =) 5w
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les propriétés (1) et (2) restent vraies & condition de poser
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Dans ces conditions, (S2) => § (""r'm - "’n) =+, et
n=2

1'on peut conclure que Ho et H1 se séparent asymptotiquement
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uniformément d'aprés le théoréme I. M

3) COROLLAIRE III.
I1 existe une suite p.s. convergente d'estimateurs du paramétre
de tout modéle de Geffroy linéaire vérifiant les hypotheses (P), (A1),
(A'2), (A3), (D2) et 1'hypothese (S'2) suivante :

$00
Va>0 et Ya>0,38>0 tel que §

2 -
L Max“(0,h () - a k (8)) = + = .

Démonstration :

On sait qu'il suffit de démontrer que 6 est uniformément
p.s. estimable dans le modéle statistique obtenu en réduisant 0 a ep
(cf. corollaire I1).

Or, i1 se trouve que dans ce cas (S'2) => (S2) puisque
Vo>0 et >0,

s
TS wanlig o/ on : ol 2 21p° ¢
nZZ r, Max“(0,p R, h(e)-2tk (x)) = ;33 nZZ Max“(0,h, (o) ==K (x)).

V - COMMENTAIRES.-

1) Lorsque 1'on suppose que tous les automorphismes du modéle
de Geffroy linéaire considéré sont des homothéties, Tes résultats
ci-dessus, dont 1'adaptation a ce cas particulier est immédiate,
fournissent des estimateurs p.s. convergents d‘un parameétre d'homothétie
(ou d'échelle) dans un cadre trés général.

On complete ainsi 1'étude (5, chap. III) déja mentionnée ou
deux cas de figure seulement sont traités, pour la convergence en
probabilité.

2) Des résultats analogues concernant les modéles de
Geffroy affines, modéles comprenant comme cas particulier 2 la fois
1'estimation du paramétre de translation et 1'estimation du paramétre
d'homothétie ont été obtenus depuis (6).
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