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Résumé

On propose une formalisation de l'extension de V'Analyse en Composantes
Principales au cas de variables complexes.On montre que cette A,.C.P. n'est pas
équivalente a celle des variables réelles obtenues en transformant les variables
complexes en couples de variables réelles. Elle peut néammoins s'obtenir & partir de
I'A.C.P. d'un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert réel. Ce point est détaillé dans
le cas usuel d'un nombre finf de variables complexes.

Abstract

This paper deals with the linear and step-by-step Principal Component Analysis
(P.C.A.) . We discuss the complex extension of the linear and step-by-step P.C.A. of real
Hilbertian operators. The results of this discussion yield us to propose a synthetic defini-
tion of linear and step-by-step P.C.A. of statistical variables with values in a complex
Hilbert-space. We end up with the comparison between real P.C.A. and complex P.C.A..
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1. INTRODUCTION

Dans 1a modélisation des phénomeénes aléatoires, il est parfois plus judicieux de
considérer des variables aléatoires a valeurs dans € ou un espace vectoriel sur € . Il est
donc naturel de penser a généraliser aux variables statistiques complexes 1es méthodes
d'analyses factorielles qui, depuis plusieurs années, sont trés utilisées pour 1'étude des
variables statistiques réelles. Le probléme a été abordé dans [1] par D.R.BRILLINGER et
dans [7] par J.C.DEVILLE pour ce qui concerne les fonctions aléatoires complexes, en
partant de V'étude de leur fonction de covariance. Dans [9], A.GRORUD s'est intéressé a
I'analyse des tableaux de nombres complexes qui généralement représentent les observa~
tions de variables complexes sur une population finie. Il nous a semblé néammoins néces-
saire d'effectuer une synthése des différents points de vue concernant la généralisation
des analyses factorielles en clarifiant certains aspects de la question. Au-dela de cette
synthése, A.CHAKAK a résolu dans [4] un certain nombre de problémes asymptotiques liés,
dans ce cadre, aux échantillons qé grande taille. L'approximation par discrétisation sur le
temps lorsque ce paramétre appartient a un intervalle [a,b], qui n'est pas abordée ici, est
trés voisine de ce qui est connu pour un processus réel.

Dans le paragraphe 2 nous présentons, en I'étendant aux espaces de Hilbert sur C, la
notion d'‘Analyse en Composantes Principales ( A.C.P.) pas & pas d'opérateurs hilbertiens
développée par J.DAUXOIS et A.POUSSE dans [5] pour les espaces de Hilbert réels. Nous
commentons & cette occasion le schéma de dualité introduit par F.CAILLEZ et J.P.PAGES
dans [2] ainsi que son extension aux espaces complexes. A partir des résultats obtenus
nous proposons au paragraphe 3 une définition synthétique de I'A.C.P. pas & pas d'un
vecteur aléatoire complexe. Une version "duale” de cette définition nous redonne celle de
[7]. Le cas particulier assez courant de I'A.C.P. d'un tableau de nombres complexes est
traité en exemple dans ce paragraphe 3 et nous donne 'occasion de clarifier certains
résultats de [9). Dans la mesure ol I'on peut définir sur un espace vectoriel sur C une
structure d'espace vectoriel sur R ( cf. J.DIEUDONNE [8] p.121), ce qui améne a doubler sa
dimension algébrique, on pourra construire un vecteur aléatoire réel a partir d'un vecteur
aléatoire complexe suivant une procédure décrite au paragraphe 4. Si 1'A.C.P. d'un
vecteur aléatoire complexe pouvait s'obtenir & partir de celle du vecteur aléatoire réel
qu'on en a déduit par la procédure évoquée ci~dessus, il ne serait pas nécessaire d'avoir
recours a des variables complexes lorsquon utilise les méthodes factorielles comme
moyen d'analyse statistique. Nous montrons au paragraphe 4 que ces deux A.C.P. ne se
déduisent pas I'une de I'autre en général. Le succés connu par les méthodes factorielles,
auprés des statisticiens frangais en particulier, est d0 en partie & la possibilité de visua-
liser sur des graphiques plans les résultats obtenus, ce qui facilite leurs interprétations.
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Cette question a été abordée par A.GRORUD en [9]. La projection du nuage des individus
sur chaque axe principal de l'analyse complexe conduit a la visualisation de cette
projection dans un espace réel de dimension 2.

2. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES D'UN OPERATEUR HILBERTIEN.

La notion d'analyses factorieiles d'opérateurs hilbertiens a été introduite dans [S] et
a permis de ramener dans un cadre unique 1'étude des analyses factorielles de variables
statistiques numériques ou vectorielles réelles. En la généralisant aux opérateurs hilber-
tiens complexes, nous obtenons un moyen pour aborder commodément 1'étude de 1'extension
des analyses factorielles aux variables statistiques hilbertiennes complexes.

Considérons deux espaces de Hilbert complexes séparables Hyet Hy ; leurs produits
scalaires sont notés respectivement <., . > et<.,.> et les normes associées | .|,
et |||k . Soit ® un opérateur linéaire continu de Hy dans Hj ; on désigne par ®* T'opérateur
adjoint de @ ; par définition ®* dépend des produits scalaires considérés sur Hy et H, .

2.1.Définition, On appelle analyse en composantes principales pas a pas de ® toute suite
((Ai,u,'))id ou:

~ 1 désigne IN* ou une section commengante de IN* ;

- (uj)j¢p est une suite orthonormée d'éléments de Hy ;

= (Aj)j¢1 est une suite numérique positive et décroissante telle que:

( | e*ull,
Viel, A;=sup

llulk

Pour tout i de 1, A est appelé valeur principale de rang i et u; est le vecteur prin-
cipal associé ; st A; est une valeur principale non nulle, on appelie composante principale
associée I'é1ément c, de H, tel que

] 1
¢,= o* u; [-LETHR

& el

sy UeHp, <CU,Uu; 2 =0 Vj(i).

On trouvera dans [5], p. 148-151, I'étude des conditions d'existence de I'A.C.P. pas & pas
d'un opérateur hilbertien. Nous rappellerons simplement que si ¢ est un opérateur
compact, alors ( A; )¢j est la suite pleine, ordonnée en décroissant, des valeurs propres
de l'opérateur autoadjoint positif et compact V = ®«@* et (u;);¢ est une suite de vecteurs
propres associés. De plus les composantes principales associées 3 des valeurs propres



non nulles sont vecteurs propres unitaires de W = ¢.0* . On a alors :
¢ = Zﬁ‘ Ci® yj ( au sens de la convergence en norme des opérateurs
iel
linéaires, x@y désignant 'opérateur:z-<2,x>y).

" La définition 2.1. fait apparaitre clairement, 8 travers ¢¥, une liaison entre-
I'A.C.P. pas 4 pas de ¢ et les structures hilbertiennes considérées sur Hy et Hy . Consi-
dérons sur Hy (resp. Hp ) un homéomorphisme linéaire My ( resp. Mp ) autoadjoint positif.
Mt ( resp.M,") est aussi un homéomorphisme linéaire autoadjoint et positif sur Hy (resp.
Ry ). Le produit scalaire engendré sur Hy ( resp.Hy ) par My (resp. My ) ou Mo ( resp.
M7 ') ne modifie pas la structure topologique de Hy (resp.Hp). On écrira (H,M) pour signi-
fier que I'on considére H avec la structure hilbertienne engendrée par M, homéomorphisme
linéaire et autoadjoint sur H; le produit scalaire sera alors noté <.,.>y et la norme asso-
ciée “ IL . En considérant Hy et Hp avec les produits scalaires engendrés respectivement
par My et My ,l'opérateur adjoint de ¢ change ; si onie note $, il s’exprime en fonction de
@* (opérateur adjoint de @ relativement aux produits scalaires <., . >t ¢,y ) par:
$=mloxm,. -

Soit ne Ns et (vy )=y, pune suite finie et My—orthonormée d'éléments de H, .
Alors uj = Mg vy, i=1,...,n est une suite Mz'-orthonormée dans Hg . On peut vérifier que :

Il vk llo*ulh |
sup ! veH, AR =0, k=1,...,n}= sup 1 ueH, ,<u,u.>,.l.‘=0,k=1,. .oN

v u 'L;‘

Il en résulte que I'on pourra définir l'A..C..P. pas & pas de ¢ torsque H, et H, sont munis
des produits scalaires ('.,.‘ >,“ et <.,. on, de la maniére suivante : R

2.2.Définition. S
L'A.C.P. pas a pas de ® relativement aux produits scalaires définis par r‘l',’et M.
est la donnée d'une suite ((Aj, uj) )j¢p OU: | '
- 1 désigne IN* ou une section commengante de V¥ ;
~ (uj)jg est une suite Mz*~orthonormée d'éléments de H, ;
= (Xy)¢] est une suite numérique positive et décroissante telle que :

lk’*uu‘-‘
Viel A; = sup ' U€Hp 5 < U, Uy dpy=0 V i
2

u -1
2

Si de plus ¢ est un opérateur compact, on peut montrer le résultat suivant ( [S] pages
154-158 ) :



2.3. Proposition.
¢ admet une A.C.P. pas & pas relativement aux produits scalaires définis par M.

et M, . Cette A.C.P. est obtenue par V'analyse spectrale de 1'opérateur M, -autoadjoint
compact et positif V= @.M;'.0%.M, .

2.4. Facteurs principaux et schéma de dualité.

Nous allons discuter ici de I'extension des notions de facteurs principaux et de
schéma de dualité. La base de cette discussion sera la dualité entre espaces de Hilbert,
dont nous commencerons par rappeler quelques éléments ([12],(3D.

2.4.1. Fléments d lité entre a de Hi

Soit H un espace de Hilbert sur R ou sur C. H¥ désigne le dual topologique de H ;
H* est un espace vectoriel sur le méme corps que H; en tant qu'ensemble, H* ne dépend que
de la structure topologique de H. La structure hilbertienne de H entrafne 1'existence d'une
bijection de H sur H¥ (¢f.[12], p.33) que nous noterons J. J est un isomorphisme linéaire
( resp. antilinéaire ) lorsque H est un espace vectoriel sur R ( resp.C ). On montre aussi
que la structure hilbertienne de H induit sur H¥* une structure d'espace de Hilbert telle que
J soit une isométrie (i.e. J conserve la norme ), et, pour tout x et tout ydeH:

CJX), JY>=<x,y>(resp. <x,y>)siHest unespace vectoriel sur R ( resp.C).
Soit M un homéomorphisme linéaire autoadjoint et positif sur H. Nous écrirons (H, M) pour
signifier que nous considérons H muni du produit scalaire associé a Vopérateur M. (H, M)
est encore un espace de Hilbert puisque 18 structure topologique n'est pas modifiée. J.M
est un isomorphisme linéaire ( resp. antilinéaire ) lorsque H est un espace vectoriel sur R
(resp. € ). En munissant H* du produit scalaire associé & V'opérateur ‘M™*, J:M devient une
isométrie de (H, M) dans (H¥,'M™ ).

Par ailleurs, M est un isomorphisme isométrique de (H, M) sur (K, M™ ). 1l s'ensuit que
J = J.M.M™ est une isométrie surjective de (H, M ) sur ( H¥,'M™ ). Ainsi, lorsque H est
un espace vectoriel sur R, J est un isomorphisme linéaire et isométrique de (H, M™ ) sur
(H*, *M™) ; on peut alors identifier ( H¥,*M™ ) a (H, M™ ) en identifiant Mx a la forme linéaire
qui est associée a 1'é1ément x de H par 1'application linéaire J.M.

Par contre, si H est un espace vectoriel sur C, J est un isomorphisme isomé-
trique, mais antilinéaire, de ( H, M™ ) sur ( H¥, 'M™ ). On ne pourra donc pas identifier
(H%,'M™) a (H, M™ ) en identifiant Mx & 1a forme linéaire qui est associée a x, élément de H,
par l'application JoM car J est ici antilinéaire.



2.4.2. Dualité en A.C.P.

Soit H, et H, deux espaces de Hilbert séparables sur R. Considérons ¢, applica~
tion linéaire continue de H, sur H,. Soit "¢ I'opérateur transposé de @. Contrairement a
celle de ®*, la définition de ‘¢ ne dépend pas des produits scalaires sur Hy et Hy mais
uniquement des topologies. On assocle généralement & chaque vecteur principal u de
J'A.C.P. pas a pas de ® la forme linéaire engendrée par u sur He. Cette forme linéaire est
appelée ‘facteur principal associé & u'. En notant J, ( resp. Jp ) l'isomorphisme isomé-
trique de H, ( resp. Hy ) sur H¥ (resp. HE ), on obtient le diagramme ci-dessous appelé
*schéma de dualité” :

-1

J ( diagrarmrne 1}

x
[ %]
l-&" ":ﬂ*y
— T

=

N*
x
%

Si on considere sur H, ( resp. H, ) un homéomorphisme linéaire autoadjoint
positif M, (resp. Mg ), on a alors compte tenu de ce qui précéde le diagramme suivant :

‘i‘
JooM ¥ {M" J:!
2°7 1 %%
- t -1
M2 g ) ——E s () "

4
92 Jq

N *
L () ———s M) —

{ diagramme 2)

Puisqu'on a des espaces de Hilbert sur R, on peut identifier (HY, M) a (Hy, M7t et
(H¥, 'M;* ) & (Hp, M3 ) de 1a maniére que nous avons indiquée en 2.4.1.; on identifie alors
le facteur principal associé & un vecteur principal u au vecteur Mpu de H ; le diagramme 2
ci-dessus se simplifie pour donner le diagramme 3 suivant :



—_— .

(HZ'MZ) _____._T____’ (H') Ml)
$

-1

lv12 M‘
Q.*

(HpM3) s (Hys M})
( diagramme 3 )

Les diagrammes | et 2 ci-dessus sont encore justifiés lorsque H, et H, sont des
espaces de Hilbert sur €. On peut continuer de définir le facteur principal associé a un
vecteur principal u par la forme linéaire continue engendrée par u sur H, ; mais on n'aura
pius le droit de représenter cette forme linéaire par 1'élément M;u de H,. Néammoins on
pourra continuer d'utiliser le diagramme 3 comme schéma de dualité par souci de simpli-
cité, en gardant & V'esprit que les facteurs principaux ne peuvent plus étre représentés
dans (Hg , M3* ).

3.ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES D'UNE VARIABLE ALEATOIRE HILBERTIENNE

Soit ( Q,5%,P ) un espace probabilisé tel que % soit une tribu a base dénombra-
ble. L; ( Q,84,P ) désigne V'espace de Hilbert sur € des variables aléatoires complexes
centrées et dont le carré du module est intégrable. Soit Z un vecteur aléatoire défini sur
(Q,54,P) et & valeurs dans un espace de Hilbert sur € séparable, noté H ; on suppose que

ECIzIF ) < +o0 et E(Z)=j 2(w) dP(w) = 0
Q

On note 2@Z le vecteur aléatoire défini sur { Q,5,P ) et a valeurs dans 0,(H), espace de
Hilbert séparable des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H, et tel que 2@Z (w) = Z(w)@Z(w)
pour tout w de Q. Z®Z est un vecteur aléatoire de norme ( de 0,(H) ) P~intégrable, et £( Z282)
= j". Z(w)@Z(w) dP(w) est un élément de o.(H) appelé opérateur de covariance de Z.

Considérons 'application linéaire continue ® de Lg(Q,5,P) dans H définie par :
o(f) = [4 f(w)Z(w)dP(w) = E (f2). On peut montrer que ® est un opérateur de Hilbert-Schmidt ;
¥ étant I'opérateur adjoint de @, on a pour tout ude H: ®*¥u) =< u, Z(w) > P-presque
partout sur Q. De plus ¢«¢*=E(Z ®2).

3.1. Définition, On appelle A.C.P. pas a pas de Z I'A.C.P. pas & pas de l'opérateur ¢.
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@ étant un opérateur de Hilbert-Schmidt, donc compact, I'A.C.P. pas & pas de Z
s'obtient par I'analyse spectrale de l'opérateur ®.Q* = E( Z@Z ). Par ailleurs ¢ est un
opérateur intégral de noyau Z;ona alors: Z(w)= Z ﬁm uj P-presque partout.

iel

L'A.C.P. de la variable Z pouvant étre obtenue a partir de I'analyse spectrale
de V'opérateur de covariance de Z, il apparait que si H est de dimension finie la définition
précédente fournit les mémes résultats que celle proposée par M.OKAMOTO et
M.KANAZAWA dans [10], qui consiste a minimiser || ELX-A{X-AN]|l sur A et Y, ou A est
une matrice pxk et Y un vecteur aléatoire de RK, et ou || . |l; est une norme unitairement
invariante quelconque. Cette définition fut étendue par D.R.BRILLINGER aux variables
complexes. La théorie de I'A.C.P. de processus aléatoires vectoriels développée par
D.R.BRILLINGER est obtenue a partir de la définition de [10] et de la notion de filtre
linéaire; elle s'obtient a partir des valeurs propres et vecteurs propres de 1'opérateur de
densité spectrale du processus multivarié et stationnaire considéré. La définition de [10]
peut se généraliser au cas ol H est de dimension infinie en considérant par exemple 1'ldéal
a norme symétrique des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H ( ¢f.[13] ); elle conduit aux
mémes résultats que notre définition.

3.2. ALC.P A e | iable aléatoire “duale” de Z

Soit J I'isométrie antilinéaire de H dans H* telle que, pour tout u de H, J(u) soit le
dual topologique de u. Posons Z* = J«Z ; nous dirons que Z*¥ est la "variable aléatoire
duale" de Z. L'A.C.P. pas a pas de Z* se définit a partir de l'opérateur linéaire et continu
¥ de L3(Q,5,P) dans H* tel que, pour tout f de L3(Q,&4,P) :

¥(f) =J () 2*(w)dP(w) =I J(F(@)2@)dPlw) = J I _f?w)Z(m)dP(m)}.
0

Q Q

On a donc ¥(f) = Jo&(f). L'espace de Hilbert L3(Q,54,P) peut &tre identifié a son dual
topologique en considérant loperateur antilinéaire et involutif noté JP y Qui a tout f de
Lo(Q,4,P) associe son conjugué f (l.e. f(w) = f(w) P-presque partout sur Q) ; il en
résulte que ¥ = J.0. Jp , doll ¥¥ = Jp.o*.J' . ¥ étant, comme O, un opérateur de
Hilbert-Schmidt, 1'A.C.P. pas a pas de Z* est donnée par l'analyse spectrale de I'opéra-
teur E( Z*@Z¥) = Y.¥* = Jo®s 0% | 1l en résulte que Z et Z* admettent les mémes
valeurs principales, et u, élément de H, est vecteur principal de Z associé & une valeur
principale A si et seulement si J(u) est vecteur principal de Z* associé a A ; de plus les
composantes principales respectives associées d 1a méme valeur principale sont conju-



guées l'une de F'autre. 11 en résulte que I'A.C.P. pas a pas de Z* conduit a la méme décom-
position de Z que celle fournie par ¢.

L'intérét de I'A.C.P. pas a pas de la variable "duale” est qu'eile nous permet de
retrouver la définition de I'A.C.P. d'une fonction aléatoire (X} .1, avec T compact, propo-
sée en [7] a partir de la fonction de covariance de cette fonction aléatoire.

3.3. A.C,P, duntableau de nombres complexes.

Pour tout entier & de NN*, nous écrirons (C’, Q) pour signifier que l'espace
vectoriel C¢ est muni du produit scalaire dont Q est la matrice relativement a la base
canonique. Ce produit scalaire est défini par l'opérateur linéaire autoadjoint et défini
positif dont la matrice est Q@ dans la base canonique de c?.

La réalisation d'une variable statistique Z a valeurs dans CK sur une population Q de n
individus w,,...,0, est généralement représentée par un tableau [Z]—{ZU}, 1o eakif= 1,
@ k lignes et n colonnes ; Zj; est la i€Me coordonnée de la réalisation Z(w) de 7 sur
I'individu wj . Si chaque @, 1 ¢ j < n, est muni d'une probabilité Pj s lespace de Hilbert
LE@Q,PQ),P) peut &tre identifié & (CM,D) ol D est la matrice diagonale de diagonale
(Pj)j=|,---.n .

Lorsque la variable Z n'est pas centrée, on considére la variable centrée
Z2'=2-E(2), avec m=E(Z)=Z Pj Z(wj). Alors 2' est représentée matriciellement par le tableau
“centré’ [ Z0={ 2% } j=1,... k5 j=1,-..,n BVEC Z'yj=Zj-m; .

Par définition, I'A.C.P. du tableau centré [Z'] est I'A.C.P. pas & pas de la
variable Z' qu'il représente. En identifiant L3(Q,P(Q),P) & (CN,D), I'opérateur ¢ associé & 2'
par la définition 3.1. devient 'opérateur linéaire U de C" dans CK dont 1a matrice rela-
tivement aux bases canoniques est [2'ID ; si CK est muni du produit scalaire défini par la
matrice hermitienne et définie positive M, alors ¥, opérateur adjoint de @, devient 1'opé-
rateur linéaire U* de CX dans CM dont 1a matrice relativement aux bases canoniques est
t{2'J. On vérifie que ®.0* se transforme en I'opérateur linéaire U.U* de C* dans lui-
méme dont 1a matrice est [2'IDY[Z'I. L'A.C.P. pas 4 pas de Z', donc I'A.C.P. du tableau
centré [2'], est obtenue par 'analyse spectrale de la matrice [2'10YZ']M, ce qui d'aprés la
proposition 2.3, équivaut 4 I'A.C.P. pas & pas de 1'application linéaire de matrice [2']
relativement aux produits scalaires de matrices D™ et M respectivement. D'ol le schéma
simplifié suivant, compte tenu de 1a convention exposée au paragraphe précédent :



ek My who™)
U
14 u* 9]
\
(™ — y(C",0)
(Z]

4. A.C.P. COMPLEXE ET A.C.P. REELLE

Il est bien connu qu'on peut définir un espace de Hilbert sur R & partir d'un
espace de Hilbert sur C de telle maniére qu'on ait deux espaces métriques homéomorphes
(cf. DIEUDONNE J. [8] p.121). Z étant une variable aléatoire & valeurs dans un espace de
Hilbert sur C, on pourra lui faire correspondre une variable aléatoire Z 4 valeurs dans un
espace de Hilbert sur R en considérant 1'image de Z par I'homéomorphisme évoqué précé-
demment. Ii est nécessaire de savoir si on peut obtenir ou non I'A.C.P. pas a pas de Z a
partir de celle de Z, dans la mesure ou I'A.C.P. d'une variable aléatoire hilbertienne
réelle est de pratique plus courante.

Soit H un espace de Hilbert sur €. On peut considérer H comme un espace de
Hilbert sur R. On le notera alors H, pour le distinguer de H, espace vectoriel sur C. On
note A, la bijection canonique de H sur i ; pour tout A de R et tout x de H, Au(AX) = AAL(X).
Soit i le nombre complexe tel que = -1. On peut montrer que, pour tout x non nul de H,
Au(x) et Ay(ix) sont des vecteurs linéairement indépendants dans H.

Considérons la forme bilinéaire symétrique sur H définie par :

(x,9)—— Re [ <A, AW > ).
Cette forme bilinéaire est un produit scalaire sur H. Muni de ce produit scalaire, H est un
espace de Hilbert sur R et A, est un homéomorphisme d'espaces métriques entre H et F car,

pour tout x de H, on a "x" = [lawe0|l. Par ailleurs on obtient sans difficulté les lemmes
suivants ( cf. [4] par exemple ).

4.1. Lemme
Pour tout x et tout y de H, on a:
(1) <CALIX) , Ay(iY) > = < AX) , AY >
(1) AL, Aliy) >=Im (< xy>) ;
(1) Ayel X @y )eAy' = Ay @ Ayly) + Ay(iX) @ Ay(iy)
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IV résulte de la propriété (ii) de ce lemme 4.1. que, pour tout x, A,(X) et Ay(ix)
sont des éléments orthogonaux dans H.

4.2. Lemme
Soit Z un vecteur aléatoire défini sur un espace probabilisé (Q,#,P) et a valeurs
dans H. Si Z est de norme intégrable, alors:
E(Awe2) = ALE@)].

Soit F un espace de Hilbert sur € et F I'espace de Hilbert sur R associé & F par
la procédure décrite ci-dessus. On considére &, application linéaire continue de F dans H.

Alors  Au®.A;' =3 est une application linéaire continue de ¥ dans F. On peut montrer
(cf. [4]) 1e résultat suivant.

4.3.Lemme
W flell=13] ;
(1) % = Ape0%.A
(ii1) 9 est un opérateur compact si et seulement si ¢ V'est ;
(iv) st F=H, ® est autoadjoint si et seulement si ¢ I'est.

Soit Z un vecteur aléatoire défini sur (Q,5,P), 4 valeurs dans H et tel que E(|| Z|[F) c+oo.
Posons F = L3(Q,#,P); comme au paragraphe 3, ® est I'opérateur linéaire de F dans H tel
que, pour tout f de F, ®(f) =E(fZ).

" $ .
A F

Au a1
®
F
o+ I
> F
-1
v /A'I' §*

H

T é—X

\7
<

F

On a vu au paragraphe 3 que,  étant un opérateur compact, 'A.C.P, pas 4 pas de Z
s'obtient par analyse spectrale de ®.0%. Or & = A,«®.A;" est un opérateur linéaire continu
et compact de I'espace de Hilbert réel F dans I'espace de Hilbert réel F. La proposition qui

suit va nous permettre de montrer que I'A.C.P. pas & pas de Z est équivalente a celle de
Fopérateur 9.
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4.4. Proposition
Un vecteur u de H est vecteur propre de ¢.¢* associé & une valeur propre o si
et seulement si Ay(u) et A,(iu) sont vecteurs propres de $.8* associés 3 o,

Démonstration :
Soit ueH et aeR* tels que ®«®*(u) = au; on a alors Ao ®* AL [ALW] = & A (W) s
dou: S AW I=0u.
Puisque ®-0*(u) = au implique ®.®*(iu) = atiu, on a comme ci~dessus :
BB Afiu) ] = & A(iu) .
Réciproquement, si pour veH et aelR ona $.d*(v) = ov, alors:
OO* Al WI=a Ay V), puisque $= AeP.ASt et Pr= Ape®¥ oAy,

4.5.Corollajre ;
Toute valeur propre de $.9* est de multiplicité paire.

En effet, le sous-espace propre correspondant & « contient A,(u) et Ay(iu), qui
sont orthogonaux dans F, pour tout vecteur propre u de ®«®* associé a a.

Il résulte de 1a proposition ci~-dessus que u, élément de H, est un vecteur prin-
cipal de I'A.C.P. pas & pas de Z associé & }a valeur principale x¢R si et seulement si A,(u)
et Au(iu) sont vecteurs principaux de 1'A.C.P. pas & pas de l'opérateur ® associé a la
valeur principale «. On peut donc dire que I'A.C.P. pas a pas de Z est équivalente & celle
de §.

Z = AyeZ étant une variable statistique hilbertienne réelle & valeurs dans H et
centrée, on pourra dire que I'A.C.P. pas a pas de Z est équivalente a celle de 7 si 7 admet
les mémes suites de valeurs principales et de vecteurs principaux que $. Or les vecteurs
principaux de Z sont des vecteurs propres de E(Z®Z) associés aux valeurs principales.

4.6.Proposition
Pourtout udef,  &.8*(u) = [ E(Ze2)Iu) + [ E( ALiD)e Ay(i2) Xw)

Démonstration :
Puisque $.9* = A,.E(Z@2). A, , alors:
Vuel, $.3%(u) = Au[EZ02) A W] = ALLEC< AW, 2 > 2));
Re [ <A W,Z )= < u AD) > et Im [ < A" (W), 2 5] = < U, A4(i2) >.
On a donc :

P.8* W) = A LE(C U, ALD) > Z +i ¢y, Ai2) > 2]



= E[ < u, Ag(2) > Ap(2) + Cuy A(i2) > AiD)]
= E( Ay(2)@ Ay(2) ) () + ECAW(IZ)@ Ay(12) ) (u).

On en déduit qu'une condition nécessaire pour qu'un vecteur u de H soit vecteur
propre de .9* et E(Ze?) associé & 1a méme valeur propre est que u appartienne au noyau
de Vopérateur E( Ay(i2)@ A4(iZ) ). Nous établissons dans la proposition qui suit un lien
entre I'analyse spectrale de E(Za@Z) et celle de E( A,(12)@ A4(12)).

4.7.Proposition

E( Z@Z ) et E( Ay (12)@ A,4(12) ) ont les mémes valeurs propres ; si u est vecteur
propre de E( Z@Z ) associé & la valeur propre A, alors AJli A;'(U)] est vecteur propre de
E(A(i2)® A(i2) ) associé a 1a méme valeur propre.

Démonstration :
Soit ueH et AeR tels que E(Z@Z)(u) = Au. Alors EL < u, Au(2) > A2)] = Au.
Posons v = Ay*(u);ona:
CARV) y Ap(2) >y =< Aiv) , A(i2) >,
d'ou: Au=E (<CALIv) , Ay(12) > Ax(2) ) = AL E (< AL(IV), AL12) > 2)),
ce qui implique Av = E( < Auliv), AW > 2) .
Il en résulte :
A AyGiv) = E (A12)8 AiZ) ) Ayliv) .

On déduit de la proposition 4.6. que si E(Z@Z) est un isomorphisme de H, ses vecteurs
propres ne seront vecteurs propres de ®.0* que si V'opérateur E( A,(i2)@ A,i2) ) est
identiquement nul, ce qui est impossible compte tenu de la proposition 4.7.. On en conclut
que I'A.C.P. pas & pas de Z n‘est pas équivalente a celle de Z.

Cependant, I'A.C.P. pas a pas de Z étant équivalente a celle de l'opérateur hil~
bertien réel &, nous allons montrer comment expliciter ® afin de s’en servir dans 1a mise
en oeuvre de I'A.C.P. pas a pas de Z.

4.8.Lemme

Soit H un espace de Hilbert sur C. 11 existe dans H un ensemble fermé H, tel que:
(1) Hest 1a somme hilbertienne de Ay(H,) et Ay(H));

(1) pour tout u de H, il existe uj et u dans Hy tel que u=u; +iup .
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Démonstration :

Soft (U )y ¢ une base hilbertienne de H. On désigne par Hy la fermeture dans H
du sous-ensembie des combinaisons linéaires & coefficients réels des up,keK ; Ay(Hy) est
alors le sous—espace de H engendré par ( Aulugdl ¢k » et AuliH;) est le sous-espace de Hil-
bert de § engendré par ( A(iug))g cx - Done AglHy) et A{iHy) sont des sous—espaces ortho~
gonaux de H.

Soit ued. On a:

Ve, < Auu), Aulug) > = Reliyyupd) et < Aylud, Agliug) > = Imlcu,uy )
dot:
U=Y U U = 2 CA, Aulud > U 12 < Al Auliuy) > ug.
keK k €K k€K
Posons uy = < Alu), Ap{ug) > Uy et up = ¢ Alu), Agliugd > ug 5 Uy et uy sont des éléments
de Hy, u=up +1iup, Ayliup) € AgliHy) et Aylug) € Au{Hy), d'od Te Temme.

Il faut remarquer que la décomposition établie dans le temme 4.8, n'est pas ca-
nonique dans la mesure o0 le sous—ensemble Hy n'est pas unique.

Par ailleurs si u = uy + luy est une décomposition de ueH , vérifiant les conditions du
lemme 4.8., A uy) et Aiup) sont, dans H, les projections orthogonales de Al u) sur
AdHy) et A,(iH|) respectivement ; i en résulte que uy et fuy sont les projections orthogo-
neles de u sur les sous-ensembles fermés Hy et {Hy de H,

4.9.Explicitation de § en vue de 13 mise en oeyvre de I'A,C.P,

Considérons F, espace de Hilbert sur C, et @, opérateur linéaire continu de F
dans H. Seit Fy un sous-ensemble de F vérifiant les conditions du lemme 4.8,. On note T
{resp. T, ) le projecteur orthogonal de F ( resp. F ) sur A;{F.) ( resp. Au(H,) ). On peut
vérifier que Ar'«TlreAy ( resp. A eTleh, ) et AF o{I-TTdeA; ( resp. Ay o(I-T)sA, ) soNt les
projecteurs orthogonaux de F ( resp. H) sur F, { resp. H,) et iF, (resp. iH, ). Or:

VueH , AL o{-TT e (u) = § AL' oTTyeAy{~10).
1t en résulte que pour tout f deF:

QY = A o Tl ey @) + 1 A «TTynhyo(-10X1).
Posons: A=A sTTyedue® ot B= Al Tlfpe(-10);0na: $=A+B.
Puisque f={,+if,, 1l vient:

(1) = A(f,) =B(fp) + il A(Fy) + B{f,)).
Compte tenu du lemme 4.8., 11 nous parait naturel d'utiliser 1a notation matricielle pour
représenter les éléments de F, H, F et H. SiF, { resp.H, ) est un sous-ensembte fermé de F

( resp, H) vérifiant }a condition (i} du lemme 4.8., alors pour tout u de F, { resp. H, ) on
pose:
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u 0 Ag(U) [ 0
u= , U= , Afu) = et Agliv) =
4] u 0 | Ag(u)

[0
et Au(\u) = ) .
| Ap(u) |

Ay(u)
(resp. Ayw =

0

fl A'(fg)
On en déduit que pourtout fdeF: f = s Aelf) = ,
ng AF(f!)

A(fy)-B(fp) A -B fy
Q(f) = = H
A(f! )‘B(f;) B A fg

d'ou la représentation de ¢ sous la forme :

A -B
o=
B A
Deplus: V feF, =)+ A-TI®, dou: A7 (F) = AT + i A LA-TIXD) .
AgtoTTy(T)
On peut donc écrire A (D= , et on obtient
Arto(1-TT X T)

Ay0AoA T, ~Ay0BoAf o(1-TTp)
® = Ao®oA;’ =

AyoBoA;'o(I-TT,)  A40AcAf'oTl,

L'utilisation de &, opérateur hilbertien réel, permettra alors la mise en oeuvre de
VA.C.P. de variables complexes par 1'exploitation des programmes courants (cf. & 4.10).

4.10.Ise en oeuvre en dimension finje

Si on considére p variables complexes Zp, &=1,...,p, observées sur n individus
(chacun muni d'un poids pj), les données, aprés centrage des variables, forment une
matrice complexe Z' = (2gj)pyn OU 2 est la valeur de zp pour I'individu j. En posant
Zgj=Xpjtiypj on obtient Z'=A +iB ol A est la matrice pxn des parties réelles Xpj» et B
celle des parties imaginaires Yoy - On considére sur CP un produit hermitien de matrice M.
Tout naturellement, on prend ici Hy = RP et H = R2P. Si z = zy+iz; ¢ CP, ou 2y ( resp.z)
est le vecteur de RP des parties réelles ( resp.imaginaires ) des composantes de z, alors :
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Zy
Ay2) = e R”.
Z;

En utilisant le schéma du S 3.3., le schéma du § 4.3. devient ici:

On vérifie alors a partir des résultats ci-dessus que I'A.C.P. complexe des variables
Zy,-+,2p pour la métrique M s'obtient comme A.C.P. réelle de la matrice 2px2n:

i 7]

D | o
pour la " métrique des poids "surR*": D= [—-—l————], ou D = diag(p,),
0 D

. Ml M!
et avec pour métrique sur " I'espace des individus " : f= [ ].
Mg M,
ol M=M, +1iM,, avec M;="M; et My =-'M1,.
Comme on 1'a vu, les valeurs propres obtenues pour cette A.C.P. réelle sont de multi-
plicité paire.

Remarque : On retrouve, par le choix des isométries utilisées ici entre CN et IRZ",
et entre CP et RZP, 1a mise en ceuvre proposée par A.GRORUD ( [9]). Cependant, ce choix

d'isométries est arbitraire, et on peut obtenir d'autres formes d'A.C.P. réelles équiva-
lentes @ 'A.C.P. complexe.
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5.CONCLUSION

Lorsqu'on veut faire I'A.C.P. d'un processus (Xt ¢[4,p] @ temps continy, on se
raméne systématiquement en dimension finie par discrétisation sur [a,b]. L'étude des
problemes de convergence justifiant cette approximation, comme on I'a dit, sort du cadre
actuel de la formalisation de I'A.C.P. complexe. Nous n‘avons pas non plus développé ici
les problémes de représentations 11és a cette A.C.P., ainst que 1es comparaisons avec les
A.C.P. réelles utilisables dans ce cas. Les questions liées & 1'échantillonnage ( conver-
gence, étude asymptotique...) sont étudiées en [4]. Les résultats obtenus different de
ceux connus dans le cas réel, en particulier du fait de certaines propriétés des vecteurs
aléatoires gaussiens complexes.

Les éléments de I'A.C.P. jouissent de propriétés d'optimalité nombreuses. Ces
propriétés ont été étudiées pour un espace de Hilbert séparable dans le cas réel en [6] et
{13], et reprises dans ce cadre trés général dans le cas complexe en [4]). En dimension
finie, une partie de ces propriétés est exposée en [11].
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