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CONVOLUTION ET CONCENTRATION 

par 
t 

Bruno MASSE 

Laboratoire de Probabilités et Statistique 
Université des Sciences et Techniques de 
Lille Flandres Artois 
U.F.R. de Mathématiques Pures et Appliquées 
59655 - VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX . 

Ré-ôiuné 

Dans le but d'illustrer la dispersion des puissances successives de convolution 
2 

d'une probabilité P sur ÎR , nous considérons deux généralisations de la 

fonction de concentration de P. Lévy relative aux intervalles de 3R ; l'une, 

notée Q, est définie à partir des boules de 3R et l'autre, notée Q , à 

partir des convexes. 

Nous montrons la décroissance vers 0 des suites (Q(P , t)) * 

et (Q(P , t)) * , où t est un réel positif quelconque, respectivement 

en î/n et 1/î n . 

Enfin nous prouvons que, si P admet une matrice de covariance, 

quelque soit t e ]R+ , les suites (Q(P n, n°t)) * pour a e ̂ 0, 1/2^ 

et (Q(P , n t)) * pour a e ]o, 1 [̂  convergent vers 0. 

kbà&uxsiZ : With intent to illustrate the dispersion of the successive powers 
2 

of convolution of a probability measure on IR , we consider two gêneraiizations 

of the P. Levy's concentration function refering to the real intervais ; one 

of them, noted Q , is defined through the sphères and the other, noted Q , 

through the convex sets. 

We show that the séquences ( Q ^ * ^ ^ ^ * a n d ^ ^ ^ ^ n e l N * * 

for each t e E , are decreasing to zéro respectively in 1/n et \/Jn . 

Then we prove that, if P has a covariance matrix, for ail 

t e 1R+ , the séquences (Q(P*n, ^ ) ^ ^ / f o r a € ^°» 1 / 2E a n d 

(Q(P , n t)) n e ] N* for a e]o,l[ converge to 0 . 

Motb &£&6 : Lois de probabilité - Convolution - Fonctions de concentration -
Vitesse de convergence 

IndÀXLQA de. cJLo^àJiiJijLatiûn STMA : Principale : 01160 - Secondaire : 01110 
Manuscrit reçu le 18.7.86 révisé le 25.11.87 
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0 - mRQVUCTlQN.-

Paul Lévy ([l]) a défini la fonction de concentration q d'une 

variable aléatoire réelle X par : pour tout t e 1R+ , 

q(t) = sup P ([x, x+t]) 
xcïït 

où Px désigne la loi de X. 

Il a utilisé cette notion pour illustrer la dispersion de la 

puissance énième de convolution d'une probabilité P sur 1R et a établi 

que la suite (qn(t))n€]N* , où qn désigne la fonction de concentration 

de P , décroit vers 0 en — quelque soit t e 1R+ . 
/n 

L'objet de cet article est de comparer les manières dont évolue cette 

propriété selon le choix que l'on fait parmi les nombreuses généralisations 

possibles de q. Dans ce but nous placerons dans 1R , ce qui permet de répondre 

au problème posé en évitant aux démonstrations d'avoir une trop grande technicité. 

Considérant que les intervalles de ]R de longueur t sont à la fois des boules 

de rayon j et des convexes de mesure de Lebesgue t nous définirons la fonc-

tion de concentration d'une probabilité sur m , dans un premier temps, à 

partir des boules fermées et, dans un deuxième temps, à partir des convexes 
2 

fermés de IR . 

P. Roger, ([4]), a dégagé les propriétés générales de la première 

de ces deux généralisations, notée Q, et l'auteur, [5] , a dégagé celles 

de la deuxième, notée Q , a proposé des méthodes d'estimation de Q et 

Q et utilisé Q pour définir et estimer l'e-support d'une probabilité 

2 
sur 3R . 
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Nous allons, dans cet article, établir la décroissance vers 0 en — 
n 

de (Q(P "i'))„(.«* et en — de W ( p n»t^nc3N* p0ur toute valeur de t 

/n 
et montrer que, si P admet une matrice de covariance inversible 

lim Q(P*n , nat) * 0 pour tout a c [O, -j[ 
n-*-H» 

et lim Q(P n , nat) = 0 pour tout a e [o, 1 [. 
n-*+» 

Une partie des démonstrations de I I . 1 . et de I I . 5 . s'inspire de techniques 

u t i l i s é e s par P. Lévy. 

I - RAPPEL VES RESULTATS OBTENUS PAR P . LEVY POUR LES PROBABILITES SUR m 

( P L P- 63).-

Soit P une probabilité non dégénérée sur 1R et (x
n^n€^* u n e 

A 

suite de v.a. indépendantes de loi P. Pour tout n e IN , notons PR 

la loi de X„ + ... + X . 1 n 

Soit n > O tel que la loi de X. - X„ conditionnée par 

{|X - X2| > n) • notée P" , ne soit pas dégénérée. 

Soit t - |2L . 
o 3n 

* + 
Alors, quelque soit (n,t) e 3N x 3R , 

6 Max(t,tQ) t 

q ( t ) = sup P ( [ x , x + t ] ) S * — , 
n xelR n K VÎT 



.103. 

où, si a(P") désigne l'écart type de P" , 

K = An P'([-n,n])o2(P") . 

Dans la suite de cet article, nous garderons les mêmes notations, 

2 
mais P désignera une probabilité sur IR . 

II - CONCENTRATION SUR LES BOULES FERMEES ET CONVOLUTION.-

Soit Q l'application, appelée fonction de concentration sur les 

2 
boules fermées de IR , définie par : 

Q : M, x 3R+ * 3R+ 

(M, t) > Q(u,t) - sup u(B(x,t)) , 

xeŒt 

2 
où M, désigne l'ensemble des mesures bornées sur IR et, quelque soit 

2 + 
(x,t) e IR x IR , B(x,t) désigne la boule euclidienne de centre x 

et de rayon t. 

Pour tout t e 3R , la suite (Q(P ,t)) _,* est décroissante 
n neJN 

au sens large car, quelque soit n > 1 , 

Q(Pn,t) * min(Q(PnH,t), Q(P,t)) ([2], p. 165) . 

Si P est une mesure de Dirac, Q(P ,t) s 1 quelque soit 

(n,t) c HH x ]R . 

Dans ce qui suit nous supposons que P n'est pas une mesure de 

, désigne la norme euclidienne sur ]R , || |L 

2 

Dirac, || || désigne la norme euclidienne sur ]R , M I L la 

o 
"norme du sup" sur JR , c'est-à-dire, si T = (x,y), | | T | L = Max(|x|, |y | ), 

et $ la fonction caractéristique de P. 
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II. 7. - Proposition.-

Quelque soit (n,t) e IN x ]R+* f 

Démonstration : 

Soit n e ]R et n e 3N 

Soit g : IR2 —*[0,l] C Œ 

x = (x,y)—•g(T) = (1 - M ) ( , - M ) Si ||t||2^n 

= 0 sinon . 

g est la fonction caractéristique d'une probabilité p sur R 2 car, 

d'après le théorème de Polya, g(.,0) et ^(0,.) sont les fonctions 

caractéristiques de deux probabilités sur ]R . 

De plus, |g| étant intégrable, p est à densité g déf 
o 

quelque soit C e 1 , 

g définie par, 

g(Ç> 7* Un wl l .1 / " "^O '^HI --^-)(1 - M ) d x d y 
4* J ; { ( x , y ) / | x | $ n et |y | sn) y n u ' 

Or, si ||e||2«JL et | |T| | 2 $ n , alors |<x,Ç>| * 2 | |x | | 2 | | ç | | 2 * I 

Donc, grâce au théorème de Fubini, s i | | ç | | $ — , 
2 6n 

g(o Î -½ x I X f (1 . M) dx „ f (1 . M) dy c j i i 
8ir' 

Donc, quelque soi t a e 3R , 
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P„<B(a, 4-)). • « % - [ , g(a-e) P„(dZ) 

S ^ r * - V f , |exP(-i<T,a>) g<x) t|)n(T)| 
T) 4* Jur 

dx 

\ [ |0(x)|ndx, 
n / J | | x | | r < n 

car, puisque |g x $n| $ |g|, |g x §i\ est intégrable. 

Il ne reste plus qu'à poser t = — pour obtenir le résultat 
6n 

annoncé. 

Cette proposition nous incite à étudier l'ensemble I - (T c 1 /|J\T)|= \ h 

II.2. - Lwsm..-

Si I est de cardinal infini et possède un point d'accumulation, 

alors P est portée par une droite D et I est un ensemble Vf au plus 

dénombrable, de droites orthogonales à D telles que l'ensemble 

{A O D / A e V} ne possède pas de point d'accumulation. 

Démonstration : Supposons que I soit de cardinal infini et 

possède au moins un point d'accumulation T 

1) \§\ étant continue, I est fermé et, par conséquent, T Ê I. 

2 
Il existe donc A C E et a e IR tels que 

o o 

P(A0) = 1 

et, quelque soit x £ A , 
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<x, T > - a (2n). 
o o 

Pour tout n e IN notons T un élément de I vérifiant 
n 

° « I I * . - * J I I « Ï Ï -

* 2 
Pour tout n e IN il existe A C 3R et a e IR tels que 

n n 

P(An) = 1 

et, quelque soit x c A , 

<x, xn> = an <20. 

Soit A = *°* A . Alors P(A) - 1 et, puisque P n'est pas une 
n=0 n 

mesure de Dirac, A n'est pas un singleton. 

* 
Soit x et x« deux éléments distincts de A et m c IN tel 

o 1 

que 

' x r x o " i £ 2mlT 

Alors» pour tout n e IN , 

<xrxo • w = ° (2ir) 

e t , pour tout n 5 m , 

|<x -x , T - T >| $ l l x -x | L x | | T - T | | < 2TT 1 1 o ' n o ' ' ' 1 o1 •1 ' ' n o1 '1 

Donc, pour tout n > m , 

<x,-x , T -T > = 0 
1 o n o 
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Soit x e A distinct de x et m' > m tel que 

lx-x
0Ml *

 2m'* 

Alors <x-x , T |-T > = 0 
o m o 

Donc x est sur la droite D passant par x et x. car 
o 1 

m' 5 m. Donc A C D et, finalement, 

P(D) = 1 . 

2) a) Si l'équation de D est y = ax+b , il existe une variable 

aléatoire X à valeurs dans (]R, B™) telle que Z = (X,aX+b) soit de 

loi P. 

Soit T = (s-.s^) un élément de I. Alors, puisque 

i<Z T> i b S iX(s +as ) iX(st+as0) 
*(x) -E(e 1^- T >) - c 2E(e ' 2 ) , | E ( e 1 2 )| = 1 . (1) 

Et toute la droite d'équation ay = -x + (s +as„) est incluse 

dans I. De même, quelque soit x1 = (sj,s£) e I » toute la droite d'équa

tion ay = -x + (sj+as') est incluse dans I et 

iX(s;+asl) 
|E(e 1 2 )| = 1 . (2) 

Or (1) et (2) prouvent que les rapports 5 ^ 2 / sj+asj; prennent 

un nombre de valeurs au plus dénombrable. 

Donc I est bien constitué d'un ensemble V, au plus dénombrable, 

de droites perpendiculaires à D. 

b) Si l'équation de D est x = a , on remplace Z par Y 

telle que Z = (a,Y) soit de loi P et on montre que, si T = (S ,S2> C I, 
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toute la droite d'équation y = s« est incluse dans I . 

3) Si 1*ensemble {A O D / A e V) possédait un point d'accumula

tion T' , on pourrait construire une suite ( T ' ) * C I vérifiant , 
* 

pour tout n e IN , T e D et 

0 < | | T ' - T ' I L < -1 ' n o1 ' 1 n 

Et les arguments u t i l i s é s dans la première partie de cette démons

tration prouveraient que, s i D1 désigne la droite perpendiculaire à D 

passant par T* , 

P(Dt) « 1 . 

Ce qui est impossible puisque P(D) = 1 et P n'est pas une mesure 

de Dirac. 

I I .3 . - CottoMjcuuie..-

X2(I) = 0 

2 
Démonstration : Si toute partie bornée de IR ne contient qu'un 

2 
nombre fini de points de I , I est au plus dénombrable et A (I) - 0. 

Sinon, I possède au moins un point d'accumulation et le lemme 

II.2. indique que I est un ensemble au plus dénombrable de droites. 

Donc A2(I) = 0. 

On en déduit aisément la proposition suivante. 
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II .4. - P/iopo&ltlon.-

Quelque soit t e IR , 

lim Q(P , t ) = O . 
n-*-H» n 

+* +* 
Démonstration : Soit (t,e) e IR x ]R 

Pour tout a e [p,l], posons 

I a = {T e m2 / | | T | | 2 * £ • et |tf<T)| 5 1-a} 

2 
Alors I = H I et À2(I«) = -^— < + 

ael J0,1] "a " " % ' 361 2 

Donc, d'après le corollaire II.3. , 

lim A2(I ) = A2(I ) = 0 
a-0 ° 

Soit t| E ] 0 , l ] tel que 

»2aB) s - A f . 
n 72t2 2 

Alors, d'après la proposition II.1. , pour tout n e IN , 

.t) i ^ l . |0(x)|ndx 

« i 2 | ! n 0„n)n dT + f d T - i 
*2 U | | T | U i J I _ J 

$ 8 (1 -n) n + £ / 2 . 

Ce qui permet de conclure car e est arbitraire. 
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Nous allons maintenant établir la décroissance en — vers 0 
n 

de (Q(P ,t)) * dans le cas où P n'est pas portée par une droite. 

Dans le cas contraire, on se ramène aisément aux fonctions de 

concentration sur IR et, d'après le paragraphe I , la décroissance 

est alors en — . 

/5 

II. 5. - Lznmz.-
+* +* 

Si P n'est pas portée par une droite, il existe (t ,6) e 3R * 3R 

tel que, si IlTlI, f cc 

H>(T)| 5 - ' e 

Démonstration : Soit Y : IR + [0, l] C C la fonction 

T > |tf(T)|2 

caractéristique de la loi P' de Xj - X~ . 

Pour tout t e m + , si ||T|| * t , 

1 - V(T) - f 9 (1 - COS<T,X>) P'(dx) 

5 ï „ <T» x 
8 J IWI,«£ 

>2 P'(dx) (D 

+ * 
Soit t c JR tel que la restriction de P1 à 

A = {x / ||x|| s -ï— } ne soit pas dégénérée et tel que P1 (A ) > 0. 
o 2t Zo 

o 
Soit P" la loi de Xj-X2 conditionnée par {X -X c A }. 

Soit T tel que ||T|| f t , C le ci-rcle unité et 

- - T c C . 
M l , 



.111. 

Alors, d'après (1), 

l h l l ; P ' < A t ) 
1 - *<i> i £ f <T,:;>2 P'(dx) ? - [ < V ( X > 2 p „ ( d x ) 

JA 8 JTO 

i h i i ; p - (A t ) 

8 
— - y ' r y (2) 

où T désigne la matrice de covariance de P" et y' la transposée 

de y. 

Mais, puisque P" n'est pas portée par une droite, quelque soit 

y c C , 

y' Ty > 0 . 

Lt, puisque y' Ty est une fonction continue de y sur le 

compact Ç , il existe a > 0 tel que, quelque soit y £ C , 

y' Ty 5 a > 0 . 

Ce qui, avec (2), entraîne, si ||T|| $ t , 

Mxllj F-CAt ) 
1 - ¥(T) 5 °- o > 0 

8 

D'où, si | |T | | 1 5 to , 

a P,(At ) 

I*(T)| 5 exp( °- ||T||
2) 

16 

a P'(At ) 

Il ne reste plus qu'à poser B * °— 

16 
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II.6. - Piopoéltlon.-

SL P n*est pas portée par une droite, pour tout t c 3R+ , il 

existe K c ]R tel que, quelque soit n £ ]N 

Q(Pn,t) S ̂  . 
n n 

Démonstration : D'après le lemme précédent, il existe 

~+* ( t Q , B ) £ ]R x m t e l q u C f s i | | T | | s t ^ 

I * ( T ) | Se 1 . 

Alors, grâce à la proposition II. 1., si t S - 1 , quelque soit n c IN* , 
6t 
o 

Q(Pn,t) « Q ( V JL, s 4 f e- n B | M l î d T 
6to i J I I^ I I 2 ^O 

2 
ï -j x 2TI 

+oo 2 

p ."«*> dp = _2]L_ x 1 
0 t 2g " 

Et, si t > , quelque soit n E IN , 
6t 
o 

Q(Pn,t) s ^-\- I _ e M l dx 

*2 JIMI2«67 

72 t2 1 
— — X — 

n 

Le lemme II.5. permet également d'obtenir une majoration plus fine 

pour de petites valeurs de t. C'est l'objet de la proposition suivante où 

on reprend les conditions et les notations de la démonstration précédente. 
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II.7. - Proposition.-

Si t S t , quelque soit n £ IN , 

Q ( P n , t ) $ ^ . 
2Bn 

Démonstration : Soit t $ t , n c IN et x c ]R . 

Soit g la densité et g la fonction caractéristique de la loi 
/1 0\ 

normale centrée de matrice de covariance I I . 

»0 1' 

si llyll, f t , 

g ( y ) ï » L e - t
2 / 2 ; 

2ir 

et , puisque |g | est intégrable, |g i|)n| l ' e s t aussi . 

2 
Donc Pn(B(x.t)) S 2IT e£ /2 f g ( x _ 2 ) P ( d t ) 

JI|x-«lI tSt 
9 

, 2 l r e t / 2 x ^ f 2 e - i < T ' x > i ( t ) r ( T ) dx 

< 
e ' 2 / 2 f - | | T | | 2 / 2 
- — - 2 e ' | ,0 (x) | n dx 

2iv ' m ' 

< e t 2 / 2 f , I N I , 
2ÏÏ J R ^ 2 

. ^ . 
2Bn 
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III - CONCENTRATION SUR LES CONVEXES FERMES ET CONVOLUTION.-

Soit Q l'application, appelée fonction de concentration sur les 

2 
convexes fermés de IR , définie par : 

Q : M. x ]R *- ]R 

<u,t) *• Q(u,t) - sup u(C) 
CcCt 

+ 2 
où, pour tout t E IR , C désigne l'ensemble des convexes fermés de IR 

de mesure de Lebesgue t. 

Si P est portée par une droite, il en est de même de P , 

je A + 

pour tout n £ 3N . Donc, pour tout (n,t)e IN x JR , 

Q(Pn,t) = 1 . 

Dans ce qui suit nous supposerons que P n'est pas portée 

par une droite. 

Quelque soit t e IR , la suite (Q(P ,t)) * est décroissante 
n n cJN 

au sens large car la démonstration figurant dans ([2], p. 165) reste valable 

si on remplace les boules fermées par des convexes fermés. 

Pour tout a c IR , notons 3 l'ensemble des bandes de IR de 
a 

largeur a. 

n £ IN , 

III. f. - Lejnne..-

+ -f* 
Pour tout a e IR , il existe K. e IR tel que, quelque soit 

K i 
sup P(B) S — 
Bc6 n ^ 

a 
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Démonstration : Reprenons les notations de la démonstration 

du lemme II.5. 

Pour tout 6 € [p,ir], notons P et P" les projections, 

2 
respectives de P et P" sur la droite D0 passant par l'origine de IR 

(cos 6\ I pour vecteur directeur et, 
sin 6' 

+ 2 
pour tout a e IR , désignons par a. le point (a cos 6, a sin 6) de IR , 

o 

2 / C 0 S 6\ 
Alors, pour tout 6 c [0,2ÏÏ], a (P") = (cos 9, sin 6) n j 

lsin 6/ 

est la variance de P" . 

Or, quelque soit 6 £ [0,2ÏÏ], O (P") > 0 car, puisque P" 

n'est pas portée par une droite, P" n'est pas une mesure de Dirac. 

(cos .\ ] 
sin ./ 

est une fonction continue de 6, 

A = inf o(P" ) > 0 . 
eejo.Tr] 8 

Soit a e IR . D'après le paragraphe I il existe K' > 0 tel 

que, quelque soit n c IN , 

sup P (B) = sup —- ** 
Bc8a

 n ec ^ , . . , _ e 

up sup PG ([z, z + a j ) 
lO.ir] zeDfl

 9 * 

sup x 
8C[0,ÏÏ] a(P") /n" 

K i 1 
< — x — A & 

*n 
ou P désigne la puissance énième de convolution de P. . 

I l ne reste plus qu'à poser K. = — . 
A 
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* 
n e IN , 

I I I . 2. - Proposition.-

Pour tout t e IR , i l existe K>0 tel que, quelque soit 

Q(Pn,t) * i 
/n 

Démonstration : Soit t e B + . Posons 

Ct = { C e Ct j d i a m ( C> * 1 } •• 

On montre aisément que tout élément de C1 est contenu dans un 

élément de 6 
2t 

D'après le lemme III.1. et la proposition II.6. il existe 

1*K2^ è ^ X ̂  tel ^ue» quelque soit n £ IN , 

Q(Pn,t) = Max ( sup Pn(C) , sup Pn(C)) 

S Max (Q(Pn,1) , sup P (B)) 
Be32t

 n 

K K 
S Màx<-£ , -I) . 

n /n 

Il ne reste plus qu'à poser K = Max(K ,K2) . 

L'objet du dernier paragraphe de cet article est de donner une 

autre vision de la dispersion de la puissance énième de convolution de P , 

dans le cas où P admet une matrice de covariance inversible. Il s'agit de 

déterminer danq quelle mesure on peut augmenter, en fonction de n , la 

valeur de la variable des applications Q(Pn>.) et Q(P ,.) tout en 

conservant des suites convergeant vers 0. 



.117. 

Il/ - CONVOLUTION, CONCENTRATION ET V.A. AVMETTANT UNE MATRICE VE COVARIANCE. 

2 
P désigne maintenant une probabilité sur IR admettant une 

matrice de covariance inversible. 

Nous supposerons, sans perte de généralité, que P est centrée. 

IV.1. - Proposition. -
2 

Soit P absolument continue par rapport à A . Alors les 

applications Q et Q , de M, x TR $ m u n i de la topologie produit de la 

topologie de la convergence faible sur M, et de la topologie usuelle sur 

IR , dans IR , muni de sa topologie usuelle, sont continues en (P ,t) , 

quelque soit t c IR . 

N.B. - Une étude plus complète de la continuité de Q et Q figure dans [p] , 

Démonstration : 

1) Etablissons d'abord la continuité de Q(P ,.) et de Q ( P Q , . ) . 

2 
Soit e > 0 . Soit n > 0 tel que B £ B_2 et A (B) $ n entraînent 

Po(B) $ e . 

a) Soit (t ) __ une suite de réels positifs convergeant vers t . 
n ne IN o 

Soit n tel que, si n 5 n , o n > . 0 » 

|ir t - 7T t I $ n . n o 

Alors, si n 5 n , 
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XEIR2 

S sup P (B) $ e . 

* 8» 2 ° 
A2(B)$n 

b) Soit (t1,t2) E 1R
+ x ]R+ tel que 0 $ t£ - t? £ n . 

On montre aisément que tout élément de C contient au moins 

un élément de C .D'où, quelque soit C £ C , si on note C' un 
t1 t2 

élément de C contenu dans C , 

P (C) - Qtf^.O S P (C) - P ( O = P (C-C) f £ . o o 1 o o o 

Donc 0 S Q(P . O - CKP^t.) = sup (P (C) - Q(P .t-)) £ e . o l o 1 C e C o 0 1 
C2 

2) Soit (P ) ~* convergeant faiblement vers P ; d'après [2], 

puisque P ne charge pas les frontières des éléments de C , 

lim sup |P (C) - P (C)| = 0 . 
n++« CeC n ° 

Soit (t ) -j. une suite de réels positifs convergeant vers t . 

Soit c > 0 . Soit n £ IN tel que, si n 5 n 
'o • 

et 

sup |P(C) - P (C)| * -| 
CeC n ° 2 
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Alors, si n > n 
o 

|Q ( Pn' £„> " Qff0.'0>l * l«»„.'»> " QCP 0.t n)| + lQ(P 0.t n) - Q(P o,t o)| 

« ^sup |P n( C) - P o ( C ) | + |Q(P D.t n) - Q(P o,t o)| 

n 

5 e/2 + e/2 = e . 

La continuité de Q en (PQ,to) se démontre de U 

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le théorème suivant. 

P o désigne maintenant la loi normale centrée de même matrice 

de covariance que P. 

IV.2. - Thiorlmz.-

Quelque soit t £ IR+ , 

1) lim Q(P n, /5 t) = Q(P t ) et lim Q < P . n t ) = Q(P ,t) 
n"H"°° n-»-+«o n ° 

2) Pour tout a e [0, 1 [, U m Q(P n « t ) . Q ( p >Q) . Q 

n-»-H» n ° 

U, pour tout a e [o, 1 [, lim Q ( P n*t) . Q ( P ,0) = 0 . 
n-m» n ° 

3) Si P est une loi normale, pour tout n c IN* 

Q(Pn,t) = Q(P, -L ) 
/n 

et Q(Pn,t) = Q(P, 1) 

Démonstration : Pour tout n e IN* , notons P la loi 
X1 +...+ X n 

de Y = -J £ 
/n 
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D'après le théorème central limite, (Py ) ^ converge 
n ne IN 

faiblement vers P . De plus P est absolument continue par rapport 

2 
à A puisque sa matrice de covariance est inversible. Enfin, pour tout 

* r~ n c IN , P est la loi de /n Y . n n 

Soit t £ IR . 

1) Puisque Q(.,t) et Q(.,t) sont continues en P , 

lim Q(P n, /n" t) = lim Q(P V ,t) * Q(P Q,t) 
n->-+<» n-*-n» n 

e t lim Q(P n , nt) = lira Q(P V ,t) = Q(P Qit) . 
n-M-oo n-»-K» n 

2) Puisque Q et Q sont continues en (P ,0) , 

pour tout a c [0, ̂ [» lim Q(P , nat) * lim Q(PV , — V / ô >
 = Q(p

A»°>
 s ° e c» 

n-»~H» n->-H» n n 

pour tout a e R), 1 [» lim Q(P , n at) = lim Q(P V , — ^ ) = Q(P ,0) = 0 . 

* 
3) Si P est une loi normale, pour tout n £ IN , Y est de 

loi P. Donc, pour tout n £ IN , 

Q(Pn,t) = Q(P , - L ) = Q(P, -L) 
n /n m 

et Q ( Pn' c ) = Q ( P Y *t/n) = Q ( P ' t/n) * 
n 

IV.3. - Re/mAgut.- Nous venons de voir que, si P admet une 

matrice de covariance, sup{a > 0 / lim Q(P , n at) = 0} » 1 . Dans le cas 
n-*+» n 

contraire, on peut prévoir que, s'il existe, ce nombre est plus grand. Par 

exemple supposons maintenant que la fonction caractéristique de P soit 
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<fl : <* ty) ^-, J x l + | y l , A l o r s F u'Ul|Hu.t p u s du u^ t r i c e du c 
covurianec 

puisqu elle est le produit de deux lois fie Cauchy et, si on note 0 la 
X + ... + X n 

fonction caractéristique de —^ « — ." 
n 

* n(x.y) « <*<£(x.y))>q .(el*/ nl+ly/»l ?n „ ^(x>y) ^ 

Donc, pour tout (n,t) c IN x IR* , 

Q(P n,n
2t) » Q(P,t) . 

Et, finalement, quelque soit q < 2 , 

lim Q(P , n t) * Q(p ,o) * 0 , 
n->-HP ° 

V - LE CAS K N,-

U s démonstrations des paragraphes précédents s'étendent à IftN 

pour donner les propriétés suivantes P désigne une probabilité sur IRN 

qui n'est pas une mesure de Dirac. Spit m le plus petit entier naturel 

tel que P soit portée par un spus-ensemble affine de 1RN de dimension 

m , alors, pour tout t c ** . U suite ( Q t t ^ t ) ) ^ * décroît vers 0 

etï jjl et? si m = N > ^ V ' ^ n e W * décrpît vers 0 en i . 
/n 

D'autre part, si P admet une matrice de covariance inversible, 

lim Q(P , nat) = 0 , pour tout a < i 
n*+» 2 

eÇ lim Q(P„, n at) * 0 , pour tout <* < £ . 
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VI - CONCLUSION. 

Les nombres o = sup {a £ IR / lim Q(P n, nat) * 0 , 
n-*-H» 

+ * a 

quelque soit t £ IR } et 3Q = lim (QP n , n °) pourraient servir à 

n-»~H» 

caractériser la dispersion d'une probabilité P n'admettant pas de matrice 

de covariance. Il serait donc intéressant de savoir si ces nombres existent 

pour tout probabilité P et, si c'est le cas, de mettre au point leur 

estimation. 

Je tiens à remercier Ariette Lengaigne qui a dactylographié 

ce texte avec soin et compétence. 
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