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STATISTIQUES EXHAUSTIVES COMPLETES SUR 

DES ECHANTILLONS CORRELES 
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74, rue Dunois 

75646 PARIS CEDEX 13 

Résumé: L'étude des statistiques exhaustives sur des échantillons cardés conduis à considérer les 

famiUescompJ^es:lorsquelastatistiqueexhaustive en n+lest fonction de la variable aléatoire en 

n+ietdepstatistiquesdéfiniessurréchantillondetaillen l'évolution du rapport de vraisemblance 

ne dépend que de l'aléa enn+1 etdespstatistiques. 

Abstract We consider complète famitiés for sufficient statistics : suppose tirât the sufficient 

statistic at timen+1is a fmiction oftherundom variable and ofpfixed statistics attimen : itis 

psvuvedthutthelikelihoodratioLni.j/Lûdepeadsonlyontherandom variable at timen+1 and on 

thepstatistics. 

Mots-cles: Exhaustivité, Completion, Echantillon cotrele. 

Indices de classification STMA: 01-080. 02-070, 04-090. 

1-INTRODUCTION 

La notion de statistique exhaustive fut introduite vers 1920 par R.A. Fischer (S). En 1935, les 

célèbres travaux de Darmois (4) ont établi la relation profonde entre l'exhaustivité et la famille 

exponentielle dans te cas d'échantillons a tirages indépendants. Vers la même époque, Neyman(7) 

remarquait la factorisation de la densité dans le cas d'échantillon conrélé. Bien plus tard, en 1950, 

Lehmann et Scheffé (6) ont montré l'unicité des statistiques complètes. En 1954, Bahadur (1) a 

introduit la notion de statistique exhaustive transitive pour étudier des décisions séquentielles. 

Depuis, à l'exception de quelques progrés sur la loi exponentielle, l'intérêt pour ces questions 

semble se ralentir. On peut trouver une synthèse sur ces travaux dans J.R. Barra (3) ou dans 

O.Barndorff Nieisen(2). 
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Cet article précise le rôle de la conipletion dans l'étude de l'exhaustivité sur des échantillons 

correles: si l'alea admet un résume exhaustif fn + i (resp.fn) à l'époque n+1 (resp.n), on peut 

toujours écrire que în+\ est fonction de x n + \ et de p statistiques (g« %g^- *6p)=Kp> définies sur 

l'échantillon eaa ; sa la famille est complète, onmontre que la densité de la transition entre net n+1 

(le rapport des vraisemblances Ln + j/I^) ne dépend que de xfl+ j et des p statistiques de gp. Si, de 

plus, fû+i estrelièâfnparunereladonderêcurrence,lestransiûcuissQntmarkoviennes. 

2-NOTATIONS ET STATISTIQUES EXHAUSTIVES 

Xu est où oleu à valeur dans D ÇRk dont i*loi dcp<aid d'un paramètre 8. Notons XJQ=(*I ,)^,..½) 

un échantillon corrélé de taille n ; soient Ln=p(xn 18) la densité de xfl, sachant 8 dans 8=Rrf, et 

^ = ¾ ¾ ) . un résumé exhaustif de xa. 

En n+1, on considère l'échantillon correle x û + j , la statistique exhaustive fn +j et la densité de 
xn+1-^+1=1^^+11^)- On suppose que fn +j dépend dexn +j et de p statistiques réelles sur x n , 

composantes de gp=(g j ,g2,.. ,gp) : 

fn+l=Wxn+l-*p> <*> 
U va de soi que l'on peut toujours écrire fû+ \ sous cette forme : il suffit, pour le vérifier; de choisir 

p=nk et de poser xa=g (xfl), mais les cas intéressants seront ceux où p est petit devant n, ou 

encore, p est fixé quand n augmente. 

Le théorème de Neyman(1935) permet de factoriser la densité L lorsqu'il existe un résumé 

exhaustif: 

Lll=Afl(xfl) Bn(fn, 8) à l'époque n 

Ln+1=^+ l(*n+1) Bn+ l(fn+1 > e ) à l'époque n+1 

où les fonctions A ne dépendent pas de 8 et les B ne dépendent que du résumé exhaustif et de 8. 

La loi deX a + | . sachant xn . aura une densité égale à Ln+j/Ln, notée: 

Ln+l^n(*n+l)-a(Xn+ l)b(fu + i . fn, 0) (2) 

avec: 
a ( *n+l)=An+l(*n+l W x n ) 

« : b(fn+ll ffll 8)= Bn+1(fn+1. 8 ) / Bn(fn, 8) 

OnadmetquetouteslescoûûitiQnsmathémadquesdedérivationoud'mtégration sont remplies pour 
justifierles calculs. 

3-STATISTIQUES COMPLETES. 

Ladefinition d'une famille complète s'ecnt ici (voir Barra) : 



. 3. 

Définition 

Lafamilledeioisde Xn + i , sachantxn. dedensité Ln+i/I^- est complète si, pour toute statistique 

W=w(Xn+i), vérifiant :} ^(Xû+jJILfl+i/l^Kx^jJdXfl+i-OipourtoutB dans G et pour tout 

xnfixe>ona: W=0. 

4-STAT1STIQUES EXHAUSTIVES COMPLETES 

Rappelons que, si la loi est complète, il y a unicité de la statistique ayant une espérance fixée d'après 
lerésultat de Lehmann-Schef fé (7) 

Proposition 1 

Soientunestatistiqueexhausuvefn+1, ài'époquen+l, d e l a f o r m e f ^ ^ f ^ ^ x ^ i , gp) , et fn, à 

l'époque n; si la famille de lois de Xn+1, sachant xfll dedensité Ln+l'Ln, est complète et a un 

support D indépendant de xn , alors, cette densité s'écrit : 

L n + l M ïn+l)=a (x f l + î , gp, y b(fn+1, fn, 8) (3) 

où a ne dépend pas de 8 et ou b ne dépend que de fn+ j , fn et 8 .En outre, fn s'exprime en fonction 

des seules statistiques g p 

Démonstration 

»11 suffit de démontrerque le terme a(xfl+1) dans L ^ / L ^ dans la formule (2), ne dépend que de 
xn+l. Kp. *n. frcecas,lardaûcu^3)estvérifiéeet,entenantco^ 

«8p . f n)= lD{Ln+l^} (»n+ l )^n+ l -1=0 
détermineunerelationentre g p et fn vérifiée quel que soit 8. 

* Soit larelation d'équivalence entre deux échantillons fixés de taille n : 

*n~yn 

si et seulement si: 

fn(*ttMn(ya) 

gi(*n)=gi(yn) i=l p 
Cette relation induit les relations suivantes : 
-sur les résumés exhaustifs, en vertu de la relation ( 1 ) : 

fn+l(*n+l. xnHn+l(*n+l. ïn) pourtoutxn+î deD. 
-et, sur les densités: 

(Ln+l^K^n+l. yn)=aOtn+l. ynMn+L ^ . 8) 

=<Xn+l. ynW% + l . *n) {I-n+l/I*}(Xn+l. *n). 

*Or, on a, pour tout xn fixe: 

iD lLn+l^K^n+l .^nMxn+pl 

De même, pourtout y n - x n : 



. 4 .

mais, la relationsur les densités permet d'écrire :

En retranchant la dernière équati on de la première, on obti ent :

I D (l-«(xin-l. y n V ^ + L «nîMI
Comme la statistique est complète, on en déduit q ue : 1 -a(xn+. i, y nVa(*n+1 • xn)-û dès 4 u e *n-yn •

Remarque:

1-EnfaitJarelaûond'équivaleûCeneportequesur gp, puisque fn s'exprime uniquement en fonction

2-La proposition conduit a rechercher les statistiques gp sur x a les plus globales possibles, au sens où

le nombre p de composantes de g p distinctes doit être le plus petit possible: g sera plus global que h si:

WW«P=fn+l<WV (4)

pour tout x û + \, avec p <q.

Par exemple, on peut éventuellement trouverune fonction g qui soit fonction de plusieurs fonctions h,
et ainsi de suite. Si p est minimum, on dira alors que gp est la mémoire de Xn+ j sur zn .

3 -Dans le cas où fn+1 =ffl+ {(xfl+ x, fn) . la densité de Xn+ \, sachant xn t ne dépendra que de xn+1 et

defn.

5-INDEPENDANCEDE X n + 1 ET DE X n CONDmONNELLEMENT A1 gp.

Ceci résulte du fuit que D ne dépend pas de xa et de (3).

Proposition 2.

Sous les conditions de la proposition 1, Xfl+ j et X n sont indépendants conditionnellement à gp.

SoientA un événementne dépendant que de Xn + i et B un événement ne dépendant que de Xn. On se

fixe gp et on complète la base formée par cet ensemble de composantes par (g - ». .gn^)=gnk/p,

de sorte que (xn +1, xa) soit en bi jection avec (xn+ j , g^) . Soit J le jacobien de cette transformation : il

ne dépend que de x n . La probabilité de A, B sachant gp s'écrit :

Prob {A. B/gp)=l Alg^p-^BJ/gp J {L

Or, J Ln ne dépend que de x n et (Ln+i/Ln), que de Xfl+i etdegp, et est ainsi indépendant de gnk/p."

{A, B/gp} =1 A

=lA /g



"IA^ ( ̂ + 1 ^ ) ( ½ ^ .¾)) dxa+llgDkJf-^B)lgp
 J Lndgnk/p 

d'où, le résultat. 

=ProbtA/|Jp}Prob{B/gp 

6-GENERALISATION ET INTERPRETATION 

Dans ce qui précède, le domaine D est indépendant de x n ; l'examen des démonstrations montre que 

l'on peut assouplir cette condition restrictive et la remplacer par :D est fonction de gp , sans changer les 
conclusions obtenues. 

En résumé, l'échantillon x a se décompose en deux sous échantillons: le premier, gp , conditionne 

Xn+1 * et le second, engendre par g ^ , est indépendant de Xn+ \, conditionnellement au premier. 

On peut aussi constater, sur la structure de L ^ / I ^ , que les seules statistiques exhaustives possibles 

sont: 

-à l'époque n, des fonctions de gp, 

-à l'époque n+1, des fonctions de g p et de x n + j , 

mais, on ne peut .actuellement, préciser le rôle de g p dansfn car les deux relations entre g p etf n : 

'n+K+l^n+l 'Kp) 
et: 

<K8p.fn)=0 

ne permettent pas, sans hypothèses supplémentaires, d'exprimer g p en fonction de fn Par exemple, 

notons ffl=(f! ,...ffl) ; si f n + l ^ + 1 ^ + 1 ^ ) . on a:ffl=gp, mais la relation <K*n. fn H> peut être 

vérifiée.apriori.pardesstatistiquestrèsvariéessurf . 

7-RECURRENCE DES RESUMES EXHAUSTIFS 

On suppose maintenant que fn et fn+ [ sont liés par une relation de récurrence du type: 

f n + l = f
n + i < W f n ) <5> 

fct.quecette relation réalise unebijection entre f . et x f l +j , pour fa fixé. 

On retrouve en ce cas un résultat indiqué par Bahadur, sans démonstration, en 1954, et p̂*= supposer 
lacomplétion 

Définiùoa 

Soit fn, une suite de statistiques exhaustives ; fn est transitive si, pour tout événement A, ne dépendant 

que de Xn+ j , laprobabilité conditionnelle de A, sachantxfll ne dépend que de ffl. 
Eu ce cas: 

Proposition 3 : 

Soit une suite de statistiques exhaustives complètes, reliées par larelation (5); fn est transitive. 



Il suffit de remplacer fû+1 pur (5) dans lu formule (3). 

Exemple: 
Pour que la moyenne soit exhaustive et complète, elle doit, au moins, avoir des transitions 
markoviennes. 

8-EXEMPLES 

Les exemples qui suivent, ne font qu'adapter au cas qui nous intéresse, des résultats connus sur la 
famille exponentielle et permettent de caractériser complètement laloi d'une transition en fonction de 
x n j i , f n e t f -. n+r n n+1 

Exemple 1 
Déterminons a (xf l+it gpt ffl)quand b(fn+j, fn, 8) est définie par: 

btfn+L fn. 8)=h(8) exp{-<Cû+1(8), ffl+1>+<Cfl(8), ffl>} 

l'équation <KKp- fflH> s'écrit ici: 

lDh(8) exp{ -<Cn+i(8). fn+1>+<Cn(8), ffl>) <frfl+l=l 

Sifa+|estenbijectionavec xn+j et si on suppose Cû+j(8) =8, on a une transformation de Laplace 

(la statistique est donc complète) et on peut résoudre aisément cette équation en cherchant : 

-u(xn+l. f
f l +l) s o l u t i Q n d e : 

fDuexp{-<8,fû+1>}dxfl+1=Cn(8) 

- v U ^ , ^ ) solution de: 

fDv exp{ -<8,fn+1>} dxn+1=b(8) 

On en déduit l'expression de a: 
a=2 (-l)P/p! V( <u, ffl>)*P 

EX£mpk2 

Si: f n + l ^ i ^ n + l ^ n 
on pose : d =8*Cn(8) 

Si u et v sont solutions de : 
|Duexp{-<8,tn+i>}dxû+1=da 

j D v exp{ -<8. lû+i>} dxn+1=h(6) 

on obtient: 

a=I (1 /pî) v*( <u, ffl>)*P 

mais, ici, u et v ne dépendent que de xQ+ j . 

Tous ces résultats sont bien conformes à ceux prévus par la proposition 1. 
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