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Résumé : Supposons que le support d'un processus ponctuel soit un sous-ensemble de 

E 2 défini en coordonnées polaires par S = {(p,0) I 0 < p < <D(8) ; 0 < 0 < 2n}. Cet 

article est consacré à l'estimation de la fonction 4> par une fonction spline aléatoire. 
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1 - INTRODUCTION 

Il arrive souvent qu'un processus ponctuel se réalise autour d'un point connu qui 
fait naturellement partie de son support. Par exemple, en Ecologie, l'étude des lieux de 
capture de proies par un oiseau prédateur autour de son nid donne une idée de son 
territoire. On peut aussi penser à la zone de chalandise d'un centre commercial ou à la 
répartition des arbres morts autour d'une industrie polluante. 

On considère un processus ponctuel N se réalisant dans un domaine S de E 2 

défini en coordonnées polaires par une fonction O continue qu'il s'agit d'estimer : 

(1.1) S = {(p,6) I 0 < 0 < 2TC ; 0 < p < 0(9) ; 0(0) = <P(2n)}. 

On trouve en ophtalmologie une méthode de détermination de la zone de la rétine 
atteinte par une anomalie qui correspond assez bien à ce modèle. Cela consiste à 
demander au patient de fixer un point déterminer, tandis que des points choisis au hasard 
s'allument un bref instant dans son champ de vision. Le patient doit indiquer ceux qu'il a 
pu percevoir. L'expérience est répétée plusieurs fois. 

Evidemment, le modèle serait plus général si nous pouvions envisager 
simultanément le choix de 0 et l'estimation de O, c'est-à-dire le cas où aucun point 
particulier ne s'impose naturellement. Cependant, le problème de la détermination de 
l'ensemble des points 0 tels que toute demi-droite passant par 0 ne rencontre la frontière 
du domaine S du processus ponctuel qu'en un point au plus ne peut être résolu de façon 
simple. En particulier, le barycentre du nuage de points ne peut convenir. D'ailleurs 
même le barycentre de la mesure moyenne EN n'est pas généralement un point 0 vis à vis 
duquel le support S soit étoile, et on peut même imaginer des exemples où ce point serait 
à l'extérieur de S. Il n'en reste pas moins qu'un bon choix de l'origine permettrait 
d'éviter des biais ponctuels trop importants. On pourrait naturellement envisager aussi 
d'autres modèles où la fonction O serait par exemple une fonction multivoque. 

Dans un article récent avec P. Jacob [Jacob, Abbar, 1989], nous avons étudié la 
convergence d'un estimateur de 4> de type histogramme, ainsi que sa loi limite. Nous 
définissons dans l'article que voici un estimateur de O de type spline cubique, nous 
établissons la convergence presque sûre de cet estimateur, et nous présentons enfin 
quelques expériences de simulation. Pour faciliter la lecture, nous reprenons dans la 
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section 3 la démonstration de la convergence de l'estimateur défini dans [Jacob, Abbar, 

1989], et nous renvoyons pour plus de détails à l'article en question. 

2 - PRELIMINAIRES 

On considère S de la forme (1.1) et une fonction aléatoire G strictement positive 

sur l'intérieur de S et continue sur S. Par ailleurs, G est identiquement nulle à l'extérieur 

de S, et on ne fait pas d'hypothèse particulière quant aux valeurs qu'elle prend sur la 

frontière de S. 

On suppose qu'une observation élémentaire est constituée par un processus 

ponctuel N dont la loi, conditionnée par {G = g), est celle d'un processus de Poisson 

d'intensité g. Autrement dit, N est un processus de Cox dirigé par une mesure aléatoire 

M dont G est la densité. 

Il est à noter que la "zéro-probability functional" de N est définie, comme dans 

[Karr, 1986], pour tout borélien borné B de E 2 par : 

(2.1) Z(B) = P{N(B) = 0} = E{exp(-M(B))}, 

où M est la mesure aléatoire qui dirige le processus N. Tous les éléments aléatoires 
envisagés dans l'article sont supposés définis sur le même espace probabilisé (Q,&,P). 

On suppose dans la suite qu'il est donné n copies indépendantes Ni,...,Nn du 

processus de Cox N dont le support est défini d'après (1.1). On considère une suite 

k = kn d'entiers et pour r e [ l,...,k} , on introduit les notations suivantes : 

(2.2) In,r = [27C(r-l)k-l,27crk-H 

(2.3) D n f r = { ( p , e ) e S i e 6 l n i r } 

(2.4) Mn^ = sup{<D(e)ieeIn^ 

(2.5) mnir = inf{<D(e)ieeIn,r} 

(2.6) 9nfr = 211(1^1)^1 + Tek"1 (milieu de Infr) pour r G {l,...,k+l}. 

Pour tout oo e Q , on définit S® comme le support de la mesure aléatoire 

discrète N®+... + N® et on pose S®r = S® n Dn,r : l'estimateur <D®(0) de 0(9) 

étudié dans [Jacob, Abbar, 1988] est défini sur tout I n / par : 
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U ^ r = max{p I (p,9) e S ^ } si S ^ r * 0 
(2.7) 

U " = 0 si S " = 0 
n,r n,r 

La construction d'un tel estimateur est inspirée d'un article de Geffroy [1964] et de 

travaux ultérieurs de Gensbittel [1979]. 

On construit ensuite une fonction spline cubique périodique y® interpolant la 

fonction <ï>® aux points {6n^; r = l,...,k+l}. L'existence et l'unicité de cette fonction 

\\fn sont établies dans la section 4 à l'aide de méthodes voisines de celles utilisées par 

Berlinet dans l'estimation de la densité [Berlinet, 1981]. 

Pour la clarté de l'exposé, nous reprenons d'abord la convergence presque sûre 
de An = sup{IO(e)-On(e)IOe[0,27c]} vers 0. 

3 - CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR DE TYPE HISTOGRAMME 

Dans cette section, comme dans tous l'article, on supposera remplies les 

conditions énoncées dans le paragraphe 2. 

THÉORÈME 3.1.- Supposons que (i) kn -> <» et (ii) kn = ofr-**—). Alors An 

converge vers 0 presque sûrement. 

DÉMONSTRATION : Fixons e dans ]0,1[ et considérons : 

k 
(3.1) <Xn = P{U { e M n ^ U n , } } . 

r=l 

Si la série £ a n converge, il résulte du lemme de Borel-Cantelli que pour n assez 
n 

grand : 

(3.2) max (Mn,r - U n / ) < (1-e) sup {0>(6)}, p.s. 

r e 

Par l'inégalité triangulaire, on obtient : 

(3.3) An < max (M n / - U n / ) + max QAnj[ - mn^) 
r r 
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D'après (3.2) et la continuité de O, ceci implique : 

(3.4) 0 < lim sup An < (1-e) sup {<D(G)} , p.s. 
n e 

Si ceci est vrai pour tout e de ]0,1 [, on a lim An = 0, p.s., 
n 

n suffît par conséquent de démontrer que £ a n < + °°. Fixons e et rj tels que 
n 

0 < e < TI < l et définissons : 

(3.5) An, = {(p,6) e D n j I eM n , < p < nMn,} . 

Alors, d'après (2.1), on a les inégalités suivantes : 
k n k 

(3.6) 0Cn< Z P{fl {Ni(Anir)=0}} = E Z"(An,r) 
P=1 i=l i*=l 

k 
< E En{exp(-M(Antr))}. 

F=l 

Considérons, maintenant, les variables aléatoires : 

(3.7) Xn = inf{G(p,6) I (p,0) e An,r r = l,..Jc} . 

(3.8) Yn = Xn.l{Xn<Vk}. 

Par la continuité de <ï>, on a U An,r
 c S pour n assez grand ; ainsi, il existe une 

r 
constance C > 0 telle que, pour r = l,...,k : 

(3.9) X(An,r) = 7c(n2-e+2)M^k-l > CJ^l 

et M(An,r) > CXnk-l > CYnkrl. 

Puisque Ynk~l < \rW, l'inégalité exp(-CYnkrl) < 1 - C Y ^ k " 1 est vérifiée de façon 

déterministe pour n assez grand. D'après (3.6) et (3.9) il suit que pour n assez grand : 
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a„ £ kEn{exp(-CY„k-i)} 

(3.10) < k ( l - Ç ^ ^ ) n 

£ k exp(-nCE(Y„)k-»/2). 

D'après (ii), k = (nu)/log n , avec u = un -» 0, on obtient pour n assez grand : 

(3.11) a„ < j ^ n ^ W / Z u 

Il est clair que an est le terme général d'une série convergente si on démontre que 
lim inf E(Yn) > 0. Choisissons S > 0 tel que : 

n 

(3.12) 8<inf {¢(9)) -r\ inf{<6(6)} . 
9 8 

Pour n assez grand, et r= l,...,k, on a par la continuité de O : 

(3.13) TiMnj < TKmn/ + 8) < ^ „ , + 8 . 

Ceci conduit aux inclusions suivantes : 
k k 

(3.14) U An,r C U {(p,G) € Dn , I p < Tlmn, + 6} 
i^l r=l 

C {(p,G)lp<TiO(e) + 5} = K, 

où K est un compact qui satisfait, d'après (3.12) : 

KCint(S)C {G>0} . 

Par conséquent, pour n assez grand: 

X„ > X = inf{G(p,9)l(p,e)€ K} > 0. 

Finalement, par le lemme de Fatou et la remarque évidente IXn- Ynl -» 0 

liminfE(Yn) > E(liminfYn) 
n n 

= E(liminfXn) *E(X)>0. 
n 
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4. CONSTRUCTION ET CONVERGENCE DE L'ESTIMATEUR DE TYPE 

SPLINE CUBIQUE 

Avant d'aborder la construction et la convergence de l'estimateur spline cubique, 

nous allons définir les fonctions splines cubiques périodiques. 

4.1. Fonctions splines cubiques périodiques. 

a) Définition.- Une fonction spline cubique périodique (relativement à 

6n,r = 9r pour r = l,...,k+l) est une fonction y périodique de classe C2 dont la 

restriction à [0 r , 6 r + i ] , pour r = 1,... Je, est un polynôme de degré trois au plus. 

On pose : 
M r = \|/"(0r), pour r = l,...Jc+l 

. 2n 
h = TT 

b) Expression de \j/ en fonction des (Mr) . 

Comme pour les splines classiques [Ahlberg, Nilson, Walsh, 1977], en imposant 
à \|f les conditions d'interpolation : 

V(6r) = Pr pour r = l,...Jc+l 

avec un dernier noeud 

fflk+i = 6 I + 2TC 
lpk+1 = pi 

on obtient pour 0 e [8r,0r+i] : 

fA 1 n w m l ut ( 6 r + 1 ~ 9 ) 3
 -L

 l
 XM

 ( 9 " Qr)3 Mr _ ,ft ft. 
(4.1.1) \|f(0) = g Mr g + g M r+i g -g1 h(0 r+i - 0) 

Mr+i ft n , , (9 - 8r)Pr+l + (6 r + i - 0)p r 
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c) Calcul des (Mr). 

Comme pour les splines cubiques classiques, on construit le système de k-1 

équations en k+1 inconnues M ] , .... Mk+i qui traduit la continuité de la dérivée 

première de y en 82, - .¾ et on ajoute à ce système les 2 équations : 

fMk+i = Mi 

j y ' ( 0 k ) = V'(8^) donc la périodicité est bien supposée, 

les (Mr) sont solutions du système suivant : 

2M1 + 5 M 2 + 5 M 1 C = d i 

Z ^ M i + 5 M k . i + 2Mk = d k 

2 M r_i + 2M r + 2 M,+i = d r pour r = 2 k - 1 

Avec: 

d l = p ( p 2 - 2 p i + pk) 

dk = p (Pk-1 - 2pk + pi) 

dr = p ( P r - l - 2 p r + P r + l ) pour r = 2,...,k-l. 

Le système £ peut s'écrire sous la forme matricielle suivante : 

(4.1.2) 

^ 2 1 / 2 0 . 
1/2 2 1/2 . 
0 1/2 2 . 

0 0 0 

0 0 0 

Vl/2 0 0 

0 0 l / 2 \ / M , \ 
. 0 0 0 
. 0 0 0 

. 2 1/2 0 

.1/2 2 1/2 

M2 

Mk-1 
0 1 / 2 2 y v M k y 

d2 

dk-1 
Vdky 

ou 
A.M = d 

La matrice A = [ay] est une matrice carrée d'ordre k. 
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LEMME 4.1.1.- Si l'on munit E k de la norme du sup, la matrice A est 

inversible et la norme de A"1 est majorée par 1. On aura donc : 

sup IMrl < sup ldrl . 
l<i<k l<r<k 

DÉMONSTRATION : Cette démonstration est en fait tout à fait classique [Ahlberg, 
Nilson, Walsh, 1977]. Soit x e R k et y = Ax avec : 

llxll = sup Ixit = lxml et llyll= sup lyill 
l<i<k l<i<k 

llyll>lammxm+ X amjXjl 

^ lammlxml - I E amjXj || 

A est une matrice à diagonale dominante : % m > Ej^m amj donc 

lammlxml - I E amjXj il = amm ixml - I X amjXjl 
j * m j?tm 

^ ammlxml - lxml E amj 

D'où 

Donc 

jlx|l 1 

HA-lu IIA-'yll llxll „ . 
IJAII = s r -T i r = ^p^ L 
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4.2.- Construction de l'estimateur spline cubique. 

Pour tout CD e il, soit y n la fonction spline cubique périodique qui interpole 

l'estimateur de type histogramme O® défini d'après (2.7) en les {<Dr ; r = l,...,k+l). 

D'après (4.1.1), on a pour 6 E [8r,er+i] : 

w r m 1 M (er+i - 9)3 , 1 M (6 - 8r)3 M , 
Vn(9) = g Mr g + g Mr+i ^ -g* h(er+i - 6) 

- ^ h(e - er) + <e - er)ur+1 + (e r + 1 - 8>ur ^ 

où les (Mr) sont les solutions du système défini d'après (4.1.2) avec: 

di = ^ ( U 2 - 2 U i + Uk) 

dk = ^ ( U k - i - 2 U k + Ui) 

dr = ̂ ( U r . i - 2 U r + U r + i ) pour r = 2 k-1. 

4.3. Convergence de l'estimateur spline cubique. 

La convergence de l'estimateur spline est déduite de celle de l'estimateur du type 
histogramme. Ceci résulte des propositions suivantes : soit \|/ la fonction spline cubique 
périodique qui interpole la fonction <I> en les {0r ; r = 1,...,K+1}. 

PROPOSITION 4.3.1..- sup{W>(9) - y(Q)\ \ 9 e [0,2TC]} < 6n(0,h) où \i(®,e) = 

sup{IO(9)-0(9')l\l9-9'l < e} est le module de continuité de <D . 

PROPOSITION 4.3.2.-Pour tour ooe Q on a : 

sup { l \ | £ ( 9 ) - y ( 9 ) l \ 9 e [0,2TC]} < 10 sup {10(9)-0^(9)1 \ 9 e [0,2K]}. 

DÉMONSTRATIONS : : Les démonstration d̂ e ces deux propositions sont basées sur 
l'écriture de la spline cubique (interpolant (9r,pr)). Si 0 e [8r+i,9r] alors : 



Estimateur spline du contour 11 

(*) 

' / m 1 M Q,+ i " 6)3 l (6 - 6r)3 M, 
W = ~ M r h + 6 r + 1 h " 6 * r + 1 ~ ^ 

_ M*i h(e _ 6r) + ( 9 - e r ) P r + i - ( e r + i - e ) P r 

l-Mi-l 
où les Mr sont les solutions de A \ \ = ^ ( P r - l - 2p r + p r + i ) 

En remplaçant chaque pn par <|>(0r) dans l'expression (*), on obtient : 

h2 h2 

l\|/(6) - 0(6)1 < y IMJ + y IMr+il + 2 max {IO(6r) - O(0)l, IO(0r+i) - 0(0)1} 

et comme IO(0r.i) - O(0r)l < |i(0,h), on a IMrl < r^ M-(O.h) d'où nous déduisons la 

proposition 4.3.1. 

En remplaçant cette fois chaque p r par (O(0r) - On(0r)) dans l'expression (*), 

(ce qui modifie les Mr), on obtient : 

h2 h2 

IVn(Q) " V(©)i < y IMrl + ̂ - IMr+il + 2 sup IO(0) - On(0)l 
0<e<27c 

et comme 

IM,! < - ^ 4 sup IO(0)-O„(0)I 
h* 0<e<27i 

on a 

tVn(6)-V(6)l ^ 10 sup IO(0)-On(0)l 
o<e<27c 

ce qui établit la proposition 4.3.2. 

THEOREME 4.3.1.- Supposons que (i) kn -» «> et (ii) kn = ©(p3—). Alors 

r n = sup{IO(6)-Vn(8)l\6e [0,2TCI} converge vers 0 presque sûrement. 

DÉMONSTRATION : Par l'inégalité triangulaire on a : 

Tn < sup{IO(0)-\ | /(0)l\0e [0,2TC]} 

+ sup{ ly(0) - Vn(6)l \ 6 e [0,2TC] } . 
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D'après les propositions 4.3.1 et 4.3.2 on a : 

Tn < 10 sup {IO(9) - On(9)l \ 9 e [0,2ÏC]} + 6n(0,h). 

O est une fonction continue donc : 

0 < lim sup Tn < 10 lim An . 
n n 

D'après le théorème 3.1, on a lim An = 0 , p.s. et par conséquent Tn -> 0 p.s. 
n 

5 - SIMULATIONS 

Nous présentons dans ce paragraphe les résultats de deux expériences de 
simulation dans lesquelles la fonction à estimer est de la forme : 

0(9) = - ^ + — + ± + cos9 

Dans les quatre premiers cas, le processus ponctuel est un processus de Poisson 
N. N(S) suit une loi de Poisson de paramètre n = 400 dans les cas 1 et 2, de paramètre 
n = 1000 dans les cas 3 et 4. Dans les figures 1 et 2, le nombre k de secteurs est égal à 
18, dans les figures 3 et 4, k est égal à 36. La loi de probabilité d'un point aléatoire 
(p,9) est telle que 0 suit la loi uniforme sur [0,2rc] et p suit la loi uniforme sur 
[0,0(9)], pet 9 étant indépendants. 

Dans les cas suivants, N(S) suit une loi de Poisson de paramètre n = 400 (cas 5 
et 6) ou n = 1000 (cas 7 et 8), le nombre de secteurs est 9 (cas 5 et 6) ou 18 (cas 7 et 8). 
La loi de probabilité d'un point aléatoire (p,9) est telle que sa densité soit arbitrairement 
petite au voisinage de la frontière du support S. Plus précisément, p et 9 sont 
indépendants, 9 suit la loi uniforme sur [0,2n] et p suit une loi de densité 
(20(0) - 2x).0"2(9), 0 < x < 0(0). 

On a choisi un nombre de secteurs plus élevé lorsque la densité ne s'annule pas 
sur la frontière de S parce que, intuitivement, il y a dans ce cas plus de points 
disponibles sur le bord du domaine. 
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Les figures ayant un numéro impair représentent l'estimateur de type histogramme 
On et celles de numéro pair, l'estimateur spline \|/n . Le choix d'un nombre de secteurs 
bien adapté n'est pas plus simple que pour l'estimation de la densité. On voit en effet 
"à l'oeil nu" que, pour les deux types de lois, un nombre de secteurs trop grand donne 
une moins bonne estimation de O, même avec un nombre de points un peu plus grand. 

Le problème de la réduction du biais n'est pas abordé. Les figures proposées 
montrent au moins qu'on ne pourra donner de résultat qu'en faisant des hypothèses 
précises sur la décroissance de la densité de M au voisinage de la frontière de S. 

Enfin, il est à noter que le théorème 4.3.1. est vrai pour de nombreux autres 
modes d'approximations de l'estimateur de type histogramme ; en fait toutes les 
approximations Ahf d'une fonction f qui satisfont des majorations similaires à celles 
des propositons 4.3.1 et 4.3.2. C'est le cas, par exemple, des quasi-interpolants 
Ahf = 2 Pj Bj d'une fonction f connue sur une grille de pas h, où les Pj sont les 
valeurs de la fonction f en les points donnés et les Bj sont des B-splines d'un ordre 
donné [De Boor, 1978]. Quand la fonction f a un certain nombre de dérivées, ces 
quasi-interpolants ne donnent pas des ordres de convergence aussi élevés que les splines 
d'ordre supérieur. 

Nous espérons revenir sur ces questions dans un prochain article. 
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Figure 1 
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Figure 3 
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Figure 5 
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Figure 7 
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