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Résumé : Dans cet article est étudiée la convergence du processus stochastique (Xn) 
dans E k tel que X„+I = X„ - ifof&J - a,,^, lorsqu'il existe un modèle de corrélation 
entre les variables aléatoires Un. La convergence d'un tel processus a été étudiée dans le 
cas hn = h ne dépendant pas de n par la méthode de l'équation différentielle ordinaire. 
Ici, aucune limite en quelque sens que ce soit n'est imposée à la suite de fonctions (h )̂ 
et le processus ne peut s'écrire de façon naturelle sous la forme X,^ = X„ - aJiÇX^) -
2LjfJnt où la fonction h ne dépend pas de n. Des théorèmes de convergence presque sure 
et de comportement asymptotique du moment d'ordre deux sont établis, d'une part dans 
le cas général, en utilisant la méthode de démonstration dite des martingales, d'autre part 
dans le cas linéaire, où hn(Xn) = Gn.(Xn - 8n), avec des hypothèses plus faibles ; des 
corollaires dans le cas an = l/na sont donnés, ainsi qu'un corollaire d'un théorème de 
normalité asymptotique de Fabian dans le cas linéaire. L'utilisation d'un processus de ce 
type dans l'estimation du paramètre d'un modèle de régression linéaire généralisée est 
étudiée. 
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moment d'ordre deux, normalité asymptotique, régression linéaire 
généralisée. 
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Abstract : In this paper is studied the convergence of the stochastic approximation 
process (Xn) in R k such that Xn+1 = X„ - a„hn(Xn) - a ^ , when the random 
variables Un are correlated. The convergence study ofthis type of process has been 
mode in the case hn = h not dépendent on n by the ordinary differential équation 
method. Hère no limit in any sensé is requiredfor the séquence offunctions (h j and 
one can't write the process in a natural way in theform Xn+1 = X„ - anh(Xn) - â Un, 
wherethefunction h is not dépendent on n. The corrélation model used hère is defined 
by hypothèses on the process (Wn) in Rk such that Wn+1 = (1 - aJW,, + a ^ ; this 
model has been studied by Ljung. 

First an a.s. convergence theorem is established, including a stability hypothesis 
on the séquence offunctions (h,,) extending the classical one ; a deterministic version of 
the almost supermartingales convergence lemma ofRobbins andSiegmund is used in the 
proof Then a theorem on the asymptotic behaviour ofthe moment oforder two is given, 
with a corollary in the case ^ = l/na ; a lemma ofthe Chung type is used in the proof 
Thèse results are applied to the estimation of the parameter of a generalized linear 
régression model. 

Next the linear case hn(Xn) = Gn.(Xn - Gn) is studied, Gn being a random 

variable in the spaceof matrices k*k and 0n the parameter to be estimated at ùme n. 
The same results as in the gênerai case are established but with less restrictive hypothèses 

and with différent methods of proof A corollary in the case a, = l/na and Gn of 

positive type is given. The a.s. convergence resuit can be used when the séquence (Gn) 
is not convergent but varies slowly with time ; when a„ « 1/n. the classical ergodicity 

hypothesis ofthe process (Gn) is replacée by a différent condition. Finally a corollary of 

an asymptotic normality theorem ofFabian is given for this process. 

Key words : stochastic approximation, corrélation model, a.s. convergence, moment of 
order two, asymptotic normality, generalized linear régression model. 
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1 - INTRODUCTION 

Dans cet article est étudiée la convergence du processus d'approximation 
stochastique (X„) dans Rk tel que 

X„+1=Xn-anhn(Xn)-a11U1I, (1.1) 

(h,,) étant une suite de fonctions de Rk dans E k , (Un) une suite de variables aléatoires 
dans Rk, (a„) une suite de nombres réels positifs, lorsqu'il existe une structure de 
corrélation entre les variables aléatoires Un. 

A l'origine de la définition d'un tel processus, il y a le problème suivant : soit une 
famille de variables aléatoires Yn(x) dans R P, x e R k , n e IN, d'espérance 
mathématique M^x) qui a pour zéro Gn ; on cherche à estimer 0n au temps n. Pour 
cela, on définit le processus (XJ tel que 

^n+i = ^n - a n A n (X n )Y n , 

Yn représentant une observation de Yn(Xn), A„ étant une application mesurable définie 
sur 3Rk à valeurs matricielles k * p, a^ un nombre réel positif. En décomposant Yn 

sous la forme Mj/X,,) + Z^, on a 

Xn+1 = X„ - anAn(Xn)Mn(Xn) - anAn(Xn)Zn , 

ce qui rentre dans le cadre général (1.1). 

Dans les processus d'approximation stochastique du type Robbins-Monro, on 
suppose que la variable aléatoire Yn est conditionnellement indépendante à y^ fixé de 
Xi,Y,,Y2,...,Yn_1 ; c'est l'hypothèse dite d'indépendance ou de Robbins-Monro [16]. 

L'étude des algorithmes stochastiques avec observations corrélées, où cette 

hypothèse n'est plus vérifiée, a été rendue nécessaire par leurs applications dans 

l'identification des systèmes, le filtrage adaptatif, la reconnaissance des formes, etc.. Par 

exemple, en filtrage adaptatif linéaire, on a étudié l'algorithme de Widrow 

Xn+1 = ^n ~ ̂ ^ ( Z ^ X n - Cn), 

où cn représente un signal de référence, Z^ un vecteur de signaux observés, les couples 

(¾¾) n'étant pas indépendants ; différents articles sur ce sujet sont rassemblés dans 

[9], Un autre exemple concerne l'identification des systèmes linéaires [12] ; Ljung définit 

pour le vecteur Yn des mesures effectuées sur le système une dynamique markovienne 

conditionnellement linéaire, 
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Yn = A(Xn)Yn . 1 +B(Xn)Wn , 

où (Wn) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi. Une 
généralisation de cette approche est faite par Métivier et Priouret, qui définissent entre les 
Yn une dépendance markovienne [4], [13], [14]. 

Les algorithmes stochastiques avec observations corrélées qui ont été étudiés 
peuvent se ramener au type suivant, 

X ^ i - X n - ^ O y - a o U , , . (1.2) 

la fonction h ne dépendant pas du temps n. Ils peuvent être considérés comme des 
perturbations stochastiques de l'algorithme déterministe 

auquel est associée l'équation différentielle ordinaire 

^ = -h(x(t)). 

Le comportement asymptotique de Xn est lié à celui des solutions de cette équation 
différentielle. 

La différence essentielle entre les algorithmes du type (1.1) et du type (1.2) est 
que dans (1.1), on n'impose pas de limite en quelque sens que ce soit à la suite de 
fonctions (hn) ; au temps n, on a une fonction hn dépendant de n et le processus ne 
peut s'écrire naturellement sous la forme (1.2) faisant intervenir une fonction h ne 
dépendant pas du temps n. 

La démonstration de la convergence fera intervenir la technique dite des 
martingales, utilisée dans l'étude des processus d'approximation stochastique du type 
Robbins-Monro, avec des développements spécifiques. 

Un exemple d'utilisation d'un processus du type (1.1) concerne l'estimation par 
approximation stochastique du paramètre d'un modèle de régression. Albert et Gardner 
ont consacré un livre [1] à ce sujet dans le cas d'observations indépendantes. Pour tout 
n, soit Yn une variable aléatoire réelle observable, Fn une fonction connue de Rk dans 
R ; on considère le modèle de régression Yn = Fn(8) + Z„, Z„ étant la variable aléatoire 
résiduelle et 8 le paramètre inconnu à estimer appartenant à Rk. Soit une application 
mesurable An de R k dans R ; pour estimer 8, on définit le processus 
d'approximation stochastique (Xn) dans Rk tel que 
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ce qui s'écrit également 

X„+1 = X» - a„An(Xn)(Fn(Xn) - Fn(6)) + B . A 0 W , 

et rentre dans le cadre général (1.1) avec hn(x) = An(x)(Fn(x) - Fn(8)) et Un = 

-An(Xn)Z„. Dans cet article, nous prendrons comme exemples un modèle linéaire et un 

modèle linéaire généralisé. 

La structure de corrélation entre les variables aléatoires Un que l'on considère ici 

est celle utilisée par Ljung dans [10] ; elle est définie par des hypothèses portant sur la 

suite de variables aléatoires (Wn) dans Rk telle que 

Wn+l = (1 - an)Wn + a ^ , Wj = 0. (1.3) 

Remarquons que pour a,, = 1/n, Wn+1 est la moyenne d'ordre n des Us. On peut 

trouver dans [3] plusieurs ensembles d'hypothèses sur les Un qui impliquent la 

convergence presque sûre de Wn vers 0. 

Dans le paragraphe 2.1, nous donnons un théorème de convergence presque sûre 

du processus Xn + Wn - 8n vers 0, la suite (8n) étant convergente, avec une 

hypothèse de stabilité sur les fonctions \ qui étend l'hypothèse classique, et rappelons 

des résultats de Ljung [10] sur le modèle de corrélation utilisé. La démonstration fait 

intervenir une version déterministe du lemme de convergence des pseudo-sur-martingales 

de Robbins et Siegmund [17]. 

Dans le paragraphe 2.2, nous faisons l'étude du comportement asymptotique du 
moment d'ordre deux de || Xn + Wn - 8n || ; le théorème énoncé est un corollaire pour 

a„ = l/na, avec un résultat du type lim n^E [ Il Xn - 8n ||
2] < ~ , d'une proposition plus 

générale que nous démontrons. Nous utilisons un lemme du type Chung [5], dont la 

démonstration, faite dans [6], est rappelée dans un appendice. 

Ces deux résultats sont appliqués dans le paragraphe 2.3 à l'estimation du 

paramètre d'un modèle de régression linéaire généralisée. 

Le paragraphe 3 est consacré à l'étude du cas linéaire, où 1½¾) prend la forme 

Gn-CXn - 8n), Gn étant une variable aléatoire matricielle carrée d'ordre k. Nous avons 

dans ce cas un allégement des hypothèses des théorèmes. Les techniques de 

démonstration utilisées ici avec des développements spécifiques ont été introduites par 

Albert et Gardner [1]. 

Nous établissons dans le paragraphe 3.1 un théorème de convergence presque 

sûre de Xn + Wn - 8n vers 0. Ce résultat peut être utilisé dans le cas où la suite (8n) 

n'est pas convergente, mais où le paramètre 8n varie lentement dans le temps ; dans le 

cas an = 1/n, il ne fait pas intervenir l'hypothèse d'ergodicité du processus (Gn) que 



148 J-M. Monnez 

l'on trouve dans les résultats classiques, [11] par exemple, et qui est remplacée par une 

autre condition. Nous utilisons un lemme du type Chung [6], dont la démonstration est 

rappelée dans l'appendice. 

Dans le paragraphe 3.2, nous étudions le comportement asymptotique du moment 

d'ordre deux de || Xn + Wn - 8n ||. Le théorème énoncé est un corollaire dans le cas 

a„ = l/na, Gn de type positif, d'une proposition plus générale que nous démontrons. 

Une première forme de ce résultat dans le cas d'un processus avec observations non 

corrélées a été donnée dans [2]. 

Dans le paragraphe 3.3, nous donnons un théorème de normalité asymptotique du 

processus X„ + Wn - 8n, qui est établi comme corollaire d'un théorème de Fabian [7] 

rappelé dans l'appendice. 

2 - CAS GENERAL 

On considère les processus (Xn) et (Wn) dans R tels que 

^n+l = ^n " ^ nn (¾) ~ *n Un * 
Wn+i = ( l -a n )W n + anUn , W 1 = 0 . 

2.1 - Convergence presque sûre 

Théorème 1 : 

On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) D existe une suite de réels (9n), deux suites de réels positifs (àj) et (en), un 

entier r, une suite croissante d'entiers (ng) vérifiant n i+1 < nx + r, tels que : 

(î) pour tout n et tout x, || h^x) || < ù^ || x - 8n || + en ; 

(ii) pour tout n et tout x, <x - 0n,hn(x)> > 0 ; 

(îîi) pour tout 0 < E < 1, 

b(e) = inf inf x X
<x ' 8j*jM> > °. 

où ïjj est l'intervalle d'entiers [n i,n i+1[. 
(2) Pour tout e > 0, il existe t] > 0 tel que 

( Il xj - x21| < TI) => (sup || hn(Xl) - ^ ( x ^ 1 < e). 
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(3) 

OO o o «*» 

Pour tout n, an > 0 ; 2 ^ min aj = •+** ; ^ a n d* < ~ ; J^ an en < -
jel i 

(4) J II 8n+i - ©n » < - ï S an M hn(X„ + Wn) - hn(Xn) - Wn || < - p.s. 
1 1 

Soit 8 = lim 0n ; alors, Xn + Wn ^4' 8. 
n-»oo 

Remarques et exemple : 
OO 

1) L'hypothèse ^ l|6n+1-8nI| <«> implique la convergence de la suite (8n). 
1 

Certains modèles d'évolution du paramètre 8n en fonction du temps n ont été étudiés 

par plusieurs auteurs, dans le cas d'observations indépendantes ; les processus 

d'approximation stochastique correspondants sont dits dynamiques. On peut trouver une 

bibliographie sur ce sujet dans [15]. On peut constater que l'étude du modèle linéaire 

généralisé faite dans le paragraphe 2.3 rentre dans ce cadre (voir la remarque dans 2.3). 

2) L'hypothèse (lui) est une extension au cas où card 1̂  > 1 de l'hypothèse de 

stabilité figurant dans les théorèmes classiques d'approximation stochastique, où lÀ est 

réduit à un seul élément. On peut constater son intérêt dans l'exemple simple suivant, qui 

relève du cas linéaire. 
Soit (Yn) une suite de variables aléatoires réelles observables et le modèle de 

régression linéaire 

Yn = ^ 8 + ^ . 

Pour tout n, bn est un vecteur de Rk connu au temps n, 8 le vecteur inconnu 

des k paramètres réels de la fonction de régression linéaire, Z„ la variable aléatoire réelle 

résiduelle. On peut estimer 8 séquentiellement en utilisant le processus d'approximation 

stochastique (Xn) dans Rk, 

Xn+1 = X n " — | |b
nj |2<bnXn " Yn)» 

que l'on peut aussi écrire 

1 M _ / v m . 1 K 
xn+1 = xn-— 1 F^^xn-e ) + —^-^^, 
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ce qui rentre dans le cadre général précédent en posant 

Pour k > 1, la matrice bnl£ étant de rang 1, la suite de fonctions (h„) ne peut 

vérifier l'hypothèse (liii) pour card lt - 1 ; par contre, elle peut la vérifier pour 

card Ij > k ; il suffit de supposer que 

bit* 

* m i n ' " l|bjl2> 

car on aura alors pour || x - 61| > e, 

b;b; 
S <x - e'inf+i<x - e» > x II x - e||: 
je l j l |bJ! l 

>5le2. 

Cette hypothèse concernant le cas linéaire a été introduite et commentée par Albert 
et Gardner [1]. On remarque que 

bjb; 

On donne l'exemple suivant de cas simple où elle est vérifiée ; d'autres figurent 
dans [1] : on considère un modèle d'analyse de la variance à un facteur à k modalités, 
Yn = ^6 + 2^, avec 

fr 

3(i-l)k+l : » tyi-l)k+2-

w 

? 

w 

fr 

» b i k = 

w 
On prend \t = {( i - l)k + l,(i - l)k + 2,...,ik}. On a || b j = 1, pour tout X, 

Xbjbj' = I, X - 1 . 
min 

bnb; 
On constate que la fonction hn(x) = ., " .|2(x - 8) vérifie les hypothèses (li) et 

(2) du théorème 1. Il suffit de supposer en outre 
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OO 

j<aSl , S^BwJI <oo p.s. 

pour avoir Xn + Wn ^4" 8. 

3) L'hypothèse (4) du théorème est vérifiée si 

OO OO OO 

5jlQn-en+1ll <~,2aJ |W n | | <oo p.s.,Xanllhn(Xn + Wn)-hn(Xn) | | < ~ 
l l l 

p.s. 

Nous rappelons dans la suite deux ensembles (A) et (B) de conditions 
P s suffisantes pour que Wn - ^ 0, énoncés par Ljung dans [10] ; on peut en déduire aussi 

OO 

<ïuc ^L ^ Il Wn II < °° p.s. (voir [3]). Le premier ensemble correspond au cas a,, = - ; 
1 

n 

on a alors Wn+1 = - J^ U{, et différentes lois des grands nombres peuvent être 
l 

utilisées. Des conditions suffisantes sur les fonctions 1^ peuvent être données pour que 
OO 

l'on ait en outre ^ ^ I hn(xn + Wn) - h^XJ || < ~ p.s. 

On a Wn ^ 0 si (A) ou (B) est vérifié: 

(A) a„ = - ; on suppose qu'il existe un réel positif K et deux réels p et q tels que : 

0 < 2 p < q < l ; V n , m e N * , E [<Un,Um>] < K - n P + m P 

1 + In - mil 

(B) On suppose que la suite (an) est non croissante et vérifie L = 
n 

lim I — I < oo ; on suppose que Un = s , h^Z^ (h^) étant une famille de réels, 

(Zk) une suite de vecteurs aléatoires indépendants de moyenne nulle et de matrice des 

covariances identité, et qu'il existe un entier p > 0, deux réels C > 0 et X < 1, une suite 

non décroissante de réels positifs ( a j , tels que : 
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OO 

Vk, E[ |Z,J*]<C;Vigc. lbj< a, * . * * ; £ ( 1 . 0 ^ < - . 
l 

OO 

On a ^ a n | |W n | < ~ si (A) est vérifié ou si (B) est vérifié avec L < 1 , 

Ê a 3 / 2 « n 

1 

<oo . 

Dans la démonstration du théorème, on utilise le lemme suivant, qui est une 
version déterministe du lemme de convergence des pseudo-sur-martingales de Robbins et 
Siegmund [17]. 

Lemme 1 : 
Soit (bn), (Pn), (yn), (X„) quatre suites de réels non négatifs telles que : 

(1) pour tout n, bn+, < (1 + pn)bn + yn - ^ ; 
OO OO 

(2)£Pn<~ , Xvn<~-
1 1 

OO 

Alors, la suite (bn) converge et J/^ Xn < «>. 
1 

Démonstration du théorème : 

On note Rn = hn(Xn + Wn) - hn(Xn) - Wn + ~ (8n - 8n+1)-
OO 

On raisonne à co fixé, appartenant à l'ensemble { ̂  an || Rn II < » } . 
1 

1) D'après les définitions de X„, Wn, R„, en notant Yn = X„ + Wn, on a : 

Y„+I - 8n+1 = Yn - 9n - ^ ( Y , , ) + 8.R, (2.1.1) 

llYn+1-en+J^< ||Yn-eJ|* + 2a* 1KÇYn)V + 2^ | R . | | * 

- 2a» <Yn - 9n,hn(Yn)> + 2a„ <Yn - en,R„>. 
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Comme K Y n - 9n ,Rn>l < || Rn | | (1 + || Y n - 0 n ||
 2) et, sous (li), 

||hn(Yn)|p<2d^||Yn-en||2 + 2en,ona: 

|Yn+1-en+1||2< | |Yn-en |2(l+2an llRj +4a„dn) + 2an | | R J 

+ 4 ¾ + 2a2, || Rn12 - 2a„ <Yn - e„,hn(Yn)>. 

Sous (lii), (3), (4), on peut appliquer le lemme 1 : 

OO 

3T>0: | |Y n -eJ ^ T ; X a „ < Y n - e n , h n ( Y n ) X c o . 
1 

(2.1.2) 

2) A partir de (2.1.1), on obtient : 

Il Yn+1 - Yn || < a„ || hn(Y„) | + a. | R j + 10n+1 - 0n || 

S a A IIY„-6n | | +a„en + an | |R n | + l | e n + 1 -6 n | | . 

Sous (3), (4), comme || Yn - 9n || -» T, on a I Y w l - Yn || -» 0. 

3) On suppose T * 0. Alors, il existe un réel e, compris entre 0 et 1, un entier 

N(e,) tels que, pour n > N(ej), £i < Il Yn - 8n || < — ; sous (liii), ceci implique, à partir 

d'un rang L : 

X<Yni-ej,hj(Yni)>>b(e1). 

On en déduit qu'il existe un entier m i appartenant à I | tel que: 

< Y „ , - e m i , h m i ( Y n i ) > à ^ . 

On considère la décomposition : 

<vn i - emi,hmi(Ymi)> = <Yni - 8mi,hmi(Yni)> + <Yn^ - 8mi,hmj(Ymi) - hmi(Yni)> 

= A + B. 
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Soit e > 0 ; sous (2), à e correspond un T] ; soit e* < TJ. Comme Yn+1 - Yn -» 0 
et m^ - n i < r, on a, à partir d'un certain rang, || Y m i - Yn i || < e' ; donc, 
|h B i (y n i ) .h l i l j | (Y l l j | ) |<ec t 

lBI^( |Y n j t -Y m J + iY m i -8 m J[)e<(e ' + ±)E 

Comme A>——, on en déduit que 

<Yni-em^(Ymi)>>^-(e' + l ) s > ^ 

pour £ et e1 suffisamment petits. 

Sous (3), on a alors : 

S «m, < Y
n i - 6mi,hmi(Ymi)> = -KO. (2.1.3) 

X 

On décompose cène série en 

S • » , < Y
m i * °m i ,h^(Ym i)> - Z «», <Ym, - Ynrhmi(Ymi)>. (2.1.4) 

X X 

A partir de (2.1.1), on obtient : 

m^-1 

Yrne - Yn, = S ^HYJ> + *iRJ + 9J+1 " 9J> 
j= n i 

m^-1 

X ^ I < Ym, - Yni,hmi(Ymi)> I < X V , S «j « hj(Yj) Il II ^ ( Y ^ Il 
X X j=n^ 

+ X • » , S (¾ Il Rj H + Il 9J+i •
 6J II ) Il V i ^ - P Il 

X j=nj 

= C + D. 

Sous (li) et (3), on a : 
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C < X Ï a t n / j W j II Yj - 8j|| + ejXd^ I Ymi - Qmjt|| + emjt) 
X jel i 

^ Z Z ^ a j ^ d j + e j ^ ^ + e ^ X - . 
X j e l , e i e i 

En outre, comme sous (H), (3) et (2.1.2), a,^ Il hmi(Ymj) || -» 0, on a, sous (4), 

D<oo. 

De (2.1.3) et (2.1.4), on déduit alors que : 

S Ve <Y"U - emi.hmi(Ymi)> = +~. 
X 

Sous (lii) et (3), ceci implique : 

Xan<Yn-9n ,hn(Yn)>=+«. 
n 

Ceci est en contradiction avec (2.1.2). Donc, T = 0. 

2.2 - Comportement asymptotique du moment d'ordre deux 

Théorème 2 : 
Soit, pour tout n, a„ = — avec 0 < a < 1 ; soit un réel P > 1 - a. On suppose 

na 

les hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) D existe une suite convergente de réels (8n), deux réels positifs C et A., un 

entier positif r tels que : 
(i) pour tout n, 1̂ (8,,) = 0 ; 

(ii) pour tout n et tout x„ x2, || h ^ ) - h ^ ) || < C(n 2 II x, - x21| + n"P) ; 

(iii) pour tout n et tout x, <x - 8n,hn(x)> > 0 ; 
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(i v) pour tout À et tout x, ^ <x - 8j,hj(x)> > X || x - Gn̂  ||2, 

où njj = ( i - l ) r + l . I j est l'intervalle d'entiers [nj,ni+1[. 

(2) Pour a = 1, pr < 2\. 

(3) sup n* 1 ™**» E [ || Wn | |2] < oo. 
n 

( 4 ) s u p n a + M l 8 n - 8 n + 1 | | <oo. 

Alors, lim n^E [| |xn - 8n||2] <oo. 

Ce théorème est en fait un corollaire, de conclusion facilement interprétable, de la 

proposition suivante que nous allons démontrer. 

Dans l'énoncé suivant, on note 

]iÀ = min a.-, Sn = hn(Xn + Wn) - hn(Xn) - Wn , 

ĝ  = S (aK + aieJ + ^ E [B Sj | | 2 ]^+ H G j+1 - Gj|| ) . 

Proposition 1 : 
On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) Il existe une suite convergente de réels (8n), deux suites de réels positifs (d,,) 

et (e„), un réel positif X, un entier r, une suite croissante d'entiers (n^) vérifiant 

n i + i < n^ + r, tels que : 

(i) pour tout n, hn(8n) = 0 ; 

(ii) pour tout n et tout x„ x2, H h ^ ) - h^Xj) || < dn || xx - x2 II + e„ ; 

(iîi) pour tout n et tout x, <x - 8n,hn(x)> > 0 ; 

(i v) pour tout i et tout x, 2^ <x - 8j,hj(x)> > X || x - 8nje II
 2, 

où 1̂  est l'intervalle d'entiers [ n ^ n ^ J . 
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(2) (î) an>0;Xandn<o°;Sanen<o°; **i = ©0) î 2 Hi = +00' 

(ii) Il existe une suite (y^ dans E + vérifiant ^ Y i < o o et un réel 
1 

y<2A, tels que, pour tout i : 

{^sj^l+Wj+Yj+ofcj». 

OO OO . 

(3) S H 6n+i - 9n II < - î S "n E t I hn(Xn + W„) - hn(Xn) - W„ | * ] * < « 

Soit, pour tout n, i(n) tel que n € I^(n). 

Alors, î t a ^ E [ | | x n + W n-8 n | | 2]<oo. 
ëi(n) 

Dans la démonstration de la proposition 1, on utilise le lemme suivant [6], dont la 

démonstration est rappelée dans l'appendice. 

Lemme 2 : 
Soit (an) et (gn) deux suites de réels positifs, (bn) et (yn) deux suites de réels 

non négatifs, X, \i deux réels positifs, y un réel inférieur à X, tels que : 

(1) pour tout n, bn+1 < (1 - X3^)bn + u.gn ; 

OO 

(2)8,, = 0 ( 1 ) , ^ ^ = - 5 

(3) pour tout n, 1 ^ S | H l + Y3n + Yn + o K » > 
fen+1 en 

(4)Xïn<' 

Alors, l i m ^ b - ^ - ^ 
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Démonstration de la proposition 1 : 
On note Yn = X„ + Wn. D'après (2.1.1) dans la démonstration du théorème 

précédent, on a, avec Rn = hn(Xn + Wn) - hn(Xn) - Wn + — (8n - 8n+1) : 
an 

ECl lY^-e^JhsEt l lY^eJ^ + Za^EElIlvOf̂ B^ + Za^ErllR l̂l2] 

- 2a» E [<Yn - 9n,hn(Yn)>] + 2a» E [<Yn - 6„,Rn>]. 

I 
Comme IE [<Y» - e„,R»>]l < (1 + E [ || Y» - 8n ||2]) E [ || Rn II2]2 et, sous (1), 

| |hn(Yn) l |2S2dn | |Yn-en | |2 + 2en ,ona: 

E [ Il Yn+I - 9 ^ ||2] S E [ || Y„ - 9„ || 2](1 + 4and
2
n + 2a„ E [ || Rn | | 2 ] 2 ) 

+ 2a„ E [ || R» | | 2 ] 2 + 2a2, E [ | R» ||2] + 4 ¾ - 2a„ E [<Yn - 6„,hn(Yn)>]. 

Sous (liii), (2i), (3), on peut appliquer le lemme 1 : 

3t > 0 : E [ || Yn - 6n ||2] -* t. (2.2.1) 

On en déduit qu'il existe un réel positif M tel que : 

E [ Il Yn+1 - 9^, H2] S E [ || Yn - e j 2] + bn - 2a„ E [< Y„ - e„.hn(Yn)>] (2.2.2) 

avec 

bn = M(a»(d„ + e2) + a» E [ || R» ||2]2). (2.2.3) 

Par conséquent : 

E[llYni+l-eni+lH
2]<E[||Yni-enJ

2]+ J b j ^ n , XEt<Yj-0j»¥Yj)H 

On considère la décomposition : 
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X E [<Yj - ej,hj(Yj)>] = X E [<Yn., - W Y
n i )> ] 

+ X E [<Yj - Yni,hj(Ynje)>] + X E [<Yj - Gj.tyYj) - hj(Y„p>] 

= A + B + C. 

Sous (liv), A â K E [ H Y», - 6„41|2] ; donc : 

E [ Il Y„ i+1 - 8» i+1 II
2] < (1 - ZkHi) E [ Il YnjJ - e» i 11 + X bJ " 2 ^ B - 2 ^ c 

_-, 1 I 
On a : IBI S 2 ^ E [ Il Yj - Y»^ | | 2 ] 2 E [ || hj(Ynp | | 2 ] 2 ; sous (1), (3) et (2.2.1), il 

& h 
existe un réel positif Mt tel que : 

1 1 

E [ Il hj(Yni) H «p < (2d2 E [ H Ynje - 8j | «I + 2e2)2 S M,(dj + ej) ; 

en outre, il existe un réel positif M2 tel que : 
• - i I I 

ICI < 2 , E [ Il Yj - 6j H2]2 E [ Il hj(Yj) - hj(Yni) H *\* 

S M2 X (2d2 E [ Il Yj - Ynjt II
2] + 2e?)2 

< M2 V2 X (dj E [ Il Yj - YB i II2]2 + ej). 

Donc, il existe un réel positif M3 tel que : 

£ [ 1 ^ - ^ ^ ( 1 - 2 ^ ^ 1 ^ - ^ 1 1 ^ + 2 bj 

+ M3Ĥ  X «dJ+ CP E11' YJ " Y n , II 215 + ej)" 
jeli 
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Or, on a, avec Sn = hn(Yn) - hn(X„) - Wn : 

i l 

k=ni 

r Y n J * X ( M k lY k -9 k | | +akek + ak HSJI). 

Sous (2.2.1), comme card Ij est borné, il existe un réel positif M4 tel que : 

E[||Yj-YnJ|2]2<M4 2^(Mk + akek + akE[|SkH2]2). 
tel* 

Comme, pour j € I i s Mj(dj + ej) < aj(dj + ej) -» 0, il existe un réel positif M5 

tel que : 

D = Hi S «dj + ^) E [ || Yj - Ynj il
 2] 5 + ep 

JeIi 

^M5 2 ( a j d j + a J E [ l l S J , | 2 ] ' + aJeJ) 

<M s g i . 

D'après la définition de bj (2.2.3), il existe un réel positif N^ tel que : 

2 b j + M 3 D < M 6 g i . 

Par conséquent : 

E [ Il Ynj+1 - e»i+] |
2 ] ^ (1 - 2A.U,) E [ Il Yni - enj ||

2] + M*,. 

Sous (2), l'application du lemme 2 donne lim jj* E [ || Y» - 0„ ||2] < ~. Sous 

(2.2.2), il existe un réel positif M7 tel que, pour n e 1̂  : 
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E [ Il Y„+ 1 - e„+11| 2] < E [ || Y» - e„ ||2] + M 7 g i . 

Comme |i^ =o(l), on en déduit aisément, en notant, pour tout n, i(n) l'entier 

tel que n € Ijt(ny <lue : 

HmJfjE[|lYn-eJ2]<< 

Dans la démonstration du théorème 2, on utilise le lemme suivant, dont la 

démonstration est immédiate. 

Lemme 3 : 
a b 

Pour \i* = — et g » = -, avec a > 0, b > 0, 0 < oc < 1, on a, pour 
X0, >8 a +P 

L l * . . u * R a - *» 7T^ = ï r O + « Vx + °(Hi)) et» P o u r 0 < a < 1, pour tout y > 0, à 
Si+i s i a 

partir du rang L = min {i : J1""*-^). ^r^<^H\ + 7 ^ + o(Up)). 
Ta si+i gi 

Démonstration du théorème 2 : 

La vérification des hypothèses (1) et (2i) de la proposition 1 est immédiate, avec 

u* = . En outre, sous (lii) : 

| | S J < (Cn 2 + l ) | |w n | | +Cn-P 

1 a-p i 
E[ | |S n | 2 ] 2 <V2(Cn 2 + l ) E [ | | W n | 2 ] 2 + V2Cn-P. 

Sous (3), (4), il existe D > 0 , F > 0 telsque ZJ^B [|| Sn | | 2 ] 2 < D Y , —l— < 
1 i na+p 

°° e t g i < l fe* 

Dans la proposition 1, on peut remplacer la suite (g^) par toute suite majorante, 
F 

ici (~^ô) î l'application du lemme 3 montre alors que l'hypothèse (2ii) de la proposition 

est vérifiée lorsque, dans le cas a = 1, Pr < 2X. 
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On déduit de la proposition que Ûm~ rfi E [ || Xn + Wn - 8n ||
 2] < ««. Comme 

n P E [ | | W n | h - > 0 sous(3) ,onal îm*nPE[ | |x n -e n | | 2 ]=0. 

2.3 - Application à un modèle linéaire généralisé 

Soit, pour tout n, Y* une variable aléatoire réelle observable, que l'on 

décompose selon le modèle de régression linéaire généralisée 

Y : = fa£e) + z», 

où 8 est le vecteur de lRk des paramètres inconnus, bn un vecteur de E k connu au 

temps n, f une fonction connue de E dans E , 7^ la variable aléatoire réelle 

résiduelle. Pour estimer 8, on peut utiliser le processus (XJ tel que 

Xn+1=Xn-a»b»(f(lî;xn)-Y*), 

ce que l'on peut aussi écrire 

Xn+1 = Xn - anbn(f(bi;xn) - f(hA8) - Z„). 

Si l'on note Dn = t£Xn = < bn, Xn > et Mn la fonction de E dans E définie 

par M„(d) = f(d) - f(8n), de zéro 5n = ĥ 8 = <bn,8>, <•,•> étant le produit scalaire 

euclidien usuel dans E k , on a : 

Xn+1=Xn-anbn(Mn(Dn)-Zn). 

Nous allons étendre la définition de ce processus au cas où Mn est une 

application de E p dans E p et retrouver ainsi un processus d'approximation 

stochastique dynamique [15]. 

On note M^, M*, ..., Mp les composantes de M^. Soit p entiers positifs 

k,, k2, ..., kp. On suppose que M„ admet un zéro unique 8n, de composantes 

8^, 8*, ..., S£, telles que, pour i = 1, 2 p, 8„ soit le produit scalaire euclidien usuel 

dans E*1 de deux vecteurs b„ et 6* : 8^ = ^ , 8 ^ (<>n <>met l'indice i du produit 
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scalaire pour simplifier la notation). On définit, pour i = 1, 2,.... p, les processus (X») 

et (Wn) dans R*1 tels que 

X„+1 = Xn-anb„(Mn(Dn) + z i ) , 

TCi-0-•»>*£ + ¾.¾ wi-o. 

où (Z£) est un processus stochastique réel, (an) une suite de réels positifs, Dn a pour 

composantes Dn, Dn Dj|, avec Dn = <bn,Xjl>. On note k = kj + k2 + ... + kp. 

Dans Ek , on a: 

/xLA fxl\ AMtaA AXA *n+l 

K, VXV ^ X ( D „ ) y 

-*n 

p 

Vn~V 

Xn+1 = Xn - ^ ^ ¾ ) -¾ Un 

W n + 1 =d-a n )W n + anUn. 

On munit E k et E p du produit scalaire euclidien usuel. On note 
Rn = h„(Xn + Wn) - h^Xn) - Wn, 8 = (8 1 ^ 2 8P)'. 

Remarque : 

On peut interpréter cette étude comme celle d'un modèle d'évolution dans le temps 
du paramètre 8n, dont les composantes 8n = < b^, 81 > sont des combinaisons 

linéaires de fonctions connues du temps. 

Corollaire 1 : 

On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) (î) Pour tout n, il existe deux réels positifs pn et ^ tels que, pour tout 
d€ EP, 

||Mn(d)|| SpJd-aJ+qn. 
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(ii) Pour tout e > 0, il existe r| > 0 tel que 

( I k - d J <Tl)=>(sup | M ^ ) - M ^ I <e). 
n 

(iiî) Pour tout 0 < e < 1, 

c(e) = inf Binfa i <d - 8B,MII(d)> > 0. 
n {e<ld-Snl<j-î 

(2) (i) b = sup ||bnH «x». 

(ii) Il existe un entier r, une suite croissante d'entiers (n^ vérifiant 

n i+i ^ n i + r» te^s <îue 

8 = inf 31 ( 2 b i b i ) > 0 

U min j e I i
 J J 

où 1̂  est l'intervalle d'entiers [ n ^ n ^ . 

OO OO o o 

(3) Pour tout n ,a n >0; V m i n a i = +oo;^ - ranPn<oo;2r fanqn<eo. 
i JeLe i i 

(4) 2 ¾ ||Rn|| <OO p.s. 

Alors, Xn + Wn
P4"9. 

Corollaire 2 : 
Soit, pout tout n, an = — , avec 0 < a < 1 ; soit un réel p > 1 - a. 

n 
Outre l'hypothèse (2) du corollaire 1, avec n^ = ( i - 1) r + 1, on suppose les 

hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) (i) Il existe un réel positif C tel que, pour tout net tout dï,d2e E p , 

|| M ^ ) - Mn(d2) || < C(n 2 II d, - d2 J + n"p). 

(ii) Il existe un réel positif X tel que, pour tout n et tout d e Ep , 

< d - S n , M n ( d ) > > U d - 8 j 2 . 
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(2) Pour a = l, pr<2X. 

(3)supn^max^>E[||Wn | |2]<oo. 
n 

Alors, lïm nPE[||Xn-8||2]<eo. 

Remarque : 
Dans le cas du modèle linéaire, on a le processus 

Xn+1 = ^ * ^i || K H 2^bnXn " Y n ) 

= X„-anb>nX„-b„'e-jj^|-) 

avec b„ = •• n«. On peut appliquer les corollaires 1 et 2 en remplaçant bn par b^, Z„ 
Il M 

par i, ,. et en prenant M^d) = d - Sn. 
Hbnll 

Démonstration des corollaires : 
Nous donnons uniquement la vérification des hypothèses (lii) et (liii) du 

théorème 1; le reste est immédiat On a : 

<x - 8,hn(x)> = X <xi - *'lK> <(<**> = <dn - 8nîMn(dn)> > 0 
i=l 

avecdi = <b>i>,d11 = (d i , d^»^ ) . 

Pour e< | |x-e| | < - : 
E 

Hdj-Sj l^bMIx-e l l^g , 

X II di - 8J B 2 - S S < bi.xi - e i > 2 = L <xi - e i ) ' X b i b f ( x i -e i) 

> ô 2 l Uxi-eMI2 = ô i |x-eH 2 >ôe 2 ; 

jelj je l j i=l i=l jel^ 

i=l 
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donc, il existe j e lÀ tel que B dj - 8j || >-j=r e. 

Soit e, tel que e, < 1— e , — > - ; (e < Il x - 8 | < -) implique 
1 Vr £! E £ 

(E, < H d.- - 8: H < —) ; d'après l'hypothèse (liii) du corollaire 1, on a : 
j J — 

£ 

J <x - 8,hj(x)> = J <dJ * M W * * c(tJ > °-
je l i je l i 

3 - CAS LINEAIRE 

Dans ce paragraphe, hn(Xn) prend la forme Gn.(X„ - 8n). En utilisant des 

démonstrations spécifiques à ce cas, nous obtenons des résultats de convergence avec des 

hypothèses plus faibles. 

On définit les processus (Xn) et (Wn) dans E k : 

Xn+1 = X n -a n G n (X n -8 n ) -a n U n , 

W ^ - d - a J W n + BnUn, W, = 0, 

où Gn est une variable aléatoire à valeurs matricielles k x k, Un une variable aléatoire 

dans E k , 8 n e E k , a„ e E + . 

3.1 - Convergence presque sûre dans le cas linéaire 

Théorème 3 : 
On suppose que, pour © appartenant à un ensemble de probabilité 1, les 

hypothèses suivantes sont vérifiées : 

(1) Il existe un réel X positif, un entier r, une suite croissante d'entiers (n i) 

vérifiant n i + 1 < n^ + r, une suite (p^) dans E + tels que : 

(î) ^ = 0 ( 1 ^ 2 ^ = + ^ 
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(ii) pour tout i , X (Y,^i(Gi +G))>X\iIt 

où 1̂  est l'intervalle d'entiers [n i,n i+1[. 

( 2 ) 2 a ? i G i | 2 = o(l)»ii. 
ieli 

(3) X H ei+l " ei I' = oO^i i S ai II <Gi " D w i II = o(l)|ii-
ieli ieli 

Alors, Xn + Wn - 8n ^4" 0. 

Remarques : 
1) Considérons le processus d'estimation du paramètre d'un modèle de 

régression linéaire étudié dans le paragraphe 2.1 : 

=^"iiitï^^"e)+iiiMlZn' 
On pose an = — , Gn = » " • , , u^ = min as. On a X n - 8 ^ ' 0 sous les 

na « M je l i 
hypothèses : 

i n f * Œ TiTll)>0:i<a^1 : Wn24o. i m i n — i M^ '2 

Si l'on compare au résultat déjà énoncé, on constate que la condition 
OO 

y M — Il Wn || < « p.s. n'est plus demandée. 

2) Dans le cas 8n = 8 ne dépendant pas de n et a„ = - (ona alors 

n 

Wn+1 = r ^ ^ ' ** e x i s t e u n résultat classique de convergence presque sûre de Xn 
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vers 8, sous l'hypothèse d'ergodicité du processus (Gn,Un) ; on peut appliquer ce 
résultat en particulier au cas de la régression linéaire avec bn aléatoire [11]. 

3) On constate que la suite (8n) n'est pas nécessairement convergente, il suffit 

qu'elle vérifie T , I e i " ei+i I = o O ^ i î P** exemple, pour ^ = —, a < 1, \LÀ = min 
tel; n J e ï i 

aj, on peut avoir dans le cas réel 8n+1 = 8n + - . 

Dans la démonstration du théorème, on prend pour norme matricielle la norme 
spectrale. On utilise les deux lemmes suivants : 

Lemme 4 : 

Sous les hypothèses (1), (2), on a fl J J (I - a A ) ||2 < 1 - (X + 0(1))1½. 
ieli 

Démonstration : 

On note 1¾ = a^ , QÀ = | J (I - Hj). 
i e l j 

nx+rnx 

Qi= i -Z H i + ZH>msm 
i€ \JI m=2 

avec Sm = m Zrf H i , H i 2 " ^ m ' XJ* l*-
xl>x2>...>xm 

fcle 

avec 

E,= £ (-1)-(̂  + 8̂  + (^^) (51^)- (2^) ( S (-DmSm) 
m=2 ielj iel^ iel^ m=2 
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( S (-irs;)ŒHi) + ( £ (-irsj( Z <-irsm). 
m=2 i e ^ m=2 m=2 

Sous (2), en notant Fj = 1¼ +1¾1. || ^ F j || tend vers 0 ; donc, à partir d'un 

certain rang, I - ^ Fi a toutes ses valeurs propres positives et, sous (1), on a : 

l|l-£FiH =1- xŒF^l-XHi . (3-1.2) 
i ^ m i n ielj 

On note ax = Jl* Il Hj || ; on a II Sm || < a™ ; à partir d'un certain rang, a i < 5 

; alors, sous (3.1.2), on a : 

SllsmNX«^2«i 
m>2 m>2 

(3.1.3) 

| E j £80^-0(1¾¾. (3.1.4) 

De (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4), on déduit que : 

B Q j | 2 < 1-(^ + 0(1))^. 

Lemme 5 : 
Soit (bn), (a,,), (P„), (7„), (ôn) cinq suites de réels non négatifs, \ et A des 

réels positifs tels que : 

(1) pour tout n, bn+1 < (1 - \a„ + (Sn)bn + yn + 0,,5,, ; 

OO o o o o 

(2) Ctn = O(l), X ttn = ~> X Pn < ~. X ^ < ~ ï 
1 1 1 

(3) pour tout n, 8n < A. 



170 J*M* Monnez 

A 
Alors, fim b n < — . 

X 

La démonstration de ce lemme est donnée en appendice. 

Démonstration du théorème 3 : 
A partir des définitions de X„ et Wn, on obtient, en notant Yn = ̂  + W n - 8n, 

H n = anGn , Qi - f i 0 " Hi>> Qii * I l 0 - Hi>' a i = X D Mfi H. 
ielj j=i+l ielj 

Rn = ( G n - D W n + ^ ( 8 n - 8 n + 1 ) : 

Y„i+1=Q^Yni+XaiQiiRi. (3.1.5) 
ielj 

Ona Qii=I- X H j + X (-»mSiB 
j=i+l m=2 

avec 

€[i+l,ni+1-l] 

SOUS (2), || X HJ H = °(1> ; X B Sim i ^ X tt i ^ 2 ( Xi = «K1) ; d°nC» 
j=i+l m=2 m>2 

en notant EÂ = || Y n i | | , on a : 

E i + i * Il Qi II E , + X ai II Ri II d + 0(1». 
i € l i 

Sous (1), (2), (3), d'après le lemme 4, il existe v > 0 tel que : 

E i + 1 < ( l - v | l i ) E i + 0(1¾½. 

Par application du lemme 5, avec bx = E i s 0½ = u\j, [Jj = 0, y^ = 0, on conclut 

que E^ tend vers 0. 
Sous (2), (3), il existe M > 0 tel que, pour n e lx : 
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Ï Y ^ I U M l l Y j l + o d ) ^ . 

Donc, en prenant n = n^, on a Yn +1 —» 0. Comme card lx est majoré, on 
obtient ainsi Yn —» 0. 

3.2 - Comportement asymptotique du moment d'ordre deux dans le cas 
linéaire 

Théorème 4 : 
Soit a„ = —, avec a > 0. On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 

na 

(1) Pour tout n, Gn est symétrique, de type positif. 

(2) Il existe un réel X positif, un entier r, un réel 0 < P < 1, un réel y > 1 - P 

tels que : 
(i) pour p = 1, yr* < 2X ; 

(ii) pour tout i , X v ^ , GjJ > XJta'$9 uniformément en co e Q, 
min i € l i 

où Ij est l'intervalle d'entiers [(i - l)r+l,ir]. 

(3) || Gn ||
2 = o(n2ot_P), uniformément en G). 

(4)llen-8n+1 | | =0(n-P-?). 

I 
(5)E[||(Gn-I)Wn||2]2 = 0(n«-P^. 

Alors, lim n?E [11^ + Wn- 8n||
2] < ~ 

Ce théorème est en fait un corollaire, en prenant u\x = — , de la proposition 

suivante que nous allons démontrer. 

On note Rn = (Gn -I)Wn + i (8n - 8n+1), g* = E [ ( X ^ Il Ri II ) ' ] • 
^ i€li 

Proposition 2 : 
On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 
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(1) n existe un réel X positif, un entier r, une suite croissante d'entiers 0½) 

vérifiant n i + 1 < nx + r, une suite (Uj) dans E + tels que : 

(i) Hi = o(l) ; X Vx = + °° ; 

i 

(ii) pour tout i , X ( X ai^Gi + ty) ~ ^x* uniformément en © e Q, 
min i e I i 

où 1̂  est l'intervalle d'entiers [ni,nyÉ+1[. 

(2) X a i Il G j 2 = o( l ) |^ , uniformément en ©. 

oo 

(3) X Si < °° 
i 

oo 

(4) H existe une suite (0½) dans E + vérifiant 2 r f
c t i < e o e t u n r é e l Y < *-

tels que, pour tout /8 : 

jj£f*gftt +Wi + ai + oOii». 

Soit, pour tout n, i(n) tel que ne I i (n). 

Alors, ta^E[||xn + W n - 8 j 2 ] < c 

Démonstration de la proposition 2 : 
D'après (3.1.5) dans la démonstration du théorème 3, on a, en notant 

Yn-Xn + w.-e,, n-aaa^-ITci-HO.Qi» n a - Hp : 
18½ j=i+l 

Y„ i+1=QiYni+XaiQiiRi 
ÎEl j 

|| Y n^+ l ||
2 < || Q J 2 » Yn J

2 + I X «Ai* H 2 + 2 «h*nâ - X aiQiiRi> 
ielj ieli 

Sous (1), (2), d'après le lemme 4, on a, uniformément en © : 
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| | Q J 2 < I - ( A . + O(1))^ . 

Comme y < X, il existe v > y tel que, à partir d'un certain rang : 

iQiPs i -v i i* 

Sous (2), il existe M > 0 tel que, uniformément en CD : 

Vi , V i e l , , IIQJISM. 

Alors, en notant e^ = E[ || Yn || ], on a : 

e L * (1 * v ^> e i + M2&X + 2M2eigi-

2 

En écrivant ê  < 1 + e ,̂ comme, sous (3), gx -» 0, il existe Mi > 0 tel que : 

ei+i * (1 * v^i + 2M2Si>ei + MiSi-
oo oo 

Les hypothèses u.i = o(l), J^ \ix = <», 2^ ëx < °° impliquent, d'après le 
1 1 

lemme 5, que ê  —» 0. On en déduit qu'il existe C > 0 tel que : 
e L i ^ ( 1 " v M e i + C g i . 

Sous (1), (4), l'application du lemme 2 conduit à : 

lim r^-e, <oo. 
Bx x 

Sous (2), il existe M2 > 0 tel que, pour n e \x : 

J f E [ || Yn+11|2] < M2 jj* E [ || Yn ||2] + MjH i g i . 

Comme p^gj -» 0, on a, en prenant n = n̂  : 

iir^E[||Yni+1ip] 

Comme card lx est majoré, on obtient ainsi, en notant, pour tout n, i(n) 
l'entier tel que n e lx^ : 

lînT^ûÙE[||Yn||2]<co. 
Si(n) 
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3.3 - Normalité asymptotique 

On note, pour tout n, Fn la tribu engendrée par Xl9 Gj, U p ..., Gn.j, 

Un. |f pour tout n, Rn = (Gn -1) Wn + ̂  (8n - 8n+1), pour tout i , nÀ = ( i - l ) r + 1, 

Y i = 2>rf (Rj - E [Ri / Fn ,]), où Ii est l'intervalle d'entiers [n^, n^+1[. 
^ ½ 

Théorème 5 : 

Soit an = —, avec 0 < a < 1. On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 
n a 

(1) (i) Pour tout i ,pour i e I i , Gi est Fni_rmesurable.-

(ii) n existe un entier r, une matrice carrée d'ordre k symétrique définie 
positive r tels que : 

(a) 2 X (T) > I^P-H avec p + = 1 si a = 1, p+ = 0 si a * 1 ; 
min 

(b) S G ^ T . 

(iii)n-«||Gn | |2£40. 

(2) (i) Il existe une variable aléatoire R dans R + telle que, pour tout n, 

llRnll SR. 

(ii) ^ X ^ i / F n ^ - i l ^ O -

(iii) Il existe une matrice carrée d'ordre k, Z, un réel C > 0 tels que 

C > | | E [ Y i Y i / F n r I ] - S | I ? 4 a 

On note A la réduite diagonale de I \ P la matrice orthogonale de passage 
telles que PTP = A, M la matrice d'élément général (ij), M ^ = 
(P'LP)<iJ>(A<"> + A<ii> - i^p+y1. 

- 25 

Alors, n2(Xn + Wn - 8n) -> W (0,PMF). 

Ce théorème est un corollaire d'un théorème de Fabian [7] ; sa démonstration est 

donnée dans l'appendice. 
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APPENDICE 

1 - Démonstration du lemme 5 
n 

On note cn = Xan - Pn, An = yn + - pn , f | = f j (1 - ck) pour j < n, 
K jn k=j+l 

H = 1 pour j > n. 
jn 

Sous (2), cn —» 0 ; on suppose que, pour tout n, 1 - cn > 0. Sous (3), on obtient : 

n n 

On > I jn A j = l jn 

Sous (2), j j : -» 0 ; X I I cj ~» L D o n c : 

On j= l jn 

l i m b n + 1 < £ + l i r n X I I A j -
k Pi Jn 

n 

Soit e > 0 ; soit 1¾ tel que, pour tout n > n0, on ait ^ c{ > Log - ; soit, pour 
1 e 

n 

n > ^ , K(n) = max { k : X ci > L o ê ~J • ° n a : ° - K ( n ) < "• K<n> - K<n + 1 ) j 

i=k+l e 

K ( n ) - > «e. 

On considère la décomposition : 

iru-ïnn^ xru 
j=l jn j=l K(n)njK(n) j = K ( n > l jn 
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On a : f x < exp(- X cj) < e ; P0"* tout ^ P' i l ~ 1 1 ( 1 + Pj> < °° ; 

K(n)n j=K(n)+l ip l 

oo n 

à partir d'un certain rang, ^ Aj < e. On en déduit que lim ^ ^ Ĵ  Aj = 0, donc 
j=K(n)+l j=l jn 

A 

2 - Démonstration du lemme 2 

On note ^ = ¾1 bn. Sous (1), (2), (3), (4), on a : 
on 

C i * (1 - (X - YK + Y„ + o(aJ)bi + 118,,(1 + ̂  + yn + o(aj). 

Soit 0 < € < 1. Sous (2) et (4), il existe n0 tel que, pour n > n0 : 

bn+i < (1 - (X - y)(l - £)3,, + Y„)bn + |i(l + e)V 

— i u, 1 + e . 
On peut appliquer le lemme 5 : lim bn+i ^ ; comme e est quel-

k - y l - E 

conque, lim bn+i < . 
X - y 

3 - Démonstration du théorème 5 

Théorème (Fabian [7]) : 
Soit, pour tout n, Un, Vn, Tn des variables aléatoires dans Rk, Tn, On des 
variables aléatoires matricielles carrées d'ordre k, définies sur un espace 
probabilisé (Q,Q,P) ; soit un réel 0 < a < 1, un réel P > 0 tels que : 

Un+1 = d - n-*rn)Un + n-<«+P>/20nVn + n'«-^Tn. 

Soit (Fn) une suite non décroissante de sous-tribus de Cl. 

On suppose les hypothèses suivantes vérifiées : 

(1) (i) Pour tout n, rn est Fn-mesurable. 
(ii) Il existe une matrice carrée d'ordre k symétrique définie positive T 
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telle que : 
(a) 2 X (T) > P+ avec p+ = p si a = 1, p+ = 0 si a ^ l ; 

min 

(b) rn**r. 

(2) (î) Pour tout n, On_^ est Fn-mesurable. 
p.s. 

(îî) Il existe une matrice carrée d'ordre k, O, telle que On —» <ï>. 

(3) (î) Pour tout n,Vn_! est Fn-mesurable. 

(ii) Pour tout n, E [Vn/Fn] = 0 p.s. 

(iii) H existe une matrice carrée d'ordre k, I , un réel C > 0 tels que : 

C > | E [ V n M ; / F J - Z | * * 0 . 

(iv) Pour tout r > 0, lim o^ = 0, avec o^ = E [I{ j V- (1¾01} I v j 121» 
j—>oo J 

n 

ou, pour a = 1, lim - 7^ o] = 0. 
n">~ % l 

(4) Il existe T € Rk tel que Tn^4'T ou K [ II Tn - T || ] -» 0. 

On note A la réduite diagonale de T, P la matrice orthogonale de passage telles 

que PTP = A, M la matrice d'élément général (i,j), M<*J> = (P'<D210,P)<iJ)(A<"> 

+ A^> - P+)-1. 

Alors, n 2 U n 4 N ((T - (p+ / 2)1)-¾ PMP'). 

Démonstration du théorème 5 : 
D'après (3.1.5) dans la démonstration du théorème 3, on a, en notant 

H, = n-«Gn, Q̂  = I I (1 - ^ Ou = I I 0 Hj), Sm = X H^H^.H^ 
iel^ j=i+l Xx>X2>..>Xm 

pour i j € I;, Sm = X H i H ^ , Yn = X„ + Wn - 8n, E , = Yn i : 
X]>X2>...>Xm 

€[i+l,ir] 

Ei+isQiEi+Xi-BQiiRi 
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3a 

E i + , - Q i E i + ( i i ï « Y i + i a T i 

avec T, = i T ( £ i ° Q i i R i - <*>* Y i ) -

Sous (li), Qj est Fnj.,-mesurable. 

ielx m=2 

r 

= I - (ir)a X Gi " X 0 - W ^ H i + X (-l)"Sm-
iel^ iel^ m=2 

Pour tout i , pour i e I j , il existe P > 0 tel que 1 - i^ir)"* < P(ir)-0. 

a 
Sous (liii), i2 Hj ^ ' 0 ; d'après (3.1.3) dans la démonstration du lemme 4, on a à 

partir d'un certain rang : 

ÉlsJ«ŒiHj)a-
m=2 16½ 

On en déduit que : 

r 

i€ Î g m=2 

Sous (lii), i a ( i r ) " a X G i ^ ^ - D o n c » o n P e u t é c r i r e : 

Q^ = I - i-° tr i , avec 1^*$ r a r . 

On va appliquer le théorème de Fabian, en prenant Ox = I, V^ = r^Y^, p = a. 
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Comme, sous (2i), i Yx || est majorée par une variable aléatoire, l'hypothèse 
concernant c? est vérifiée. 

j» r 

Montrons que T^ —» 0. 

Xr XT-Ï 

On a Cb = I - X H j + X (-irsto 
j=i+l m=2 

Te = iT((ir)^ X E I R i / ^ J + X i " 0 ^ 1 " iaWr)-«)I 
16½ 16½ 

ir ^r-i 

j=i+l m=2 

3a _ 

Sous (2) : Z 2 (ir)-a £ E ^ / Fn rJ * * 0 

i 2 2 . / ^ 1 " ia(^r)'a)Ri ̂  0. 
feli 

*- i 2 

Sous (liii) et (2), en majorant ^ || S ^ Il par 2^ 2 ^ || Hj || ) , on déduit que iiHiii;2 

m=2 i e l j 

3a ir ir-i 

*2 X K- Z Hj + X HrSimVi ** o. 
iel^ j=i+l m=2 

Donc, Tx ^4' 0. 

On applique alors le théorème de Fabian : 

- 25 
i 2 E i - » N (O.PMÏF) 

avec M<ij) = r ^ P ' Z P ^ A ^ + A®> - 1^+)-1. 
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Donc : n2 Ynjt - » !N (0,PMF) avec M = r^M^ 
a a a a 

Or : n2 YJ^l - n
2 Yn = -n"2 GnYn + n"2 R„. Sous (liii) et (2i), comme card lx est 

majoré, on obtient : 

- 35 
n2Yn-=>N(0,PMF). 
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