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XIX.1

Proposition 7 : Soit E un espace vectoriel normé dont la boule unité

est désignée par U et soit AcE. A est contenue dans un sous-es ace de

dimension finie si et seulement si i 1 exi ste n E N te .i (lue d 
n 
(A, U) = 0 .

Démonstration : la nécessité est immédiat,e.

Supposons donc que d 
il 
(A,lJ) = 0 et supposons qu’ il exi ste, dan s A,

n+l éléments linéairement indépendants (x1,x2,...,xn+1)’ Il existe alors

n+l é léments de E’ dual de E) tels que1 2""*’ n+l

(pour tout 
1 l exi ste en outre () &#x3E; 0 tel que

Posons donc

Puisque d n ~~, U~ = 0, il existe uii sous-espace F de E de dimension inf é-

rieure à n tel que

Par conséquent, chaque xi peut se mettre sous la forme

Les éléments z.(i=1,2,...,n+l) étant linéairement dépendants, on a
1
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En outre :

Donc : :

Ce qui est contradictoire et A ne peut donc contenir plus de n éléments

linéairement indépendants, cqfd.

Proposition 8 : soient E et F deux espaces normés et T : E - F linéaire

continue. Soit U(resp.V) la boule unité de E (resp.F). Pour tout AcE
et tout on a :
-- 

- --.+ -

Démonstration : c’est immédiat si d ~A, U~ _ et 

Si et d m (TU, V) = 0, le résultat reste encore vrai (avec la

convention 0) car TU est contenu dans un sous-espace de F de dimen-

sion m, donc aussi TA ; et par conséquent d m+n ~TA,V~ = 0 .

Supposons donc d m ~A,U~  +(.0.

Si il existe un sous-espace E de E de dimen-
sion n et un sous-espace F1 de F de dimension m tels que :

Alors

D’ où le résultat.
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Proposition 9 : Si E est un espace vectoriel normé de dimension au

moins égale à n+1 et si U désigne sa boule unité fermée on a :

Démonstration : soit E n un sous-espace de E de dimension égale à n et

soit X E EN E ; on démontre f acï lement par un raisonnement de compacité
n

qu’il existe tel que

Posons z = 1(x-y) . Alors ( z - 1 et d z, E - 1. Donc pour taut sous-espace
a 

Y ,) n 
P P

E n de dimension n, la "déviation" de U relativement à E n est égale à un.

cqfd.

Le résultat suivant est nettement plus difficile à démontrer.

Aussi, nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage de Lorentz "Approximation
of functions" p.137-138.

Théoréme 1 Gokhberg-Krein : si E est un Banach dont la boule unité

fermée est U, pour tout sous-espace vectoriel E n+ Ide dimension n+l,
on a :

Ce théorème nous permettra de calculer des épaisseurs
d’ellipsoïdes. Nous introduisons auparavant une définition.

Définition : Soit E un espace normé et Ac C ; A est dite de pleine

approximation s’il existe une suite (6 ) de réels &#x3E;0 telle que bnio et
- 

. 

n n

une suite croissante (E ) de sous-espaces de E de dimension n, telles
n

que :
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Proposition 10 : Si E est un Banach et si A c E est de pleine approxi-

mation (relativement à la , alors :
.r nrn r n n n E _-.

En outre :

Démonstration : il est clairque

et

Donc, d’après le théorème 1

Il est clair en outre que le sous-espace En est extrémal, c’est-à-dire
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Remarque : dans la démonstration on a seulement utilisé deux proprié-
tés :

Donc la proposition est vraie pour t,uut satisfaisant à ces conditions

n 

Comme application, qui sera fondamentale dans la suite, en a

la situation suivante :

Soit E= oit (ô ) 1B,- une sui te de nombres réels
’ 

n 

telle que b Il &#x3E;0 et 6ri 10. Soit 11 il de l’ foi me par les suites

dont les coordonnées d’indices strictement Et n+1 sont nulles.

(A est 11 il 

Il est clair que .A satisfait aux L&#x3E;i:iliLiviis de la remarque

ci-dessus. Donc = ’B1’ ~ i 1 Il.

Donnons (Iiii lie les épaisseurs àDonnons e111111 une prprt qui lie les n épaisseurs a

11 c-entro pie.

Soit U un disque équilibre absorbant de l’espace vectoriel E. On écrira

d n au lieu de d n (A,lJ) . Si t&#x3E; 0, on pose

(avec la convention On a alors la :

Proposition 11 : 0

Démon s t ra t i on : c’est trivial si m(7-) = +- -
Supposons donc m( t)  +00. Puisque d /~B~T ? si m(t) -=5 il existe un sous-

espace E ID de E de dimension m=m(t) tel que
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valable pour tout disque absorbant U de E, tout disque U’ de E et tout

B c E.

Donc :

en vertu du fait que U est convexe équilibré,

On a

0 r,

(en vertu de la proposition 1 de l’expose 18 et de la convexité de U).
En outre, d’après la proposition 6 de l’exposé 18

Il suff it alors de rendre le lo arithme et de rendre t = 1 a c fd.Il suffit alors de prendre le logarithme et de prendre t e qfd.
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§ 3. INDICE DE CONVERGENCE D’UNE SUITE

Définition : Soit suite de nombre réels positifs telle que
20132013201320132013201320132013 ’ n n
b 1 0. On appelle indice de convergence de cette suite et on note X((b ) )
n nn

le nombre

où N (b ) a la signification usuelle.
ex n

Si b 1 a &#x3E; 0, il est commode de définir À«b ) ) par Â«b ) ) = +J.
n nn nn

Quand aucune confusion ne sera possible, on notera X au lieu de ,((b .
nn

Proposition 12 : On a, si b 1 0-- -- --- - n

où n(£) = sup ~n ~ n E N, E 3.

Démonstration :

C’est trivial, si s = Sinon, soit a &#x3E; s ; il existe alors c 
o 

&#x3E; 0 tel

que a - E0&#x3E; s et alors

(si n suffisamment grand) ;

donc : o

2) Démontrons maintenant que s  Â«b ) ).
nn

C’est trivial si Â«b ) ) = Sinon, soit a E IR, tel que a &#x3E; X((b ) ).nn nn

Alors nba 0, et par conséquent
n
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à partir d’un certain n .

Donc

Il reste donc à démontrer que s

avec m = n(bn~. Donc

Proposition 13 s 1) Soit 0  oc  °° et b 1 0. Alors

(avec la convention § = 0 = 00)

Plus généralement, si b 10, an 10 et si
--. - n n

existe 
@

alors

et si l’on pose
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Démonstration : 1) est trivial si X((b 1 1 = +00 ou si ~,( (b ~ ~ - 0.
n il n n

Dans le cas contraire, il suffit d’utiliser la formule

Pour démontrer 2), remarquons d’abord que v . Donc
n n

et

Il reste à démontrer l’inégalité inverse.

Supposons que A((b ) )  a et soit v tel que
n Il 

1

Alors, b 
n 

à partir d’un certain n ; donc
n o

et

Théorème : : On a

Démonstration : Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme : : Pour tout entier p
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quand m -9 co .

En effet, et d’autre part, d’après la formule

de Stirling

on a :

Par conséquent,

tend vers 1, quand cqfd.

Démontrons maintenant le théorème : Puisque (b ) est décroissante, il est
n

clair que 
-n - -

Donc le résultat est démontré si À = +00. Supposons Â  +00 et soit a tel

que 2a ; alors E ba  +00 et par conséquent n ba  1, à partir d’un cer--
n n

tain no ; ou encore
o

Pnisque ceci est vrai pour tout a &#x3E; X, 1 on a le résultat.Puisque ceci est vrai pour tout a &#x3E; n, donc - - &#x3E; - - , on a le résultat.
l, B0

Application : Si on a 
r r rrn ’ 

n n
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En effet, on a vu (proposition 11) que

donc

Par conséquent

donc

§ 4. PROPRIETES DES EXPOSANTS DE VOLUIOE

2. Si E est un espace vectoriel normé et si U désigne sa boule

unité et si A est borné

Proposition 14 : Si E est un e.v. normé, U sa boule unité et si A est

précom act alors

Preuve : Soit T : : E ~E, linéaire continue de rang m
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l)OI1C : 

Posons EV(A,U) = a ; si EV(A,U) &#x3E; -d (d &#x3E; 0), il existe donc une suite

extraite fmk1 telle que t 
-

et par conséquent

Posons ck = 1 d ; alors ck 0 ,et , en remplaçant.dans la formule ci-dessus,k d ’ ’ k
e Mk

e par ck

Par suite

Si d t -a f 0, on en déduit A U &#x3E; - ’, p() 
a

Si d t 0, on en déduit p (A,U - 0, cqfd

soit M(A,ÊU) et on continue le raisonnement comme

ci-dessus.

Application : Soit E ~ = lq (1 ~ q ~ 00) et U sa boule unité. Soit

E E 
telle que 0, b &#x3E; 0 pour tout n. Posons’ " 

n 
’ 

n 
"
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~ p ~ 00). Si p &#x3E; q, on supposera que

Alors

En effet,

où

et on a gagné.

On procède de même pour l’estimation (2).


