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XX.1

Dans tout cet exposé E désignera un espace norme, U sa boule 

Lemme : Soit A un compact de E ; il existe une suite 
2013201320132013 .--.-- .. - .. - ... n n 

20132013201320132013201320132013

de A telle que

où E désigne l’espace vectoriel entendre ar les x. d’indice i ~ n.

C’est absolument immédiat.

On posera [O}, a - d(x n+ l’ ~ E ) ; il est alors clair que la

suite décroissante et que

Si en outre A est disqué et si ait 
= 0, on peut supposer x n+ 1 

= 0, ce que

nous ferons par la suite.

Enfin, si t &#x3E; 0, on posera

Naturellement cette définition garde un sens pour toute suite numérique
décroissante (a n ).

A étant compact, pour tout t l(t) est fini ; en outre la fonction

t -~ 1 ( t ~ a les propriétés suivantes :

elle l le s’ annule pour 0   t  a

. elle a des sauts égaux à un aux points t = 201320132013 .

~"k-1

Théorème 1 : Soit A un compacte disque de E ; on a c &#x3E; 0 suffisam-

ment petit
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Démonstration : Soit n tel que a 
n 

&#x3E; 0 et sdt A 
n 

l’enveloppe convexe équi -
libre des x , i  n. Alors A CA et par conséquenti n

Soient et y2 deux points distincts de An :

et soit i = max
o

alors

Pal’ COIlséquent, si A’ désigne le sous-ensemble (fini) de A formé des x de
n n

la f orme

A’ est une partie E:U- discernable c~e A .
Il n

Donnons une borne inférieure pour card A’.
n

L’application T : est un isomorphisme de mn

sur E . T fait correspondre à A "l’octaèdre" B :
n 

p 
n n

et à At, l’ensemble des points à coordonnées entières situés dans cet
n

octaèdre , soit A" .
n

àlaintenant, les pavés de centre dans A" et d’arête égale à 2 :
n
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forment un recouvrement de B ; donc
n

(vol est l’abréviation de volume). Or

Donc

et

Mais

et

Corollaire : Si (d ) désigne la suite des n - épaisseurs de A, 2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 201320132013 n)n 201320132013201320132013Et20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013t.201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 

et

Démonstration : 
l 

~11 ..
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et

La suite du corollaire résulte de

cqfd

Théorème 2 : Supposons que E soit un Banach 
et que 

.. 

le compact disque A de

E soit de pleine approximation relativement à la suite (a ,E ). Alors, pour
tout n, d (A,U) = a ; de plus. si l’on pose

On a :

Démonstration : Soient An = An En et U n = UnE; n alors, pour tout entier,

Mais d’après le lemme suivant (Lorentz) : :

Lemme : Soit fei, i= 1,...,ni une base de E telle que, pour tout k-n,
i 

n

l’espace vectoriel engendré par les e , i d’indice 1 £ k SOItidentique à l’es-

pace E.. Alors :

On peut écrire
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On raisonne alors comme dans le théorème précèdent pour obtenir la première

inégalité. En raisonnant comme dans le corollaire, on obtient

Mais on a vu que l’on a toujours ,«dn)n ). D’ où le second résul-
n n

tat du théorème 2. cqfd

Preuve du lemme (énoncé ci-dessus). Cette preuve est longue et nécessite

beaucoup de notations.

Considérons tout il’ a b 0 r rl l’ l SOIn 0 r phi S 111 e

de ]Rn sur E 
n 

et posons T = J-l. Notons TU parn n

Soit

De plus, FI désignera l’espace vectoriel engendré par les vecteurs Te i
avec i &#x3E; k, P (resp. Q , ) la projection tie IIZn sur FI (resp E’ ) avec

k 1,  k k
k = n - 1 k - l, ... ,n , k (resp.  ) la mesure de Lebesgue

sur FI (resp. El) et S, ( 
~ 

) . ,~ de F’ sur FIk " k k a. k k

Commençons par montrer le résultat suivant :

"Si a E FI et si E’(a) désigne la section de E’ 1 en a, on a pour toutk

Posons pour celit C ¡..." = pE’(a) + (1-p) E’ (-a). Comme El est

convexe, on a, pour tout p de [o,il, -1

Mais par un théorème de Brun-!inkoBBiski
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si 0  p ~ 1 ; et comme

c’est donc que

avec h - 2p - 1. (1) est donc établi.

Revenons à la démonstration du lemme. On veut montrer que

On a, si E 0 désigne l’ensemble [01,

donc

Posons alors

et

Bien entendu

Pour montrer (2), nous allons montrer que :
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On a

et par (1~

D’autre part, si k = 1,...,n-1

où la section de Mk en x.

Mais :

d’où

En outre, pour tout x de P D et pour tout k tel que 2 ~ 
k v n-1

avec par conséquent

D’où, par (1)
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On a donc obtenu (3), qui implique (2). cqfd

Théorème 3 : Si E est un Hilbert et si A est un a :

Démonstration.: Reprenons la démonstration du théorème 1, A n désignant
toujours l’enveloppe convexe équilibrée des xi, i s n. Notons mE la me-MÈ
sure de Haar sur E n te l le que 

n

où c est le volume de la boule euclidienne de 
n

Comme E est un Hilbert, on a :

d’où

et par conséquent

a.

Le deuxième membre de cette inégalité est égal à -1/X«---!» d’après le théo-
i

rème du §3 de l’exposé N° 19. D’où le théorème.

Si de plus, ai 10, alors
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et

Corollaire : : Sous les hypothè se s du théorème 5 , on a

Démonstration : On a

Lemme : Soit A un compact de l’Hilbert E, soit la suite (x ,E )
n n n

définie comme dans le lemme 1. . Soit une famille orthonormée de E telle
l

que l’espace vectoriel engendré par les e., i - n soit identique à En. Soit

H1 le sous espace vectoriel fermé lit’ H engendre par les ei et soit

Alors

Si en outre

Démonstration : Posons = 

x . Par hypothèse, si x E A1 on a

Si l’on suppose ((a  2, il existe un e &#x3E; 0, tel que
nn
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Posons

Je dis que L b2  +00 ; en effet, puisque n E a n 2-c  +, on a

n n n n

pour n assez grand m) ; donc pour ces n

et

Donc, si n

et

(avec a et p constantes indépendantes de n)

Il reste à montrer qu’il existe M 
 +00 tel que

or

et
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Corollaire : Si H est un Hilbert séparable et 
A dis ue tel -

EV(A)  -1, alors l’application H -H est d’Hilbert-Schmidt.

Il en sera ainsi en particulier si p(A,U)  1.

Si A est en outre de pleine approx.imation H - H est d’Hilbert-Schmidt

p(A,U)  2.

Preuve : En effet, on a vu que

Mais

Donc, par ~

et puisque

avec est d’Hilbert-Schmidt.
/

Maintenant, si A est de pleine approximation, on a vu que

Remarque : Si A est un disque compact d’un Hilbert, 
on a :


