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Comme dans l’exposé précédent, K est un espace uniforme pré-

compact et métrisable, d une distance sur K compatible avec la structure

uniforme de K, (E, 8) un espace métrique complet et X : une

fonction aléatoire. De plus, dans cet exposé, T) désignera une fonction
de dans telle que pour tout a &#x3E; 0, h~~(h,a) est une

fonction croissanteet Tl(h,a) -+0 quand h - 00

Dans ce qi suit, quand il n’y aura aucun risque de confusion,
- --

on notera aussi par X une version arbitraire de X.

Dans l’exposé XXI, nous avions été amené à considérer la condition

suivante :

(A) "Il existe une suite (M ,ex , b) d’ é léments de P(K) x IR+ x lR+ telleB / ’ 
n n n n -M- 

Nous avions montré (corollaire 2, proposition que si X

est continue et satisfait (A), alors X est à trajectoires uniformément

continues sur K.

Dans cet exposé nous avons l’intention de donner des applications
de ce résultat. On a trivialement le

Théorème XXII : : Supposons X : continue. Alors, si la con-

dition (C) :

(C) "il existe deux suites (ex) et (b ) de réels &#x3E;0, telles queB / B 
nn 

B 
nn 

? 
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est satisfaite , X est à trajectoires uniformément continues sur K.

Remarque 1 : Rappelons (voir exposé XVIII) que

Log est llentropie de K par rapport à Kn+ 1 -î( n+ 1
et d et que

On obtient ainsi des conditions suffisantes analogues à (C) en remplaçant
ou 

Remarque 2 : Nous verrons plus loin que l’on peut améliorer la condition

(C) dans la cas oh K est un compact convexe de R o

Définition : On dira qu’on a la condition (A ~,K,d) (resp. la condition

l’on a : 
T, , 

~ 
"Il existe une suite (M d’éléments de telle que

n n n n ’ ’ 

(M ?a ) satisfait (PK d)’ et’ 
n n Kd n n

(resp. "Il existe une suite (a , b d’ éléments de telle que’ ~ ~ 
n n n ~ ~11- 

Remarque 3 : Dans le § 1, nous verrons que l’on peut avoir la condition

sans avoir la condition et qu’il existe des fonctions n

pour lesquelles les conditions et sont équivalentes.

Remarque 4 : La condition est plus maniable que la condition

(A ,K,d ). Notons que P(Kdoc )-0 quand (si K est infini),
n+1 n

tandis que 1(3a ?b ) -0 quand 
n n

Dans ce qui suit, on écrira P(K;d,a lieu de P(K;K,d,a n+ 1)0
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Bien entendu si satisfait

dès que et (resp. est vérifiée, alors X
est à trajectoires uniformément continues sur Ke

Donnons dès maintenant un exemple : soit X : i une

fonction aléatoire du mouvement brownien à k paramètres de temps et soit

e ( la norme euclidienne sur :nk. X satisfait donc

avec

Comme pour tout compact K de IRk, il existe une constante réelle &#x3E;0, C K 5
telle que pour E:&#x3E;O suffisamment petit

et que si y la série de terme général

k
converge, X est donc à trajectoires continues sur ]R o
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§ 1. COMPARAISONS DES CONDITIONS

1) Nous allons commencer par comparer D! (3oc ) et cardm .
n n n+1 

*

Théorème (XXII,1;1 : soit K un compact d’un espace vectoriel normé

de norme Si K est convexe et si (M ,0: ) est une suite d’ é léments de
n n

P(K) x aR+ satisfaisant Il.11)’ , alors

Démonstration (simple) : : Par déf initionl 2oc est la famille des par-2013201320132013201320132013201320132013 B f. / 
n n 

ties de K à deux éléments s et t tels que ~ s, t~ ou (t, s) appartienne à

M x M et Trivialement

avec

Mais, par définition même de M ,
n

donc

D’ autre part, si card(M M )2 . alors :n+1 n’

Sinon il existerait s 6M , tel que pour tout distinct de s, on
on 

.L " 

n

ait I) s-t I &#x3E; 2a o Par suite, si  t pM et si s1 est le point du"’ 
n v v V 11 1 
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segment tel que , on a pour but t’ EMn

ce qui contredit la définition de Mn , puisque s1 E K.
Par suite, en appliquant (1) à chaque on déduit

Théorème (XXII,1:2) : : Soient S un corps convexe borné de :Bk, Ps la

jauge de S et K un compact de R ,d’intérieur non vide. Soient une

suite de parties a 
n 

S-discernables de K et (a ) une suite de réels &#x3E;0.
20132013201320132013201320132013c20132013201320132013 20132013 B 201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013

Si la suite i(mn oc n)n satisfait alors

si, de plus, K est convexe, alors

Remarque :

Démonstration : Tout d’abord, pour tout s 6 M  , , le nombre d’éléments

de M 
n 

tels que 
n 

est au plus égal à M(s+3a n S, a n S~ , donc au

plus égal à 4k cf, proposition 6, § 1, exposé XVIII).
En outre, K ayant un point intérieur, toujours d’après la proposition 6

donc
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D’où. si K est convexe

Remarque e st une
. - ....... 11

suite de réels &#x3E; U, telle que 2 j0. si NI =M (2 ) exemple suite 
de -i 

&#x3E;0, telle que sî 
n k n 

[cf. exemple 
. , 

-L J*

et si d est la distance associée à la norme 9 alors

2) Conséquences
a) Si X : unïf ormément cont.nues sur K,
la condition (A) n’est pas toujours satisfaites

Considérons pour cela l’exemple suivant : prenons pour K le

compact [0~1] de lR, pour d la distance (x,y) -- )x-y) et pour X la fonction

aléatoire t - tY 
o 

de [0,1J dans où Y 
0 

est une variable aléatoire

réelle relative à loi celle de Cauchy, cest-à-dire

(donc

On a :

- X est à trajectoires (uniformément) continues sur [0?1] ;

d’où. quelles que soient les suites (M .a) et (b) telles que (M " " ’ n n n ’ 
n n 

’ 
n n n

vérifie ,B et E b , la série de terme l u divergevérifi-e P’("’ et E n b n -, la séri-t-- de -terme génér--! u 
n 

dIverge.
n n 

’ 

n

La condition (A) n’est donc pas vérifiée,. cqfd
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b) La condition (A~ ~ d) peut être satisute sans que (C ~ d) le soit.

Il suffit de considérer une fonction aléatoire réelle

X:[0,1]-~L~(Q,P) satisfaisant :

pour tout s, t dans [0,1] et pour tout a&#x3E; 0, avec

où y est constante. On prend K = ~0,1~, d la distance (x, y) - 1 x - yi.
ne peut être satisfaite, car il existe C &#x3E; 0, tel que

pour toutes les suites (ex) 
n 

et b de réels &#x3E; 0 vérif iant OE j0 et
’ 
n n 

’ 
n n n

I fi b n +00. Par contre (A 1, 0,1 , d est vérif iée : il suffit de prendre

une suite de parties de K telle que

vérifie

Remar ue : il en est ainsi de la fonction aléatoire t - t Y0de 0,1
dans avec Y variable aléatoire réelle, dont la loi est la loi

. 3 ..

stable d’indice % (cf. définition § 5, exposé XV).2

c) Comme application immédiate du théorème XXII,1;2 nous avons le

Théorème G un espace vectoriel normé de dimension finie

k. Soit T) une fonction de R dans R telle 

tout a &#x3E; 0, est une fonction croissante et T1(h,a) -~ 0, quand h -~ 0.
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Soit une fonction aléatoire telle ue, our tout couple

~ ~ i s~ de G vérifiant on ai t

Alors, s’il existe deux suites de rée 1 s &#x3E; 0 , te lle s que

X est à trajectoires continues sur G.

Remar ue : Malheureusement, si K est un compact convexe d’un espace
vectoriel normé de dimension infinie, nous n’avons pu généraliser le

théorème ( XXII , 1 ; 2 ) . Nous ne savons même pas, si l’ on a toujours
card Mn+1 

~ O. Pour K fixé, on peut chercher à déterminer de manière

n n

précise bien qu’une estimation non grossière de card (30: )n n n n

ne soit pas toujours intéressante dans l’étude de la convergence de la

série de terme général u - Novs allons, dans ce
n n n n n

qui suit, donner un exemple de calcul de card ilt (30E ) sans nous pr’ eoccu--
n n

per de la série u n

Exem le : Prenons G = c 0 est l’ espace de Banach formé de s suite s numé-

riques tendant vers zéro avec la norme uniforme) ; soit a.. une suite
1 1

de réels &#x3E; 0 , telle que Soit la norme usuelle dans G et

U= c Considérons K= y= (x a ~ , 9 sup lx 1 ~ 1}.o ce 0 n n n n n 1

K est bien un compact convexe de e 0.o
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- Déterminons d’ abord un cu-réseau pour K. Posons, pour tout n,

Soit, pour tout la suite où :

On vérifie que P (e) est un éU n -réseau pour K n et que Pn(c) est

EU -discernable.
n

Considérons alors, pour tout c &#x3E; 0, le nombre f(c) = supf n 2 et le

sous-ensemble R(c) de K défini comme suit :

R(c) est un cu-réseau pour K et est une partie EU-discernable. Remarquons

que

avec est entier, sinon.

- Estimons maintenant lorsque (
n n ~

On supposera pour cela que pour tout
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On a l’ e stimation immédiat

part, on sait que :

"estimation grossiére" : : card

"estimation inférieure" : card

en considérant les rapports

on a

Il est alors immédiat que l’ estimatïon (1) est bien meilleure que l’esti-

mation grossière.

3) Donnons maintenant un cas où et C ’ , K , d sont équivalentes.

Théorème X.II,1;4 : Soient a un réel &#x3E;0 et : : fonction
. 

"

croissante telle que -&#x3E; o, quand h-0. Soit K un espace uniforme pré-
. 

w 

compact et métrisable et soit d une distance sur K compatible avec la

structure uniforme de K.

Considérons la f onetîoii :
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; Alors :

1 la condition est satisfaite si et seulement si il existe

deux suites (a ) 
n 

et (b n 
n 

de réels &#x3E;0, telles que oc n 10, Zb 00 et la

! série (s) de terme général P(K;d,a n+ 1) T)(3a ,b ) est eonvergente.

plus, pour que (S) soit convergente, il faut que

j si (a ) 
n 

est une suite de réels &#x3E; 0 , telle que a et (1) est
n n n

/ alorssi la série de terme général converge (ou s’ il
° 

h 
’ 

n 
-

.existe un réel M&#x3E;0 et un entier n 0 tel que
o

la condition est vérifiée

id) si K est un compact convexe d’un espace vectoriel norme 
1 

les

conditions et (ATl,K,I’.II) sont équivalentes.......------....: o 

" 
" 

111) sont 
" 

_

Démonstration : Remarquons tout d’abord que la anvergence de la série

7 (3a b ) implique celle de la série
il n+l n n

Posons

Montrons : Supposons la u convergente et montrons que
n n

11 on a Il

On a :
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c ’ e st-à-di re

La série Eu étant convergente, il existe un réel&#x3E; 0 M tel que
n n 0

(Sinon, il existerait une sous-suite w telle que

ce qui est impossible). n k

Montrons alors que la série de terme général
est convergente. a

et ainsi, par ~ 2~ ,

Par suite, la série de terme général v n converge et est donc
n 

satisfaite.

D’ autre part, d’ aprè s ~ 2~ , si on a aussi

n a co , c’ est-à-dire 1 .n n

Montrons ii). existe M &#x3E; 0 et n E N , tel 
2013201320132013201320132013201320132013 

°2 1 K n

n n0) , on a, en prenant b = a . ( 1 /) .j , convergence de la série
o n fi M 7t

E u , si la série 57, a converge. D’autre part, si les séries 7, a
n n n n n n

et E .3a sont convergente s, on a, en posant 
n v 

, 

n n 
B 

n n
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convergentes, on a, en posant bn = sup

par conséquent ~C ’~ , K , d ~ est vérifiée.

Enfin, on a iii), d’après la partie i) de ce théorème et le théorème

Remarque : Si c est une suite de réels &#x3E; 0 , telle que c j.0y on a
nn n

équivalence de :
- il existe P réel &#x3E; 0 tel que

- il existe P’ réel &#x3E; 0 tel que

vergee C’est ceci qui nous a amenés à considérer le cas

Log n , pour K n 0

4) Terminons ce paragraphe en faisant une remarque sur la famille e des

suites (M,a ,b) d’ éléments de telles que (M n 1oc n) nvérif ie
n n n " n n n

Nous allons montrer (au moyen d’un exemple) que l’ on peut trouver des

suites (M n a , ,b) n n de f pour lesquelles il existe une autre suite

(P ,fi ) extraite de la suite (M ,a ) telle queB 
n n 

B 
n n 

quelle que soit la suite ~b’~ de réels &#x3E;0 vérifiant
n n
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Exemple : : Soit a un réel &#x3E; 0 , inférieur à ! ~ Soit e un réel &#x3E; 0 et

soit x : une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée
telle que

pour tous les s et t dans [0, 1] verîfiant iis-til.  c o

On en dédit

avec

d’ où

Par conséquent, si est une suite de réels &#x3E; 0 , s et B deux réels

&#x3E;0 tels que oc si n grand), on a é q uivalence de :
n n ilsn

1. il existe une suite (b ) de réels &#x3E;0, telle- que’ 
n n
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2. La série S de terme générale converge.

On constate immédiatement que :
- si oc = 

A ,"2n S converge pour tout 0 &#x3E; 0 (donc pour tout 0 &#x3E; 0 ,- si = &#x26; /2n , S e converge pour tout 0&#x3E;0 (donc pour tout 0 ?
est satisfaite) ;

e-
converge si et seulement si

converge si et seulement si

diverge pour tout 9,,

§ 2. FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES A TRAJECTOIRES CONTINUES

Dans ce paragraphe, nous allons donner une condition suffisan-

te pour qu’une fonction aléatoire gaussienne soit à trajectoires conti-

nues sur un compact Ke Cette condition redonne un théorème de FERNIQUE

(Continuité des processus gaussiens, C. Ro Ae S. Paris 258 (1964, 6058-60)Ôe

Commençons par rappeler quelques définitions.
Une variable aléatoire réelle gaussienne f relative à un espace probabi-
lisé (0,P) admet des moments de tous ordres. Elle est dite centrée si

Une fonction aléatoire réelle f : est dite gaussienne (centrée)
si toute combinaison linéaire des variables aléatoires f(t) ( t E T) est

gaussienne (centrée). Si H est un espace de Hilbert réel, une fonction

aléatoire f : linéaire gaussienne est dite canonique ou nor-

male si la transformée de Fourier de la probabilité cylindrique Àf sur H,
20132013201320132013 j

associée à f, est la fonction de H’ dans 
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Théorème (XXII,2;1) : Soient (T,d) un espace métrique et $ une fonction
de dans R+ quand h----~0. Posons,

y(E:) = sup 

est une fonction aléatoire réel]e gj/ussienne
centrée vérifiant

pour -bis s et t de T tels que alors X est à trajectoires conti-.,-- ....... 

nue s sur tout compact K de T satisfaisant

-1 - .4

Remarque : Si $ admet une fonction réciproque, soit , 01, r. ¿P--=’I-,

Démonstration : Soit K un compact de T, tel que l’on ait (1). * On a :

avec

Posons

On a trivialement

On en déduit, par le théorème (XXII,1;4), que X est à trajectoires conti-

nues sur K, cqfd
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Corollaire 1 : Soient (T,d) un espace métrique, K un compact de (T,d)
et X : une fonction aléatoire réelle gaussienne centrée.

Supposons qu’ il existe g : ayant une fonction réciproque et telle

que, pour c&#x3E; 0 suf f i samment petit Alors, si ~ est une f onc-

tion de dans R telle que

a) ~ est croissante

X est à trajectoires continues sur K.

Démonstration : Y étant défini comme dans le théorème (XXII,2;1), mon-
trons que l’ on a (1) e En on a : 

--

avec No entier tel que xN &#x3E;M°
o

Ainsi, on a convergence de la série cqfd

Corollaire 2 : Soit X: une fonction aléatoire réelle

gaussienne centrée et soi 101 la norme euclidienne sur Alors, si

4l est une fonction de Rldans R telle que4

a’) est croissante sur un certain intervalle (a&#x3E;0)?

X admet une version à trajectoires continues sur 
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Démonstration : C’est immédiat, car tout compact de lftn est contenu

dans un cube dont lIE-entropie est asymptotique à Lo g 1 (quand e 0
E:

Corollaire 3 (DUDLEY) : Soit H un espace de Hilbert réel, de boule uni-

té U. Toute fonction aléatoire réelle linéaire gaussienne normale

X : est à trajectoires continues sur tout disque compact K de H

tel que

donc en particulier sur tout disque compact K de H tel que p~K,U~  2a

Démonstration : D’ après le théorème (XXII,2;1), si l’ on a ~ 2~ , X est à

trajectoires continues sur K.

Vérifions que si p(K,U)2, l’ on a ~ 2~ s
Si o(K,U)2, il existe deux réels &#x3E; 0 , s 

0 
et b, tels que

donc tels que

On en déduit que l’ on a bien (2). cqfd

Remarque 1 : SUDAKOV a montré que si p(K,U) &#x3E; 2, X ne peut être à tra-

jectoires continues sur K (cf. appendice~~
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Remarque 2 : Si p(K,U) = 2, X peut être ou ne pas être à trajectoires
continues sur K. DUDLEY a même montre qu’ on peut trouver deux disques
compacts K et K 2 de tels que t

- X est à trajectoires continues sur K et n’est pas à tra-

jectoires continues sur ~

Il a considère :

ave c, pour n 2 3,

Remarque 3 : Si EV( K, u) &#x3E; - 1. , alors X n’est pas à trajectoires conti-2 p
nue s sur K [puisque 

En tenant compte de l’exemple ~XxI, 2; 2~ , le corollaire 3 donne

le :

Corollaire 4 : Soit H un Hilbert réel séparable, de boule unité U et
soit V un voisinage disqué fermé de H~ Soit 

+ Pour que la mesure cylindrique image de la mesure cylindrique
de Gauss normale sur H par l’ application i : H - HV soit de Radon, il est

nô’Ce5Séii re que 2 et i 1 est suf fisant que o(VO,U)  2c
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APPENDICE

Tbéorème : Soit H un Hilbert réel, de boule unité U, de norme Il.11 et
soit f : une f onction aléatoire réelle linéaire gaussienne nor-

male.

Si K est un disque compact de H, tel ue p~K,U~ &#x3E; 2, f n’est

pas à trajectoires bornées sur K.

Démonstration : Supposons f à trajectoires bornées sur K. Il existe

donc une version f 1 de f telle que

par conséquent, il existe oc et a dans E tels que

On peut toujours se ramener au cas a = 1 : il suffit de remplacer K par

on a p(K1’U) = p(K,U». On su pp o se ra dans ce qui suit 

Comme p(K,U) &#x3E; 2, il existe b réel et une suite (ex) 
n 

de réels
nn

&#x3E;0 tels que

Soit alors ~M ~ une suite de parties de K, a -discernables et telles que’ 
n n 

" 

n 
’

notons mk ce nombre.
k 
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Nous allons montrer que l’ on obtient une contradiction en prou-

vant que :

Pour cela, commençons par établir le lemme suivant :

~ 

Lemme: Soient E n+ 1 un Hilbert de dimension n+1, M et e deux réels &#x3E;0.

; 
~ Soit une base orthonormale de E n+ let soit E n l’espace

! r vectoriel engendré par les e. i d’indice i s: n.

Scient alors a , 0.., a n n éléments de E 
n 

tels quein n 
"

~ Alors, si on pose

et si G est la mesure de Gauss normale

sur En+ l’ on a :

avec
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Preuve de c e lemme

- I I ~ I 2, puisque

et que

Soient les matrices nxm A= et B= b.. avec

lJ lJ

On a, s i 

On vérifie que, par ~ 1~ ,

On en déduit alors, par un théorème de SLEPIAN (Bell System Tech. J 41

(1962),463,p*481 et p~.483~ , que 12~I3 e
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Posons C = 2 M2+1 e On a :

cqfd

Revenons à la preuve du théorème

Posons M = et C = 2(M 2 +1) 0
On a, pour tout 

Or, pour tout k E N et tout 1B &#x3E; 0,

Comme
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on a, pour tout À ~ 0 ,

et par suite
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COMPLEMENT A L’EXPOSE XXII

DFMONSTRATION DU THEOREME DE SLEPIAN cité dans l’Appendice de cet expose.

Théorème (SLEPIAN) : Soit E 
m 

un espace de Hilbert réel de dimension m.

Notons III/la. norme de E 
m 

et G 
m 

la mesure de Gauss normale sur E m m m

Si l’on se donne deux famille et de p él éments non
1‘ p 1 p

nuls de E satisfaisant
m

alors

Démonstration : Notons respectivement par A et B les ma,trices pxP ~~ ))
et ((b, , . Pour montrer le théorème il suffit d e montrer que pour 

’

ij
MI E et pour tout couple (C,D) = ( ((c )) . ((d .. )) ) de matrices m’,,, m’

ij ij
réelles inversibles de type positif et telles que

l’on a (2) :

En effet, pour tout t &#x3E; 0, on a, (2) a.vec C = A+(.I et D = (ou 1

est la mrtrîce unité px p), s En fa.isa,nt tendre c vers zéro, a on en (1)
d’après un théorème de comparaison des convergences des fonctions ca,racté~

ristiques et des fonctions de répartition associées
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Montrons donc (2 ~ P
Si &#x3E; on notera x &#x3E; 0 si x. &#x3E; 0, i = 1, l’ ~ ~ ,m’ ~ Considé-

rons pour tout la matrice P (7~.j ~ ( (p, , (~,~ ))= et soit

( E [0, 1J) 
L i 

1J

Nous allons montrer que est une fonction croissa,nte sur [0,I], ce

qui impliquera (2).
Commençons pour cela, pa,r introduire quelques nota,tions. ’ désignera, la,’ 

m 
° °

fa.rnille des ma,trices m m’ à, coefficients réels P = «p..)) telles que
det P&#x3E; 0 et p = c (i = 1"’ ,m’) et 1" l’application 

IJ
det P&#x3E; 0 et p ji 

= 

cii (i = 1. , , , 1. M’ ) et T 1 ’a,ppl i ca.t n, (mi î 
on 

-1 Y?, 
.T est injec-P= (P’ ( p... )  ..’ . - 1 1 da,ns ]Rln m 

0153c

IJ ij r = m m J

tive. Soient aussi les applications
telles que, pour tout t out 

, ’ 

m 

et

Trivia,lement, pour tout À E [0, 1 J, P ( À) est Posons p ( À) = 1; (p ( À ) ) .m

Non s avons

et montrons que dÂ (;~) est positif pourvut h E [0 1 ])
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Soit pour tout y E IRm 
i

et pa,r suite

Par conséquent, pour tout , 
et pour tout (i, j ) tel que i  j

et a.insi


