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I. DEFINITIONS RELATIVES AUX MESURES CYLINDRIQUES.

Soit E un espace localement convexe séparé, M la famille
des sous-espaces fermés de E de codimension finie : c'est une base de
filtre.
l'espace E/N : c'est un es-

Soit N € M: on désigne par Ey

pace vectoriel de dimension finie.

Si N1 < N2, on a une application linéaire canonique de EN
sur EN2; on l'appellera —W&Ova Les applications ”NgNl, Nl < Nza sa-

tisfont la relation de cohérence :

q = M
Ny &N, e Ny Ty = N, NN

N ¢ m, forment un systeme projectif
L

Par conséquent, les By
d'espaces vectoriels (relativement aux 1., N ) .
12

Z,

’ < . . ’ . /’ e
Definition : E désignant un espace localement convexe séparé, on

appelle mesure cylindrique sur E un systéme projectif (EN’ﬁN)N cm’ ou

ou N est une probabilité borélienne sur ENo

Remarque 1. Si on remplace la topologie de E par n'importe quelle to-

- ’ ’ o~ a P
pologie localement convexe séparée donnant le méme dual, les sous-espa
ces fermés sont les mémes. Par conséquent, deux topologies (localement

convexes séparées) donnant méme dual ont les mémes mesures cylindriques.

Remarque 2. Pour définir une mesure cylindrique, il suffit de se don-
ner un systeme cofinal de sous-espaces vectoriels fermés de codimen-

sion finie.

Donnons un résultst gui permet de remplacer les quotients
{ p

de dimension finie par n'importe quel espace de dimension finie.

Proposition 1. Sc¢ donner une mesure cylindrique sur E revient a se

donner pour tout espace vectoriel de dimension finie X et toute appli-

. " - 7’
cation linéaire continue f de E dans X une probabilité de Radon sur



X, uf, les pf satisfaisant la relation de cohérence

bgof = g(ug)

Démonstration, Immédiate, car f se factorise en

E——> EM —> X

avec M = Ker f.

On peut encore voir les choses d'une autre fagon. Soit F
le dual de E et soit {yl,..,yn} une famille finie d'éléments de F.
' 1' . __> < > . Vd . .
Lnapp ication x ( X, ¥y )ls i <n est linéaire continue de E dans
IR, I1 lui correspond donc une mesure que l'on désignera par “y y
1... n
Inversement d'ailleurs toute application linéaire continue de E dans

un IR" peut étre définie par une famille {yl"°yn}°

Par conséquent, se donner une mesure cylindrique sur E

revient a se donner pour toute famille finie d'éléments de F{yl,.,xi}

une mesure U surﬁmp, les étant cohérentes au sens sui-
Yyeee¥, Yyoeo¥,
vant : soit le diagramme (m < n)
TN B L T
v

u s'exprime par (yl,..,yn); v par (zl,...,zm) et w s'exprime par une

matrice w : z, = by Wijyj

s = w(p )
4 Ll,.e.,Zm yloooyn

Donnons des exemples de mesurescylindriques

Exemple 1, Toute mesure de Radon sur E est une mesuare cylindrique :
on prend p. = ”N(u).

L'application qui a une mesure de Radon associe la mesure
cylindrique correspondante est injective : c'est 1l¢ théoreme de

PROKHOROV.



Exemple 2. (Mesure cylindrique qui n'est pas de Radon).

Soit F un espace vectoriel, E1 et E2 deux espaces vecto-
riels en dualité avec F et supposons que E1 < E2 (E1 # E2)'

Quand on a deux espaces en dualité les sous-espaces (fai-
blement) fermés de codimension finie de l'un sont en correspondance
bijective avec les sous-espaces de dimension finie; Ni 1'orthogonal

de M pour la dualité entre F et Ei (i=1,2); on a

EN, =~ E /N, = (M)*.

Soit a dans E2 \ E1 et éa la mesure sur E2; 6a définit une

mesure cylindrique sur E, qui ne peut étre définie par une mesure de

1
Radon sur El.

O verra un autre exemple plus loin.

Cela étant, on peut appliquer PROKHOROV pour avoir une C.N.S.
pour qu'une mesure cylindrique sur un espace localement convexe E sépa-
ré soit une mesure de Radon. On a besoin de la forme générale du théo-

reme de PROKHOROV, car E n'est pas égal a_lim Ey-

II. OPERATIONS SUR LES MESURES CYLINDRIQUES.

a) Produit tensoriel.

. /’
Lemme., Soient E, et E_ deux espaces localement convexes séparés; les

1 2
sous-espaces fermés de El X E2 de la forme N1 X N2 (Ni’ sous—-espace
fermé de Ei de codimension finie; i = 1,2) forment un systeme cofinal.

. 1 3 '.:: E O
Preuve : E1 X E2 est en dualité avec F1 X F2 (Fi,l 1,2,dual deJ‘I)

Soit N un sous-espace fermé de E1 X E2 de codimension finie, N 1 et N2

. . L
les projections de N™; alors

S A 4
N'c N 1 % N 5
4,4 . I N
et (ND)” = N> (N 1 X N 2) = N, x Ny 5
donc : N> N, xN



A partir de la, on définit le produit tensoriel de mesures
. . . i . . .
cylindriques. Soit p~ une mesure cylindrique sur Ei et solient les mesu-

/N xN N,oem, i=1.2

P 1 2
1res boreéliennes u N ® U N sur E _ x EN Ele 1*No>

1 2 Nl 2

(%i, famille des sous-espaces fermés de E. de codimension finie). Le
i

2

produit tensoriel de ul et de p2 est le systeme projectsl

1 2 )

R U
N1 N2

E xE N, xN u

9
1% 1N N, € Ny €y

- b) Image par une application linéaire continue u

. ’ 14
Soient E1 et E  deux espaces localement convexes separes,

2
u E1 > E2 une application linéaire continue et u une mesure cylindri-

que sur El, On définit une mesure cylindrique sur E soit u(u), en

2 b
. . . - . ’ . 3 n
utilisant les applications linéaires continues g; de Ei dans un IR

(i=1.2) rendant commutatif le diagramme suivant :

u
E, ——> E,
g
g4 l 2
IRn
u = (u(n))
g1 &o

- ¢) Convolution des mesures cylindriques.

Définition Soit E un espace localement convexe séparé, u. et v deux

mesures cylindriques sur E et soit l'application Sp t (x,y) —> X+y

de ExkE dans E,

La convoldée p #* v de u et v est la mesure cylindrique
image de p ® v par Sp ¢
Loy o= sE(u&)v)n

Propriété immédiate. Soient E et F deux espaces localement convexes

séparés, u LI —> F une application linéuire faiblement continue et L et
deux mesures cylindriques sur E. Alors

u(p # v) = u(u) * u(v).



Preuve On a le diagramme commutatif suivant

Ex E—2XY% o pyF

b v —> u(u) ® u(v)

SE l SF

E _— F
bV u(u) * u(v)

En particulier, si f est une application linéaire continue
de E dans IR"
= 3

- d) Transformée de Fourier d'une mesure cylindrique.

Définition. Soit E un espace localement convexe séparé, E' son dual,
4 une mesure cylindrique sur E.

On appelle transformée de Fourier de p l'application ¢ de
E' dans C définie par

it \
o(x') = gle )(1) = [pe "u_ (dt) (x' € E').

On note aussi ¢ par S(“)~

Propriétés.

- 1. Transformée de Fourier d'une convolution.

Soit x' dans E'; on sait que

(b®v) o=, * v,
et 3, * v () =56 )(0) 5600 (¢ em);
et par conséquent

e * v)(x) = g(w)(x) g(v)(x") &' € E

- 2. Transformée de Fourier de 1'image d'une mesure cylindrique.

Soit u : E —> F une application linéaire continue, p une mesure cylindri-

que sur E et v = u(p)o Pour tout y' de F', on a .
g (y") = 3(y (v))(1) = sy (u(w)))(1) =gt (y)(u))(1).
Donc : gla(u))(y) = 3w (t (y)) w' € F



Proposition, La transformée de Fourier établit une bijection entre les

mesures cylindriques sur E et les applications ¢ : E' —> C de ype
positif. telles que @(O) =1 et dont les restrictions a tous les sous-

espaces de E de dimension finie sont continues.

Application : Mesure gaussieune normale sur un Hilbert.

III. MESURES CYLINDRIQUES CONCENTREES.

- a) Concentration cylindrique.

- b) Concentration scalaire.

’ . N N . .
Definition 1 1.. mesure cylindrique p sur 1l'espace localement convexe

séparé E est dite scalairement concentrée a c-prés sur A € E si, pour
tout hyperplan fermé N de [, la mesure by (sur E/N) associée est conceun-
trée a e-pres sur KN(A), c'est-a-dire :

(PN)*( y;N(A)) > 1-¢.
Cela équivaut a : pour toute forme linéaire x' sur E, la mesure By
est concentrée a e-pres sur x'(A).

Définition 2. Si © est un ensemble de parties de F, p ¢st dite scalai-

rement &-concentrée si, pour tout ¢ > 0, il existe A_ dans & tel que
L soit scalairement concentrée a c-pres sur A -

Dans ce qui suit. on se donnera une famille de parties de L.

soit &, ayant les propriétés suivantes :

1. & est filtrante croissante,
2. § est invaricute par homothétie.

3. & admet un systeme fondamental de parties équilibrées

bornées (pas forcément convexes).
On a alors le résultat suivant,

Théoréme. Soit E un espace localement convexe séparé, F son dual, u
une mesure cylindrique sur F. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

Q)p est scalairement &-concentrée;

b}ﬁ(u) est continue de F_ dans @.

~



Démonstration. Fixons d'abord des notations. Soit A une partie de E.

Soit Py la jauge du polaire A° de A, c'est-a-dire
. (]
py(y) = inf {A, A > 0; y € 1 A"},
Si A% n'est pas absorbant, on peut avoir pA(y) = 4o,

a=>

Nous aurons besoin d'un lemme.

. . ~ ’ . . ’
Lemme 1. Si p est scalairement concentrée a e-prés sur A équilibre,

sa transformée de Fourier ¢ satisfait
(1) 1 - o(y) | = 2¢ + p, (), v EF

Preuve. Soit v € F et v la mesure uy; v est concentrée a e-pres sur
y(A). Or, par définition
y(8) € [-p,(¥). »,(¥)]

et 11 - 9(n) | = |F 1 - e“’)uy(dt)\ s fplt- e ny(dt).

Si pA(y) < 4o, on a

ERR I|t‘ < PA(Y)|1 B eitl“y(dt) * Iltl > PA(y)\l B eit\“y(dt)'

or : 11 - Y < int(2,]t]).

Donc *Pltl - pA(y)ll - eit|uy(dt) < p,y(y)

et T‘tl > PA(y)il ) eit'“y(dt) s 2

d'ou (1).

Si p,(y) = +» le résultat est évident. Et ainsi le lemme est compléte-

ment démontré.

On en déduit y € eA® o ‘1 - @(y)‘ < 3¢,

Cela étant, on peut démontrer que a implique b. En effet, ¢ est conti-
nue, si elle est continue & 1l'origine, c'est-a-dire, si pour tout € > 0

il existe un voisinage de zéro V_ dans F, tel que
[

yeV.= |1-9(y)] <e.



I1 sutfit de considérer Ae dans & et tel que p soit scalai-

rement concentrée a %% -pres sur AE et de prendre Va =-§—A°€(qui est

un voisinage pour Es)-

Démontrons maintenant : " b = a ",

Nous aurons besoin d'un lemme.

Lemme 2. Soit P une probabilité sur IR, ¥ sa transformée de Fourier.

Supposons que pour tout v tel que lrl <o (0 >0, a < ®), on ait :

|1 - ¥(<)| < €.

Alors, pour tout c > 0, Vf
P{|t]| = ¢} < —2— (e + —525— ).
J; -1 c a
Preuve. On a :
[ (1 - (- —t)) B(ae) = T (1 - exp(- —m))B(dt)
R exp 2 2 . ‘t|20 exp B) ¢
2c 1 2c
-y
> (1 - e P(dt).
52
Donc : P{|t| = ¢} < —ﬁ—-— F]R(l - e 2¢7) P(dt).
Or, t — e 2 ¢% o5t transformée de Fourier de T > < e 2
V21
2
1t 1 2 2
Donc : -5 7B -= c 1t d=t
fnle 2 ¢ P(dt) = = Fnlw(r) e 2
V2K :
c Y( —% c212 drt
= 1) e
JE; fﬂl
1 +° 1 .22
T2 T Z c T2
et lrm(1_e ¢”) p(dt) = T jm(1-\y(r)) e dt .
En outre : 2
ve s |1-¥(7)| s e + 2 =, © V 1 €R.

2
a



J— 212 h % T
Donc : P{‘t‘ 2'c¢c V< = = [ (e + )e dt
N ‘IR 2
e-1 2n o
je 2
< —- (e + a22)o
Je—l ¢
Et le lemme est démontré.
On peut maintenant démontrer que b implique a . On
suppose donc que
© !
vV M>0, Aes:ycA = |1-9(y)]| <.
Soit € > 0 et soit A dans § tel que -
/e—1
y € A% = |1-9(y)| < ——= ¢ ;
2 -fe
soit y € F et ¥ la transformée de Fourier de v = uy; on a
¥(t) = o(ry) (v €em)
o
Done ty ¢ A° = ‘1-‘1’(1)| < el
2 /e
ou encore : J—-
|T‘ < . ‘1—?(1)! < ——%EA— €.
p,(¥) 2/e
. 1 .
Appliquons alors le lemme 2 avec a = ; on obtient
Ppiiq W;
2p, “(y) I
€ A Ale
v{lt' >cl < 5+ ) = (¢ > 0).
c Je-1
Posons : 6 = 62 = ———iﬁig;—— et soit ¢ une valeur de ¢ telle que
E(ye—l)
6PA(Y) = Cy- D'ou, si pA(y) est non nul,
vi|t] = cy} < g,
c'est-a-dire v = by est concentrée a4 e-preés sur ]—cy,cy[; si pA(y)=0,

vV o= by est concentrée a e-prés sur {0}.

Puisque A est équilibré (on peut le choisir ainsi), on a

1-p,(y) p, (M < ¥(8) « [-p,(¥)s py(¥)].



En effet : o
P (¥) = inf{A, A > 0; y € AA7Y;

A° étant lui aussi équilibré, on a
: 0
p,(y) = int{[2], y € MY,
D : .
e py(¥) = inf{a, 2>0; y(a) < [-A,A)0.

Donc y(A) est contenu dans [—pA(y), pA(y)] et n'est contenu dans aucun

intervalle fermé [-A,A] avec A < pA(y). D'ou le résultat annoncé.
Ainsi, si : pA(y) # 0 S
éA o) -]"c c .
Y( ) 3y’ y[

D'ol (& étant indépendant de y dans F), p est scalairement concentrée

a e-prés sur SA =
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