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XIII.1

§ 1. IDEAUX NORMES. OPERATEURS r-s-NUCLEAIRES

1.1 Suivant A. Pietsch, nous appellerons idéal d’opérateurs
une sous-classe 0152 de la classe L des applications linéaires entre espaces
de Banach, qui contienne la classe3 des opérateurs de rang fini et telle

que chacun des ensembles 0152 satisfasse aux conditions

suivantes :

(i) si S E G(E,F), T E alors S + T E G(E,F)
(ii) si S C a(E;F), R E S,(G,E), T E ,~(F,H) alors To S~ R E 0152(G,H)

1.2 Si de plus on a défini sur a une fonctionnelle a vérifiant

les conditions :

(N,0) si Il E E’ et y E F alors a (’~ ~ y) = 1111 Il Y Il
(N,1) la restriction de a à chacun-des ensembles (en fait des espaces

vectoriels) G(E,F) est une norme, (N,2)si S E 0152(E,F), R 6 C(G,E), T 6 i(F,H;
alors a(T. S o R) s Il T Il a(S) IIR 11) on dit que le couple (0152,a) est un idéal

normé . Si chacun des espaces G ( E , F) est a-complet, l’idéal est dit complet.
Voici des exemples fondamentaux:

1.3 i) (~ ~ I~ Il); / OC, j) est la classe des opérateurs

compacts et Il Il la norme usuelle des opérateurs
ii) (TT ,n ) (introduit à l’exposé II) si p ~ 1

P P

iii) (12 ,v ) idéal des opérateurs p-nucléaires (cf. défini-
P P

tion 2.5, exposé III) si p ~ 1

sont des idéaux normés complets.

Introduisons à présent une famille généralisant les

opérateurs p-nucléaires :

1.4 On dit qu’un opérateur T de E dans F est (r,s)-nucléaire
(où (r,s) est un élément de existe une suite ~, _ (X ) n de’ 

+ n ne IN
scalaires et deux sUites 1 = et y = de vecteurs respec-

tivement dans E’ et F telles que les relations
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soient vérifiées et que pour tout vecteur x de E on ait

Il est facile de montrer que la classe 1t des opéra-
r, s

leurs (r, s) -nucléaires est un idéal norme complet pour la norme

Cet idéal se rattache à la factorisation à travers les espaces 1 p par
le biais suivant :

1.5 Théorème : Il est équivalent de dire que T est (r,s)-nucléaire
de E dans F, ou qu’il admet la factorisation suivante :

où A et B sont des opérateurs continus et MA est la multiplication par
une suite X = de 1 p (c +00). °

n p 0

De plus on a l’égalité :

,à remarquons immédiatement ue 1 ° h othèse ~ 1 + 1 - 1 impose que~ remarquons 1mmed1a ement que l’hypo hese 
p 

+ 
r s 

1mpose que

p, r et s soient tous trois supérieurs ou égaux à 1. et que l’ ~‘ 1s s

(D soit donc T îE,F)  Par définition il peut s’écrire
+oe r,s

T = ¿1 y , comme dans ~.. ~ avec de plus 
.n.: il n n .
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Considérons alors les opérateurs

il est facile de voir que l’on a

et que

c’est-à-dire

w Réciproquement si T = A et si (~¢)’ est vérifiée, on constate

aisément que les 

désigne la base canonique de Efi) satisfont les conditions de 1.4 et

l’ inégal i t é (4,r) . v

1.6 Q) On.peut remarquer que l’idéal des opérateurs p-nucléaires se

retrouve pour r _ +00, 9 s = p’.

2~ Dans un certain sens l’opérateur M~ est le prototype des
opérateurs (r, s) -nucléaires et on voit que !!MÀ!B 1 
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~ 2. ADJONCTION DES IDEAUX NORMES

2.1 A chaque idéal normé (G,a) , on peut associer une autre

sous-classe de i, notée G et définie de la manière suivante :

l’opérateur T 
~ 

appartient à 0, (E,F) si et seulement si pour chaque diagram-

(non commutatif!)

ou X et Y sont des espaces de Banach de dimension finie et g, u, h des

opérateurs (continus) on a

Il n’est pas très difficile de montrer que si l’on pose par définition
*

que a (T) est la borne inférieure des p (T) qui vérifient l’inégalité (1) ,
(0 ,~.) est un i dé al normé complet .

2.2 Donnons quelques définitions concernant les idéaux:. 

** **-M-M- "

@ on dit qu’un idéal (a,a) est parfait si l’on a (CL, a) _ (a , a )

(2) on dit qu’un idéal est maximal si la condition : "pour tous couples

X, Y d’espaces de dimension finie et A, B d’opérateurs avec B E 

A E ~(X,E) on a a(B T A) s implique T E et a(T) S p .

On a le théorème suivant :

2 . 3 Théorème : i il est équivalent de dire si est un idéal normé :
2013-201320132013201320132013. 

~ ~

i) il existe un idéal (~,f3) avec (a,a) = (~ ~ )
ii) (G,~) est parfait

iii) (a,a) est maximal .

" ,;

ii) # i) est trivial en prenant (S~j3) = (0 .a )
i) ~ ¡1i). Soit T tel que pour tous couples X, Y d’ espaces de

~ trace de l’endomorphisme u hTg appartenant à 



XIII.5

dimension finie et A, B d’opérateurs avec B et A E £(X,E) , on

ait :

Nous devons montrer qu’alors T E 0152(E,F) = ~ * (E,F). Nous
avoiis :

~r 3c

soit T 18 (EF) et (T) :9 p

iii) ~ ii) Nous allons pour cela démontrer les lemmes suivants~

2.4 Lemme : Si est un idéal maximal, pour que 0 soit parfait il

suff it que pour tout opérateur T entre espaces de Banach de dimension fi-
~~

nies on ait a(T) = a (T)

A En ef f et , so it on a dans 1 es hypothèses de 2 . 2 ©

a(BTA) = 

donc T E a(E,F) pui sque Q est maximal ; 1 a ré ciproque est immédiate.

2 . 5 Lemme : Si E et F sont de dimensi on f ini e et T E £(E,F) on a

-3k*

a(T) = a (T) .

~ Par le théorème de Hahn-Banach on peut trouver sur ~(E~F) une forme

linéaire S t el l e que pour un opérat eur f ixé T 0 on ait

En part i cul i er comme pour chaque coupl e (~, y) E E’ x F on a
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A
~ 

S déf init un opérateur linéaire continu S E par

A présent soient T, B, A comme dans 2.2 Q) on a

La réciproque est évidente.

§ 3. L’ADJOINT DE (~ , v )
2013201320132013201320132013201320132013 r, s r, s

3.1 Supposons que T 6 ~ r~s (E,F) et considérons le diagramme conforme à
r,s

2.1, où l’ on a particularisé X, Y et u.

Soient donc

# On a donc pour tout
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on peut écrire alors

soit

d’après la proposition 1.7, ou de manière équivalente puisque X

est une suite arbitraire de n scalaires :

ce qui nous amène à la défirition :

3.2 Définition:Un opérateur linéaire continu de E dans F est dit (p,r,s)-
absolument sommant, s’il existe une constante p(T) ne dépendant que de T

telle que pour tout entier naturel n et pour toutes familles finies

(x . ) . i isn ; de vecteurs respectivement dans E et F’ on ait
i 1~n 1 ,n

et on note alors T E ~t (E.F)

et au théorème

3.3 Théorème : ~ n 
P , r , S 

est un idéal d’opérateurs normé pour la norme
p,r,s 1 1 1

7c 
r 

( 1 ) est valide} dès que - + - = - s 1
p,r,s 

ry 

r s p

A 1~ se démontre de manière standard par vérification tatillonne ; en ce

qui concerne @ on a dé j à montré en 3 .1 que l’ on a 11- * dn et
* 

~ 

p,s,r 
s v 

r,s 
. Réciproquement soit T E n 

p,s,r 
(E, F) considérons le
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diagramme

conforme à 2.1; comme X, Y sont de dimension finie, on peut alors écrire

et même choisir X 0 b 0 en sorte que 
p 

11111B* ~ v (u) + c.
~ " 

p 
" "s "’"r r,s

On a alors

ce qui achève la démonstration . 
~

3.4 Une simple application du théorème de Hahn Banach et le

fait que Il Il 
* 

= Il )) permet de voir que(n ,1t 

. ’ 

) = (rT ,1t )." 00 " 00 
- 

P~P~ P~P~ P P

3 .5 A. Pietsch a montré que l’ adjoint de (rr n ) est l’ idéal

r/ 
P P

des opérateurs p’-intégraux dans le sens que T E J P ~(E,~’) si et seulement

si il admet la factorisation suivante :

De manière analogug introduisons la définition suivante:
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3.6 Définition : On dit qu’un opérateur T de E dans F est factorisable

de type (r,s) ( 1 + 2013 ~ 1) s’il existe un espace mesuré tel
r s 

.

que l’on ait le diagramme commutatif :

où A,B sont des opérateurs continus, M. l’opérateur de multiplication par
une fonction (p 6 LP(O, , ,~), 1 + ! +1’= 1 et canonique’ ’~ ’ 

p r s 
’ F ~ q

de F dans F".

On montre "facilement" que la classe des tels opérateurs
notée constitue un idéal normé pour la norme

y r, s (T) = inf ))BJj l’ inf étant pris sur l’ensemble des repré-
sentations de T.

3.7 Dans le cas s’  r, on voit facilement que la factorisation

(2) est équivalente à la suivante :

où Y est une probabilité., et i 1 ~ injection canonique. (On remplace li par
v = et on modi f i e A et B convenab 1 ement) .

3.8 Proposition : GD Soit T un opérateur continu de E dans F alors si

1-n’% Si E et F’ possèdent la propriété d’approximation
métrique, si T est un opérateur de rang fini de E dans F on a

(D est trivial, (D se démontre par approximation pas à pas. On pour-

ra la trouver dans le cas particulier des opérateurs p-intégraux dans 

3.9 Corollaire : .- GD Si E’ 1 et F possèdent la propriété d’approximation
métrique, on a pour touc opérateur T de 1&#x26; 

r,s 
(E, F)
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